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Vocabulaire ensembliste

Le langage utilisé en mathématiques est celui des ensembles. Nous allons tres souvent
considérer des objets sont appelés éléments et ensembles, le mot ensemble désignant un
ensemble d’éléments. Le symbole € désigne la notion d’appartenance. Si a est un élément
et F un ensemble, on note a € E pour signifier que a est un élément de I’ensemble F.
Par exemple 2 € N mais —2 ¢ N. Il faut bien différencier la notion d’appartenance € de
la notion d’inclusion C. Si A et B sont deux ensembles, on note A C B et on dit que A
est inclus dans B lorsque tous les éléments de A sont des éléments de B. On dit aussi
que A est une partie de B.

Si A et B sont deux ensembles, on note A U B la réunion des ensembles A et B,
c’est-a-dire ’ensemble des éléments qui appartiennent & A ou a B :

AUB={a:a€ Aouac B}
Par définition, A est donc inclus dans AU B et B est inclus dans AU B :
ACAUB, BCAUB.

On note AN B 'intersection des ensembles A et B, c’est-a-dire ’ensemble des éléments
qui appartiennent & A et a B :

ANB={a:a€ Aetac B}
Cette fois-ci c’est AN B qui est inclus dans A et dans B :

ANBCA, ANBCB.

Si A est une partie de B, on note B ~\. A I’ensemble des éléments de B qui ne sont pas
dans A :
B~NA={a€eB:a¢A}

On utilise aussi la notion de différence symétrique. Si A et B sont deux ensembles, on
note A A B pour désigner ’ensemble des éléments qui appartiennent a A ou a B mais
pas aux deux a la fois. Ainsi :

AANB={a€ AUB:a¢ ANB}=(AUB)~ (ANB).

Si A et B sont deux ensembles, on dit que A et B sont disjoints si AN B = ().
La notation () désigne I’ensemble vide : c’est 'unique ensemble qui ne contient aucun

élément ! Par définition ’ensemble vide est inclus dans tous les autres ensembles et
AN D= A.

Un ensemble E est dit fini s’il ne contient qu'un nombre fini d’éléments. Le nombre
de ses éléments est appelé cardinal de cet ensemble et est noté Card E, |E| ou encore
fE. Voici quelques régles de bon sens concernant les cardinaux des ensembles finis :



— si A C B et si B est fini, alors A est fini et |A| < |B|;

— si A et B sont deux ensembles finis, alors AU B est fini et |AUB| < |A|+|B]|. Cette
inégalité peut étre stricte car les ensembles A et B peuvent avoir des éléments en

commun. On a donc
|AUB| = |A|+|B|—|ANB].

En particulier, si A et B sont disjoints, AN B =10 et |[AUB| = |A| + |B|.






Chapitre 1
Un peu d’arithmétique

On utilise la lettre N pour désigner I’ensemble des nombres entiers naturels :
N={0,1,2,...}, N*=N~{0}={1,2,...,}
et la lettre Z pour désigner ’ensemble des nombres entiers relatifs :
Z=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,...}.

Dans ce cours, lorsque 'on parlera d’entiers sans plus de précision, il s’agira toujours
d’entiers relatifs.

1.1 Divisibilité

On ne peut pas toujours diviser un nombre entier par un autre, ou alors on n’obtient
pas nécessairement un nombre entier. On introduit donc la notion de divisibilité.

Définition. Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que b divise a s’il existe un entier
relatif k tel que a = kb. On dit aussi que a est divisible par b, ou que a est un multiple
de b. On note cette relation b | a.

Soit b € Z. On note Zb 'ensemble des multiples de b, c’est-a-dire ’ensemble des
entiers de la forme nb pour n € Z :

Zb = {nb, n € Z}.

Remarquons que si ’on prend b = 0, alors pour tout n € Z, nb = 0. Ainsi 0 n’a qu'un
seul multiple : lui-méme. Autrement dit Z0 = {0}.

Si b # 0, alors b a une infinité de multiples. En effet, si m # n sont deux entiers
distincts, alors mb # nb. On dit aussi que I’application

7Z — Zb
n —— nb
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est injective.
Si a € Z, on note D(a) 'ensemble des diviseurs de a.

Proposition. Soit a un entier non nul. Si b € Z est un diwviseur de a, alors |b| < |al.
En particulier Uentier a ne posséde qu’un nombre fini de diviseurs.

Démonstration. Soit b un diviseur de a. Par définition, il existe k € Z tel que a = kb.
Comme a # 0, on a k # 0 et b # 0. Ainsi |k| > 1 puisque k est entier. En multipliant
cette inégalité par |b|, on obtient |a| = |k||b] = |b]. O

Remarquons que ’hypothese a # 0 est essentielle. En effet le nombre 0 a une infinité
de diviseurs : pour tout b € Z, on a b0 = 0. Ainsi D(0) = Z.

Exemple. Ainsi les diviseurs de 1 sont dans ’ensemble {—1,0,1}. On peut éliminer 0.
De plus 1 = 1.1 = (—1).(—1), ainsi I’ensemble des diviseurs de 1 est 'ensemble {—1,1}.

Il se trouve que 1 et —1 sont les seuls entiers ayant exactement deux diviseurs. Tous
les entiers a non nuls et différents de 1 et —1 ont au moins 4 diviseurs distincts : —1, 1,
—a, a.

Exemple. Cherchons a déterminer tous les diviseurs de 12. Le théoréme nous assure
tout de suite qu’il suffit de les chercher dans

{-12,-11,-10,...,10,11,12}.

11 suffit alors d’examiner si chaque élément de cet ensemble est diviseur de 12 (& ce point,
une certaine connaissance de ses tables de multiplication est nécessaire). On trouve alors
I’ensemble

D(12) = {-12,—-6,—4,-3,-2,—1, 1, 2, 3, 4, 6, 12}.

Revenons maintenant aux multiples d’un entier b. Ce sont les nombres de la forme
nb ou n € Z. Si n1b et ngb sont deux multiples de b, on voit par factorisation que
n1b + non = (n1 + ng)b est aussi un multiple de b (puisque nj + ng € Z). De méme si
k € Z, k(nb) = (kn)b est toujours un multiple de b. Plus généralement, on a le résultat
suivant :

Proposition. Soit b € Z. Si u et v sont deux multiples de l’entier b, alors pour tous
AEZ ety €7, Au—+ pv est un multiple de b.

Ce résultat se reformule aussi : si b divise u et b divise v, alors dés que A\ € Z et
wE Z, b divise \u + pv ou, symboliquement,

(bluetb]|v)= (Y(\,pu) €Z b| (\u+ uv)).
Démonstration. Les nombres u et v sont des multiples de b, donc il existe des éléments
ny1 et no de Z tels que u = n1b et v = nob. Ainsi si A et p sont dans Z,
A+ pv = Angb + pngb = (Anq + unz)b.
Et comme Anj 4+ pune € Z, M+ pv est un multiple de b. Le reste s’en déduit. O
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On a donc en particulier, si b | u et b | v,

— bl (u+wv) (avec A=p=1);

— bl (u—v) (avec A=1et p=—1);

— b | (ku) pour tout k € Z (avec A =k et p = 0).

Exemple. Considérons le probleme suivant : déterminer les entiers n tels que n + 2
divise Tn + 3.

On commence par faire disparaitre le n dans 7n + 3 par combinaison linéaire : on
sait quen+2|n+2,doncsin4+2|m+3,onan+2|(Tn+3—"7n+2)) ce qui
donne n 4+ 2 | —11. On se rameéne donc a chercher les diviseurs de —11. On obtient :
n+2 € D(—11) = {-11,—-1, 1, 11}, et donc n € {—13,-3,—1, 9}. Cependant a ce
stade, on n’a pas encore résolu le probléeme : on a montré que si n est solution, il est
dans I'ensemble {—13, —3, —1, 9}. Mais est-ce que tous les éléments de cet ensemble sont
des solutions ? On pourrait bien stir vérifier que ces éléments sont tous solutions (il n’y
a que quatre vérifications a faire), mais dans un cas ou il y a plus de possibilités ce
serait fastidieux. Il s’avere en fait qu’ici on peut refaire le raisonnement & ’envers. En
effet, si n est dans cet ensemble, n+2 | —11, donc n+2 | —11+7(n+2) = Tn + 3 et
donc n est solution. Finalement on peut bien conclure que I’ensemble des solutions est
{-13,-3,-1, 9}.

1.2 Congruences

Nous avons vu que pour montrer qu’un nombre est divisible par un entier n, on peut
se ramener par combinaisons linéaires a étudier la divisibilité par n d’entiers plus petits,
et donc a un probléme plus simple. Essentiellement, si on considére un entier a, il est
équivalent de dire que n | a ou que n | a+n, ou encore que n | a+2n... Plus généralement
n | a si et seulement si il existe un entier k tel que n | a + kn, et dans ce cas n | a + k'n
pour tout entier k. Ceci nous montre que tous les entiers a, a +n,...,a + kn,... ont
les mémes propriétés lorsqu’on étudie la divisibilité par n. Dans cette optique, la notion
qui va suivre est trés utile et est fondamentale en arithmétique.

Définition. Soit n € N*, on dit que deux entiers a et b sont congrus modulo n si
n| (a—b) et on note alors a =b[n| oua=>b (mod n).

Remarquons tout de suite que la notion de congruence est une sorte d’extension de
la notion divisibilité. En effet, si n € N*, un entier relatif a est divisible par n si et
seulement si a = 0 [n].

Vérifions ensuite quelques propriétés du symbole de congruence, fixons donc un entier
n € N*.

— Pour tout entier a, a = a[n], car on a toujours n | a —a = 0.
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— Sia et bsont deux entiers, n | a—b si et seulement si n | b—a. Il est donc équivalent
de dire que a = b[n] ou que b = a[n].

— Si a, b, ¢ sont trois entiers tels que a = b[n] et b =c[n], alorsn|a—betn|b—ec.
Doun|(a—0b)+ (b—c)=a—cet donca=clnl.

Ces quelques propriétés montrent déja que le symbole de congruence est une relation
assez souple, passons maintenant aux propriétés les plus importantes de ce symbole.

Proposition. Soit n € N* et a, b, ¢, d quatre entiers. Alors

a=bn] etc=dn]=a+c=b+d[n] et ac =bd[n]

Démonstration. Onan |b—aetn|d—c, donc d’apres le théoréme 3, n |b—a+d—c=
(b+d)—(a+c) et donc a+ ¢ = b+d[n]. De méme bd — ac = b(d — ¢) + (b—a)c. Comme
n|b—aetn|d—c onabienn |bd— ac, d’ou ac = bd [n]. O

Ce résultat peut se traduire par la phrase suivante : « la relation de congruence
se préserve par addition et multiplication ». Et ceci est trés important, nous verrons
pourquoi au fur et a mesure. Bien siir il est aussi vrai que la congruence préserve les
combinaisons linéaires, c’est d’ailleurs un cas particulier de ce théoréme : soient a = b [n],
¢ =d[n] et A et p deux entiers. Comme A = A [n], on a Aa = Ab[n]. De méme pc = ud [n],
et donc Aa + pc = Xb+ pd [n)].

Pour terminer cette partie sur les congruences, nous allons montrer l'utilité des
congruences sur un exemple bien connu : le critére de divibilité par 3. Il est en gé-
néral bien connu qu'un entier est divisible par 3 si et seulement la somme des chiffres
de son écriture en base 10 est un multiple de 3. Par exemple 135681 est divisible par 3
car 1 +3+5+6+ 8+ 1 =24 qui est divisible par 3. Nous allons montrer d’ou vient ce
critere.

Soit n un entier naturel. L’écriture de n en base 10 est la donnée d’entiers ay, .. .,aq
compris entre 0 et 9 tels que n = agl0%4az_110%" 1+ - - +aq. Voyons ce que donne cette
égalité modulo 3. On a 10 = 3x 3+1 donc 10 = 1[3]. Il en découle que 10> = 1 x 1 = 1[3]
et donc, en itérant, pour tout k € N*, 10F = 1 [3]. Il faut remarquer que pour écrire tout
cela, on doit appliquer la proposition dans le cas multiplicatif. En appliquant maintenant
a nouveau la proposition dans le cadre additif, on a n = ag + ag—1 + -+ + ap [3]. On
a donc montré que pour étudier la divisibilité par 3 d’un entier, il suffit d’étudier la
divisibilité par 3 de la somme des chiffres de son écriture décimale, en particulier un
entier est divisible par 3 si et seulement si la somme des chiffres de son écriture décimale
est divisible par 3. Comme 10 = 1[9] le méme raisonnement nous donne un critére de
divisibilité par 9.
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1.3 La division euclidienne

On a vu que la notion de congruence permet de simplifier ’étude de la divisibilité
d’un entier en se ramenant a étudier des entiers plus petits. Cependant on ne sait pas
encore quelles sont les limites de cette méthode : ne peut-on pas donner un sens plus
précis a “petit” ? La division euclidienne répond a cette question. En fait, quand on
étudie la divisibilité par un entier n, on peut toujours se ramener a étudier ce qu’il se
passe pour des nombres compris entre 0 et n.

Théoréme. Etant donné un entier a et un entier b strictement positif, il existe un
unique couple (q,r) ot q €Z et 0 <r < b—1 tel que

a=bqg+r.

La recherche de ces entiers ¢ et r consiste a effectuer la division euclidienne de a par
b. On appelle g le quotient de la division euclidienne et r le reste.

En terme de congruences, ce théoréme peut se reformuler ainsi : tout entier relatif
est congru modulo b & un unique entier compris entre 0 et b — 1.

Démonstration. Comme b > 1, il existe un entier k£ tel que kb > a et kb > —a, donc
I’ensemble des multiples de b qui sont inférieurs & a est non vide (il contient —kb) et
majoré (tous ces multiples sont inférieurs ou égaux a kb), il existe donc dans cet ensemble
un plus grand élément : ¢gb, ou ¢ est un entier. Alors (¢ + 1)b = ¢gb + b > ¢b, donc par
définition de ¢, gb + b > a. Posons alors r = a — ¢b. Comme a > gb, on a r > 0 et comme
gb+b>a,onar=a—qgb<b Commer est un entier, r < b— 1. On a donc démontré
I'existence des entiers g et 7.

Montrons maintenant leur unicité, c’est & dire que si a = bg+1r et a = ¢'b+ 1’ ou ¢,
¢, r et v’ sont des entiers tels que 0 <r <b—1et 0 <7 <b—1,alorsq=¢ et r =1".
Pour ce faire, commencons par écrire gb+r = a = ¢'b+1r’, donc r — 1’ = (¢’ — q)b. Ainsi,
comme g — ¢ est un entier, r —r’ est un multiple de b. Or on a vu que si a est un multiple
non nul de b, alors |a| > |b|, donc si r» — 7/ était non nul, on aurait |r — /| > |b] = b.
Cependant comme 0 < r <b—1let0<r <b—1,ona—-(b—1)<r—7 <b-1,
donc |r — | < b—1, ce qui donne une contradiction si 7 — 7’ est non nul. On peut donc
conclure que r — ' = 0, donc r = 7’. On obtient alors gb = ¢’b et comme b est non nul,
q = ¢, ce qui acheve la preuve de 'unicité. O

Le théoréeme donne donc une réponse positive a la question : pourra-t-on toujours
simplifier I’étude de la congruence d’un entier 7 Oui car tout entier est congru modulo n
a un unique entier compris entre 0 et n — 1. Ce qui est tres intéressant dans ce résultat,
c’est que pour un entier n strictement positif, « il n’y a qu’un nombre fini de congruences
modulo n ». Plus précisément, on a démontré le corollaire suivant.

Corollaire. Soit n € N* un entier naturel non nul. Tout entier relatif a est congru
modulo n d un unique élément r € {0,...,n— 1}. Cet entier est le reste dans la division
euclidienne de a par n.
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Démonstration. En effet, dire que a est congru modulo n a un entier r € {0,...,n — 1}
signifie qu’il existe g € Z tel que a = r+bq. Ainsi r est le reste dans la division euclidienne
de a par n. Par existence et unicité du reste, I’entier r existe et est unique. ]

Voyons quelques illustrations de ces notions.

Exemple. Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre n(n + 1)(n + 2) est
divisible par 3.

Le théoréme nous assure que n est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3 : il n’y a donc que 3
cas a étudier.

— Premier cas : n = 0[3], cela signifie exactement que n est divisible par 3. Comme
(n +1)(n + 2) est entier, n(n + 1)(n + 2) est divisible par 3.

— Deuxiéme cas : n = 1[3]. Alors n+2 =3 = 0[3], donc n + 2 est divisible par 3, et
donc n(n + 1)(n + 2) aussi.

— Troisiéme cas : n = 2[3]. Alors n + 1 = 0[3], et de méme n(n + 1)(n + 2) est
divisible par 3.

Tous les cas ont été traités, donc pour tout n entier, n(n+ 1)(n + 2) est divisible par
3. Ici le théoréeme nous a donc permis de nous ramener a étudier seulement 3 cas.

Exemple. Etant donné un entier n, peut-on 'écrire sous la forme n = a? + b% ol a et
b sont deux entiers ?

Nous allons voir que ceci n’est pas toujours possible, 'idée est de regarder les classes
de conjugaison modulo 4. Si a € Z, a est congru a 0, 1, 2 ou 3 modulo 4. Quelle est
alors la classe de conjugaison de a?? On sait que a = r[4] ou r € {0, 1, 2, 3}. Alors
a?=7r2[4]. I y a ainsi 4 cas & étudier :

— r=0,7r>=0[4].
—r=1r=1[4].

— r=2,72=4=0[4].
—r=3r"=9=8+1=1[4]

Donc finalement un carré est congru & 0 ou 1 modulo 4. Ainsi si a est une somme
de deux carrés, a est congru a 0, 1 ou 2 modulo 4. L’unicité du reste de la division
euclidienne prouve alors bien qu'un entier congru a 3 modulo 4 ne peut pas s’écrire
comme somme de deux carrés. Par exemple 40003 n’est pas une somme de deux carrés
(n’est-ce pas plus facile ainsi que de le vérifier a la main?).

1.4 Le PGCD

Un nouveau probléme qui apparait souvent en arithmétique est de comparer deux
entiers, mais d’une facon particuliére : en regardant leurs diviseurs. On peut se poser
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cette question : si I’on prend deux entiers a et b, quels sont les diviseurs que ces deux
nombres ont en commun ? Il s’agit de ’ensemble D(a) N D(b). Si a ou b est non nul, cet
ensemble est fini, il admet donc un plus grand élément que 'on appelle le PGCD de a
et b (PGCD signifie Plus Grand Commun Diviseur). Cet élément a des propriétés tres
intéressantes qui font qu’il caractérise a lui tout seul tous les diviseurs communs & a et
b. En fait, un des but de cette partie est de montrer qu'un entier divise a la fois a et
b si et seulement si il divise PGCD(a,b). Ainsi PGCD(a,b) permet donc & lui seul de
connalitre tous les diviseurs communs a a et b, puisque ce sont exactement les diviseurs de
PGCD(a, b). On peut encore réécrire ceci de cette fagon : D(a) ND(b) = D(PGCD(a,b)).

Donnons tout d’abord quelques exemples simples de PGCD.

Proposition. Sia et b sont deuz entiers tels que b | a et b # 0, alors PGCD(a, b) = |b].

Démonstration. Le PGCD de a et b est le plus grand diviseur commun a a et b. En
particulier, il divise b. En particulier, PGCD(a, b) < |b|. Mais |b| est un diviseur de b. Et
comme b divise a, |b| aussi. Ainsi |b| est un diviseur commun a a et b, et c’est bien le
plus grand. O

On peut en déduire que si a est un entier, alors PGCD(a,1) = PGCD(a,—1) = 1.

Nous allons a présent démontrer une caractérisation tres importante du PGCD. Si
a et b sont deux entiers relatifs, on note Za + Zb 'ensemble des combinaisons linéaire
entieres en a et b, plus précisément :

Za+Zb={Aa+ ub: (\,pn) € Z*}.

Le rapport avec le PGCD est le suivant. Supposons que (a,b) # (0,0) et posons d =
PGCD(a,b). Alors d | a et d | b. En particulier d divise tout entier de la forme \a + ub
avec (\, p) € Z%. Ainsi on a une inclusion

Za + Zb C Zd.

Nous allons prouver que cette inclusion est en fait une égalité.

Théoréme. Supposons que (a,b) # (0,0) (c’est-a-dire que a et b ne sont pas nuls tous
les deuzx). Alors les combinaisons linéaires entiéres de a et b sont exactement les multiples

de PGCD(a,b). Autrement dit

Za + Zb = ZPGCD(a, b).

Démonstration. Comme a et b ne sont pas nuls tous les deux, I’ensemble Za+7Zb contient
un entier non nul. De plus, si u € Za + Zb on a —u € Za + Zb. L’ensemble Za + Zb
contient donc nécessairement un entier strictement positif. Notons d le plus petit entier
strictement positif appartenant a cet ensemble. Nous allons montrer que Za+7Zb = Zd =
{kd : k € Z}. Pour ce faire, procédons par double inclusion, c’est-a-dire que I’'on prouve
dans un premier temps que Za + Zb C Zd, puis que Zd C Za + Zb.
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Commencgons par prouver que Za+Zb C Zd. Il faut donc montrer que si x € Za+Zb,
alors € Zd. Supposons que x € Za + Zb et effectuons la division euclidienne de x par
d. On obtient x = dg + r ol ¢ et r sont des entiers tels que 0 < r < h. Comme z et d
sont dans Za + Zb, on voit que = — dq y est aussi. Ainsi r est un élément de Za + Zb.
Mais n’oublions pas que 'on a supposé que d est le plus petit élément de Za + Zb qui
est strictement positif. Donc si r # 0, alors par définition de d, on doit avoir r > d. Ceci
est absurde vu que 'on sait que r < d. Ainsi r = 0, ce qui prouve que x = dq et donc
que z € Zd. On a donc démontré que Za + Zb C 7Zd.

Prouvons a présent que Zd C Za+7Zb. Puisque d € Za+7Zb, on peut écrire d = Aa+ub
avec A et 1 des entiers. Si k € Z, on a donc kd = (kX)a + (ku)b avec kX € Z et ku € Z,
donc kd € Za + Zb. On en conclut que Zd C Za + Zb. Finalement on a bien prouvé que
Za + 7b = Zd, c’est-a-dire que Za + Zb est exactement ’ensemble de tous les multiples
de d.

Pour conclure la preuve du théoreme, il suffit donc de prouver que d = PGCD(a, b).
Comme a et b sont des éléments de Za + Zb, I'égalité que nous venons de démontrer
implique qu’il existe des entiers u et v tels que a = ud et b = vd. Ainsi d est ainsi un
diviseur commun & a et b. Par définition du PGCD de a et b, on a donc d < PGCD(a, b).
D’un autre c6té, on sait, puisque d € Za + Zb, qu’il existe des entiers X\ et u tels
que d = Aa + pb. Ainsi PGCD(a,b) divise a et b et donc divise d. On en déduit que
|IPGCD(a, b)| < |d| et comme tous ces nombres sont positifs, ceci donne PGCD(a, b) < d.
Finalement on a montré PGCD(a,b) < d et d < PGCD(a,b), d’'ott d = PGCD(a, b). Ceci
acheve la démonstration. O

Voici a présent la propriété importante du PGCD dont nous parlions au début de
cette section :

Corollaire. Soient a et b deux entiers non nuls tous les deux. Alors d est un diviseur
commun d a et b si et seulement si d divise PGCD(a,b).

Démonstration. Si d divise PGCD(a,b), comme PGCD(a,b) divise a et b, on voit que
d doit également diviser a et b. C’est la partie réciproque qui est moins évidente, mais
avec le théoreme ci-dessus, cela devient plus facile. Supposons que d divise a la fois a et
b. On sait qu’il existe des entiers A et p tels que PGCD(a,b) = Aa + pb. Alors, comme
d|aetd]|b, onad|PGCD(a,b) et la preuve est terminée. O

1.5 Equations linéaires a coefficients entiers

Nous allons aussi étudier un autre type de probleme auquel le PGCD est fortement
lié : les équations linéaires a coefficients entiers. Il s’agit d’équations de la forme ax+by =
cou a, b et ¢ sont des entiers fixés, et ou on cherche des solutions (z,y) telles que x et
y soient des entiers. Voici typiquement le type de probleme faisant intervenir ce genre
d’équation :
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Exemple. On dispose de billets de 20 et 50 euros. Combien y a-t-il de facons, et quelles
sont-elles, de réunir la somme de 240 euros ? Cela revient en effet a trouver des entiers
naturels m et n tels que 20m + 50n = 240.

On peut aussi voir ces équations plus géométriquement : si on considere la droite affine
d’équation ax + by = c. Les solutions (z,y) de ’équation qui sont entiéres, représentent
exactement les points a coordonnées entieres qui sont sur la droite.

Fixons donc des entiers a, b et ¢. Si a et b sont nuls tous les deux, ’équation ax+by = ¢
n’a de solutions que si ¢ = 0 et dans ce cas tous les couples (z, y) sont solutions. Ce cas n’a
donc pas beaucoup d’intérét et nous supposons désormais que (a,b) # (0,0). Supposons
qu’il existe une solution (x,y) € Z? a 'équation ax + by = c. Posons d = PGCD(a, b).
Par définition d | a et d | b, donc d | ¢. Ainsi une condition nécessaire pour que 1’équation
ait des solutions est que c¢ soit un multiple du PGCD de a et b. Nous allons voir que
Passertion réciproque est vraie : si ¢ est un multiple de PGCD(a, b), alors 1’équation a
effectivement des solutions.

Théoréme. Soient a et b deux entiers relatifs tels que a ou b soit non nul et d =
PGCD(a,b). L’équation ax + by = ¢ a des solutions entiéres si et seulement si d | c.

Remarque. Le théoréme nous donne uniquement une condition pour qu’il existe des
solutions, il ne nous donne pas toutes les solutions de ’équation. Nous verrons cependant
plus loin que 'on peut déterminer I’ensemble des solutions.

Démonstration. Nous avons déja vu que pour qu’il y ait des solutions, il est nécessaire
que d | c. Réciproquement, il faut monter que si d | ¢, il y a des solutions a cette équation.
Nous savons que ¢ € Zd et que Zd = Za+Zb. On en conclut que ¢ € Za+ Zb, c’est-a-dire
qu’il existe des entiers x et y vérifiant ¢ = ax + by. On a donc bien prouvé 'existence
d’une solution (z,y). O

1.6 Entiers premiers entre eux, théorémes de Bezout et
Gauss

Définition. Soient a et b deux entiers, on dit qu’ils sont premiers entre euzr si leur
PGCD vaut 1.

Dire que deux entiers sont premiers entre eux revient a dire que leurs seuls diviseurs
communs sont 1 et —1. Le théoréme de Bezout donne une autre caractérisation des
entiers premiers eux.

Théoréme (Théoreme de Bezout). Deuz entiers a et b sont premiers entre eux si et

seulements si, il existe des entiers m et n tels que am + bn = 1.

Démonstration. La preuve a essentiellement déja été faite : supposons que a et b soient
premiers entre eux. Il existe des entiers m et n tels que am + bn = PGCD(a,b) = 1.



14 CHAPITRE 1. UN PEU D’ARITHMETIQUE

Réciproquement s’il existe m et n tels que am + bn = 1, alors PGCD(a,b) | 1, donc
PGCD(a,b) = 1, ce qui signifie que a et b sont premiers entre eux. O

On a aussi le résultat suivant, conséquence immédiate du théoreme :

Corollaire. Sia et b sont deux entiers premiers entre eux :

Za + 7Zb = Z.

Autrement dit, tout entier peut d’écrire comme combinaison entiéres de deux entiers
premiers entre eux choisis arbitrairement.

Nous allons maintenant passer a un autre théoreme tres important. Voici le probleme :
supposons que 1’on sache qu’un entier d divise un produit ab de deux entiers. On ne peut
a priori pas dire que d divise a ou que d divise b. L’entier d peut méme ne diviser ni a
ni b, comme on le voit en prenant d = 6, a = 3 et b = 4. Supposons cependant que d
et a soient premiers entre eux, cela signifie que a et d n’ont aucun diviseur en commun
(ce n’est pas le cas dans I'exemple précédent ot a et d ont 3 comme diviseur commun),
alors on peut s’attendre a ce que d divise b, c’est 'objet du théoreme suivant :

Théoréme (Théoreme de Gauss). Soient a, b et d trois entiers tels que d | ab et
PGCD(a,d) = 1. Alors d | b.

Démonstration. Comme a et d sont premiers entre eux, il existe, d’apres le théoréme de
Bezout, deux entiers u et v tels que au 4+ dv = 1. En multipliant cette expression par b,
on a abu + dbv = b. Or comme d | ab, on obtient alors bien d | (abu + dbv), c’est & dire
d|b. O

Ce théoreme est tres utile, car il permet souvent de simplifier certaines situations.
Par exemple si on sait que 3 | 2n, alors on peut en conclure que 3 | n. Voici d’autres
exemples parfois bien utiles :

Corollaire. Soient a, b, c trois entiers tels que a est premier a c et que b est premier a
c. Alors ab est premier a c.

Démonstration. En effet, soit d le PGCD de ab et de ¢. Comme d divise ¢ et que ¢
est premier a a, alors d est premier a a (ceci nécessite une petite vérification laissée
au lecteur). Ainsi comme d | ab, d’apres le théoréeme de Gauss, d | b. Or on sait par
hypothese que d divise aussi ¢. Comme c et b sont premiers entre eux, d = 1. ]

Corollaire. Sia et b sont deux entiers premiers entre eux divisant un entier c, alors ab
divise c.

Démonstration. En effet on peut écrire ¢ = ak ou k est un entier. Comme b divise ¢ et
que a et b sont premiers entre eux, d’apres le théoréeme de Gauss, b divise k. On peut
donc bien en conclure que ab divise ¢ = ak. ]
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Remarque. Ce dernier résultat est encore une fois trés intuitif : si a et b divisent ¢, une
raison pour laquelle ab ne doit pas forcément diviser ¢ est que a et b auront peut-étre
des diviseurs en communs, et le produit ab peut étre « trop gros » pour diviser ¢ (par
exemple 6 et 3 divisent 12, mais 18 = 3 x 6 non). Mais si on suppose a et b premiers
entre eux, ils n’ont par définition, aucun diviseur en commun, et on s’attend alors bien
a ce que ab divise c.

Plus généralement, on peut facilement généraliser ce résultat par récurrence pour
obtenir le résultat, trés pratique, suivant.

Corollaire. Soit n un entier et a1, ...,a, des entiers premiers entre eux deur a deux,
c’est-a-dire PGCD(aj, a;) = 1 si i # j divisant n. Alors n est divisible par aias - - - a,.

Revenons un instant dans le cas général ou a et b sont deux entiers quelconques, non
nécessairement premiers entre eux. Soit d leur PGCD. On peut alors écrire a = da’ et
b= db on d et b sont deux entiers. Que dire alors de a’ et b’ ? Souvenons-nous que le
PGCD de deux entiers représente tout ce que ces entiers ont en commun d’un point de
vue arithmétique. On doit donc s’attendre & ce que a’ et b’ soient premiers entre eux.
Et c’est bien le cas. En effet, d’apres le théoréme 7, on peut trouver des entiers m et n
tels que am + bn = d. Mais en écrivant a = da’ et b = db’, on voit que a’'m + b'n = 1.
D’apres le théoréme de Bezout, a’ et b’ sont bien premiers entre eux.

Pour conclure ce chapitre, nous allons achever 1’étude des équation linéaires a coef-
ficients entiers que nous avions commencée dans le chapitre précédent, en déterminant
toutes les solutions d’une telle équation.

Théoréme. Soient a, b et ¢ des entiers. L’équation ax + by = ¢ a des solutions entiéres
st et seulement si le PGCD de a et b divise c. De plus si cette condition est vérifiée, soit
(x0,y0) une solution particuliére de l'équation et a' et V' tels que a = PGCD(a,b)d’ et
b=PGCD(a,b)t'. Alors l’ensemble des solutions est :

{(mo + V'k,yo — d'k), k € Z}.

Démonstration. Nous supposerons tout le temps ici que a # 0. Soit (x,y) une solution
entiere de cette équation. Alors ax 4+ by = c¢. Or on sait que ¢ = axg + by, donc
az+by = axg+byg, donc a(x —xy) = b(yp —y). En simplifiant cette égalité par le PGCD
de a et b, on obtient a’'(x — z9) = V' (yo — y). Or @ et b/ sont maintenant premiers entre
eux (voir plus haut), et o’ divise b'(yp — y). Donc d’apres le théoréme de Gauss, o’ divise
yo — y. On pose alors y — yo = —d’'k avec k € Z. On a alors o' (x — x¢) = b'd’k d’on
x — xg = 'k puisque, a étant non nul, @’ est non nul. Ainsi toute solution de 1’équation
est de la forme annoncée. Vérifions réciproquement que tous les éléments de cet ensemble
sont solutions de I’équation.

Eneffet sik € Z, a(zo+b'k)+b(yo—ad’'k) = (axo+byo)+k(ab' —ba’) = c+k(ab' —ba’) =
¢ car PGCD(a, b)(ab’ — ba') = ab — ba = 0, et ab’ — ba’ = 0. O
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Remarque. L’hypothése a # 0 dans la démonstration n’est pas restrictive, puisque
si a = b = 0, les solutions sont faciles a déterminer, et dans le cas contraire, on peut
toujours se ramener a a # 0, quitte a inverser les roles de a et b.

1.7 L’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est un algorithme extrémement efficace pour calculer le PGCD
de deux entiers. Il est base sur ’observation suivante. Supposons que a et b sont deux
entiers et que b > 1. Effectuons la division euclidienne de a par b : a = bg + r. Alors

PGCD(a,b) = PGCD(b, 7).

Pour vérifier cette égalité il suffit de montrer que PGCD(a,b) | PGCD(b,r) et que
PGCD(b,r) | PGCD(a,b). Posons d = PGCD(a,b). Alors d | a et d | b. Ainsi d |
r = a — bgq, on en déduit que d | PGCD(b,r). On démontre de fagon analogue que
PGCD(b,r) | PGCD(a,b) (exercice).

L’égalité PGCD(a,b) = PGCD(b, r) est tres intéressante car 0 < r < b. On obtient
donc des nombres strictement plus petit. Décrivons I’algorithme. On considére un couple
d’entiers a et b. On suppose que (a,b) # (0,0) pour que PGCD(a,b) soit bien défini.
Quitte & échanger a et b, on peut supposer que b # 0 et, quitte & changer b en —b, on
peut méme supposer que b > 1. On considere alors I'algorithme suivant :

— on pose ag = a, bg = b;
— si b; = 0, on s’arréte et on pose d = a;;

— si b; # 0, on fait la division euclidienne de a; par b; : a; = b;q; +7;, on pose a;+1 = b;
et bjy1 = r; et on revient a ’étape précédente.

On remarque que, pour tout 7 tels que a; et b; sont définis, on a PGCD(a;,b;) =
PGCD(a;41,bi+1). Ainsi, a la fin de lalgorithme :
PGCD(a,b) = PGCD(ag, by) = PGCD(d,0) =d

ou d = a; avec 1 le premier indice tel que b; = 0.
Si PGCD(a,b) = 1, cet algorithme peut étre utilisé pour obtenir une solution a
I’équation
am+bn=1.
Une telle solution (m, n) est parfois appelée relation de Bezout. En effet supposons comme

précédemment que b > 1 et appliquons l'algorithme d’Euclide. Si ¢ est le premier indice
tel que b; =0, on a a; = 1 et donc

l=a; =bi—1 =aj—2 — bj—2¢i—2 = aj—2 — a;—1G;—1.

C’est-a-dire que I'on a une relation de Bezout entre a;_2 et a;—1. On peut alors remplacer
a;_1 par a;_3 — a;_2q;—o dans la relation précédente pour obtenir une relation de Bezout
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entre a;_3 et a;_o. En continuant comme cela, on arrive a la fin & une relation de Bezout
entre ag = a et a; = b, et on obtient une solution explicite a 1’équation

am +bn = 1.

On en déduit donc une méthode pour obtenir ’ensemble des solutions entieres d’une
équation linéaire a coeflicients entiers du type

ar + by = c. (1.1)

1. Sia=b=0,et ¢c # 0, il n'y a pas de solution. Si a = b = ¢, tous les couples
(z,y) € Z? sont des solutions.

2. Si (a,b) # (0,0) et PGCD(a,b) ne divise pas ¢, il n’y a pas de solution.

3. Si (a,b) # (0,0) et si d = PGCD(a,b) divise ¢, il existe des solutions. Pour en
trouver une, on pose a = da’, b = db’, ¢ = dc’ de sorte que a’ et b’ sont premiers entre
eux. On utilise alors I'algorithme d’Euclide pour trouver un couple (zg,yo) d’entiers tel
que a’'zg + b'yo = 1. Alors le couple d’entiers (¢'zg,c'yg) est une solution a I’équation
a'z 4+ by = ¢. L’ensemble des solutions dans Z? est alors I’ensemble

{(dzog+ bk, 'y — d'k) : k € Z}.

On remarque alors que @’z 4+ b'y = ¢’ et (1.1) ont les mémes solutions.

4. Si on demande les solutions dans N?, il suffit de conserver les couples d’entiers
positifs qui sont solutions de (1.1).

1.8 Le PPCM

Dans ce trés court chapitre, nous allons étudier le PPCM, de deux entiers, notion
trés proche du PGCD.

Définition. Soient a et b deuz entiers non nuls. On appelle PPCM de a et b (Plus Petit
Commun Multiple), le plus petit entier strictement positif PPCM(a, b) qui est a la fois
un multiple de a et un multiple de b.

Supposons désormais a et b positifs (on peut toujours se ramener & ce cas en mul-
tiplicant par —1). Il est déja clair que ab est toujours un multiple commun a a et b, ce
n’est cependant pas toujours le PPCM, il existe souvent des multiples communs a a et
b plus petits. Soit en effet d le PGCD de a et b. On peut écrire a = da’ et b = db’ ou
a’ et b sont premiers entre eux. Alors da’b’ est toujours un multiple de a, car il s’agit
de ab’. Mais c’est aussi toujours un multiple de b puisqu’on peut aussi ’écrire ba’. C’est
donc un multiple commun a a et b. Or on voit bien qu’il est plus petit que ab vu que
ab = d?a’b'. En fait on montre que da’t’ est le PPCM de a et b.
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Théoréme. Soient a et b deuxr entiers positifs non tous les deux nuls. On pose a =
PGCD(a,b)a’ et b =PGCD(a,b)t/. Alors le PPCM de a et b est PGCD(a, b)a’d’.

Démonstration. En effet soit m le PPCM de a et b. On sait que a divise m, donc
m = ak = PGCD(a,b)a’k ou k est un entier. Or b = PGCD(a, b)b’ divise aussi m, donc
on peut affirmer que b’ divise a’k. Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, le théoréme de
Gauss nous assure que b’ divise k. Ainsi k = V'K’ ot £’ est un entier. Donc PGCD(a, b)a't/
divise m. Or PGCD(a, b)a’t’ est un multiple commun & a et b comme on I’a vu plus haut.
Comme m est le plus petit de ces multiples, on a bien m = PGCD(a, b)a’t/, ce qui achéve
la démonstration. O

Remarque. Comme ab = PGCD(a, b)?a’t’, on peut en conclure que ab est le PPCM de
a et b si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

Plus généralement on a la formule suivante :

Corollaire. Sia et b sont deux entiers positifs non nuls, on a

PGCD(a, b) PPCM(a, b) = ab.

1.9 Les nombres premiers et le théoreme fondamental de
Parithmétique

Dans notre étude des diviseurs des nombres entiers, on peut observer que certains
nombres ont un statut bien particulier : ils ont trés peu de diviseurs. On a déja vu qu’'un
entier n a au moins pour diviseurs 1, —1, n et —n. Il existe des entiers qui n’ont aucun
autre diviseur : par exemple 2, 3, 5... Mais 6 par exemple en a plus : les entiers 2, 3, —2
et —3 sont aussi des diviseurs de 6. Les entiers ayant cette particularité d’avoir si peu
de diviseurs sont appelés nombres premiers.

Définition. On appelle nombre premier un nombre entier naturel p ayant exactement
4 diviseurs, a savoir 1, —1, p et —p.

On peut tout de suite remarquer qu’avec cette définition, 1 n’est pas considéré comme
un nombre premier. En effet, il n’a que 2 diviseurs : 1 et —1. C’est une convention,
nous verrons plus loin pourquoi le théoréme fondamental de 'arithmétique rend cette
convention compréhensible.

Remarquons aussi que si p est un nombre premier et n un entier, soit p divise n, soit
p et n sont premiers entre eux (en effet le pged de p et n est un diviseur de p, donc est
soit 1 soit p).

Donnons quelques exemples de nombres premiers. Nous avons 2, 3, 5, 7, 11, 13...
(essayez de trouver tous les nombres premiers jusqu’a 50). Les nombres premiers sont
trés importants car ils permettent a eux seuls de retrouver tous les autres entiers. Par
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exemple on peut écrire 60 = 2 x 2 x 3 x 5. C’est un produit de nombres premiers. En
fait tout entier peut s’écrire comme un tel produit de nombres premiers, et mieux :
cette décomposition est unique. Dans notre exemple cela signifie que tout produit d’une
séquence de nombres premiers autre que 2, 2, 3, 5, donnerait un autre résultat que 60.
Il s’agit de ce qu'on appelle le théoreme fondamental de I'arithmétique.

Commencgons par démontrer quelques propriétés élémentaires des nombres premiers.

Proposition. Soient p et ¢ deux nombres premiers.

(i) Sip|q, alors p=q.
(ii) Sip # q, alors p et q sont premiers entre euz.

Démonstration. Prouvons (i). Si p | ¢, alors p € {1,—1,¢q, —¢}. Comme p est positif et
p#l,onap=q.

Pour (ii), on remarque que
PGCD(p,q) e NN D(p) ND(q) = {L,p} N {L,q} = {1}

puisque p # q. O

Théoréme (Théoreme fondamental de 'arithmétique). Soit n un entier naturel non
nul. Il existe des mombres premiers p1,...,p, et des entiers naturels o, ..., a, tels que
n = pi* x - x p. De plus cette décomposition est unique, c’est a dire que si n =
qf1 X - X qfs ot q1,...,qs sont des nombres premiers, alors pour tout 1 < i < s, il

existe un 1 < j < r tel que ¢; = pj et a; = f3;.

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer I'existence d’une telle décomposition.
Notons E I’ensemble des entiers naturels qui s’écrivent comme un produit de nombres
premiers. Ce que I'on veut montrer, c’est que F = N*. Supposons donc le contraire, et
soit n le plus petit entier qui ne soit pas dans E. Alors n n’est pas premier, car sinon n
serait dans E. n a donc un diviseur d tel que 1 < d < n. Par définition de n, d est dans
E. Ainsi d est un produit de nombres premiers, et il existe donc un nombre premier p
qui divise d. p divise alors aussi n. On peut donc écrire n = pk ou k est un entier. Mais
comme p est premier, p > 2, ainsi k < n. Par définition de n, k est dans E, donc k est un
produit de nombres premiers. Ainsi pk = n est aussi un produit de nombres premiers.
C’est absurde puisque 'on a supposé que n n’appartient pas a E. Notre hypothese était
donc fausse et on a bien £ = N*.

Démontrons maintenant 'unicité de la décomposition. Soient py, ..., p, les nombres
premiers divisant n (il n’y en a qu'un nombre fini, car ce sont tous des entiers compris
entre 2 et n). Supposons les deux a deux distincts (si ¢ est différent de j alors p; est
différent de p;). Posons de plus «; le plus grand entier tel que p;* divise n. Nous aurons
besoin ici du résultat suivant :

Lemme. Sip et g sont deux nombres premiers distincts, m et n deux entiers naturels
supérieurs ou égaux d 1, alors p" et ¢ sont premiers entre euz.
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Preuve du lemme. En effet soit d leur pged. Supposons d différent de 1 et soit | un
diviseur premier de d. Alors [ divise p™. Si [ est différent de p, alors I est premier avec p
et d’apres le théoréme de Gauss, [ divise p"~'. En continuant ainsi, on arrive & [ divise p,
et comme p est premier, [ = p. C’est absurde. On peut donc finalement en conclure que
[ = p. Mais de la méme fagon on peut montrer que | = ¢, et donc p = ¢, c’est absurde
aussi. Ainsi p” et ¢"" sont premiers entre eux. ]

Revenons & la preuve du théoréme : En appliquant le lemme, on obtient que p{" et

p5? sont premiers entre eux, donc pi'ps? divise n. De plus p5?* est premier avec p{’ et

avec p5?, donc avec p{'ps* d’aprés le corollaire 3. Ceci nous permet encore de conclure

que pi'p5?ps? divise n. En continuant ainsi on trouve que p{'ps?...p%" divise n. On
peut donc écrire n = p'ps? ... p?k avec k entier. Supposons k différent de 1, alors

il existe un nombre premier p divisant k. Mais alors p divise aussi n, et donc il existe
1 <7 < rtel que p = p;. On aura alors pia"Jrl divise n. Mais ceci est impossible puisque
a; est le plus grand entier tel que pf‘ﬁl divise n. On en conclut donc que k = 1 et que
n = p{tpy? ... p%r. Supposons maintenant que n = qfl x---xqP. Si1 < j < s,qjdivise n,
il existe donc 1 <4 < r tel que g; = p;. De plus qu divise n, donc par définition, 8; < «;.
Notons donc g = p;(jy. On a n = ql’B1 X oo X qu, donc 1 = q(fi(l)_ﬁl X oo X qgi“)_ﬂs.
Ceci impose que a;(;) — B; = 0 pour tout 1 < j < s, donc que ;) = B;, ce qui acheve
la démonstration de 'unicité de la décomposition. O

Ce théoreme s’appelle le théoreme fondamental de I'arithmétique car la structure
arithmétique d’un entier dépend uniquement de sa décomposition en produit de nombres
premiers. Les nombres premiers sont ainsi les briques qui permettent d’étudier 'arith-
métique des entiers. L’entier 1 n’est pas un nombre premier, car multiplier un entier par
1 ne change rien, il n’est donc pas considéré comme une « brique » de construction.

Soit n un entier naturel. On a vu au cours de la preuve du théoreme que si p est un
nombre premier divisant n et si I'on note v,(n) 'exposant de la plus grande puissance
de p divisant n, que n est le produit des p*»(™ pour p premier divisant n. Si p divise
n, vp(n) est donc un entier supérieur ou égal & 1. Posons alors vy(n) = 0 si p est un
nombre premier ne divisant pas n. On a ainsi défini v,(n) pour tout nombre premier
p et tout entier naturel n. On dit que v,(n) est la valuation de n en p. L’unicité de la
décomposition en produit de facteurs premiers nous donne ceci :

Corollaire. Si p est nombre premier, et si n et m sont deux entiers naturels, alors
vp(nm) = vy(n) + v,(m).

Démonstration. En effet, on en décomposant n et m en produit de facteurs premier, on
voit que l'exposant de p dans la décomposition de nm est vy(n) + v,(m). O

Les nombre premiers nous permettent alors de déterminer les diviseurs d’un entier
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Théoréme. Soient n et d deux entiers. d divise n si et seulement st pour tout nombre
premier p, vp(d) < vp(n).

Démonstration. Si d divise n, on peut écrire n = dk ou k est un entier, et la formule
vp(n) = vp(d) 4+ vp(k) pour tout nombre premier p nous montre que vy(d) < vy(n).
Réciproquement si pour tout nombre premier p, v,(d) < vp(n), définissons k comme étant
le produit des pU»(=»(@) pour p nombre premier divisant n. On voit en décomposant
n, d et k en produits de facteurs premiers que n = dk. ]

Corollaire. Sin et m sont deux entiers naturels v,(PGCD(n,m)) = min(v,(n), vp(m)
et vp,(PPCM(n, m)) = max(vy(n),vp(m)) pour tout nombre premier p.

Démonstration. En effet, soit a I'entier défini par v,(a) = min(v,(n), vp(m)) pour tout p
premier. Alors vy(a) < vy(n) et vy(a) < vy(m) pour tout nombre premier p, donc a est un
diviseur commun a m et & n. Mais si d est un diviseur commun a n et & m, vy(d) < vp(n)
et vp(d) < vp(m), donc vp(d) < min(v,(n),vy(m)), et ceci pour tout premier p. Ainsi d
divise a. On peut bien en conclure que a est le PGCD de n et m. La formule pour le
PPCM est laissée en exercice au lecteur. O

On peut remarquer aussi que se donner un diviseur positif de n, c’est se donner,
pour chaque nombre premier p, un entier v,(d) compris entre 0 et v,(n). Le nombre de
diviseurs positifs de n est donc le produit des vp(n) + 1 pour p divisant n. Par exemple
60 = 22 x 3 x 5, donc v2(60) = 2, v3(60) = v5(60) = 1. Ainsi 60 a 3 x 2 x 2 = 12 diviseurs
positifs. En comptant les diviseurs négatifs, 60 a en tout 24 diviseurs.

On peut encore se poser une question sur les nombres premiers : y en a-t-il une
infinité 7 Il semble bien que oui, en essayant de déterminer « a la main » les nombres
premiers, il nous semble que ’on puisse trouver des nombres premiers aussi grand que
I’on veut. Cependant cette simple observation ne constitue pas une véritable démonstra-
tion mathématique. Une démonstration tres élégante du fait qu’il existe une infinité de
nombres premiers est connue depuis Euclide, la voici :

Théoréme. [l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il n’y ait qu’un nombre fini de nombres
premiers. Notons les pi,...,p,. Posons alors N = p; X --- X p, + 1. N est un entier
naturel non nul et strictement supérieur a 1, donc d’apres le théoréeme fondamental de
I'arithmétique, il est divisible par un nombre premier p. p fait donc partie de la liste
P1,...,pr. Ainsi p divise p; X -+ - X p,. Comme p divise aussi IV, on obtient que p divise
1, mais ceci est bien entendu absurde. Notre hypotheése était fausse : il existe bien une
infinité de nombres premiers. ]
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Chapitre 2

Groupes

2.1 Définitions et premiers exemples

2.1.1 Loi de composition interne

On appelle loi de composition interne sur un ensemble E toute application * de
Iensemble E x E dans E. Si la loi est notée *, nous notons z *y I'image du couple (z,y).
Une loi de composition interne est donc une loi produisant un élément de E a partir de
deux éléments de F.

Exemple. 1) L’addition sur Z, la multiplication sur N, la division sur Q \ {0} sont
des lois de composition internes.

2) Soit X un ensemble et soit £ = F(X, X) 'ensemble des applications de X dans
X. Si f et g sont deux éléments de E, on note f o g 'application de E dans F définie
par x — g(z) — f(g(x)). La loi o est alors une loi de composition interne sur E.

La notion de loi de composition interne est tellement générale qu’on ne peut pas en
dire grand chose. Nous allons nous intéresser a des lois de composition internes possédant
certaines propriétés particulieres. Voici des exemples de telles propriétés.

Une loi de composition interne * sur un ensemble E est dite associative si elle vérifie
la propriété suivante : si a,b,c € E, alors ax (b*c) = (a*b) *c. En termes symboliques :

Y(a,b,c) € B3, ax(bxc) = (axb)x*c.

Remarque. L’hypothése d’associativité permet de déparenthéser les expressions. On
note ainsi a x b x ¢ I'élément (a * b) *x ¢ = a * (b * ¢). Plus généralement si la loi * est
associative et si z1, ..., T, sont des éléments de F, on définit I’élément 1 * o * - - - * T,
de F par une récurrence immédiate sur n.

Exemple. 1) L’addition et la multiplication sur N, Z,Q, C...0 sont associatives.

23
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2) La soustraction sur Z n’est pas associative : (2—-3) —1#2— (3 —1).

3) Si X est un ensemble, la composition sur F(X, X) est une loi associative.

Une loi de composition interne * sur un ensemble E possede un élément neutre s’il
existe un élément e tel que, pour tout @ € E,onaa*xe=exa = a.

Remarque. S’il existe un élément neutre pour la loi *, celui-ci est unique. En effet,
supposons que e et €' sont deux éléments neutres pour la loi *, alors on a

Si la loi * possede un élément neutre, celui-ci est unique, on 'appelle donc [’élément
neutre de la loi * (notez l'utilisation de l'article défini « le » pour désigner cet élément
neutre, par opposition & 'article indéfini « un »).

Exemple. 1) La loi d’addition 4 sur Z posséde un élément neutre, il s’agit de 0.

2) La loi de multiplication x sur Z posseéde aussi un élément neutre, il s’agit de 1
(pourquoi 0 n’est-il pas neutre pour 'addition 7).
3) L’application identité Idx est neutre pour la composition o dans F(X, X).

4) La loi + ne posseéde pas d’élément neutre dans N*.

Considérons a présent un ensemble £ muni d’une loi de composition interne % pos-
sédant un élément neutre e. On dit qu'un élément a de E est inversible s’il existe un
élément b € F tel que a *b = bx*a = e. Un tel élément b est appelé inverse de a.

Remarque. Si la loi * est associative, un élément a € E possede au plus un inverse
dans E. En effet, supposons qu’il existe des éléments b et b’ vérifiant a b =bxa = e et
a*xb =V xa=e. Alors

b:b*e:b*(a*b’):(b*a)*b':e*b’:b’,

Lorsque * est inversible, un élément b vérifiant a x b = b x a = e est donc unique et
on l'appelle ['inverse de a pour la loi x (notez & nouveau l'utilisation du pronom défini

puisqu’il n’y a aucune ambiguité) et on le note a~!.

Exemple. 1) Pour la loi + dans Z,Q,R,C, ... I'inverse de x est —z.

2) Pour la loi x dans Q, I’élément 0 n’est pas inversible. Si x € Q*, z est inversible
pour X, d’inverse %

Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne . On dit que deux éléments
x et y commutent si x xy = y * x. Si tous les éléments de F commutent deux a deux, on
dit que la loi * est commutative.

Exemple. 1) Les lois 4 et * sont commutatives sur Z,Q,R,C,.... La loi — ne l'est
pas.
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2) Si E = M3(R) et x désigne la multiplication matricielle, alors les éléments () §)
et (3 §) ne commutent pas.

3) Si X = {a,b}, la loi o n’est pas commutative sur F(X, X). En effet définissons
f par f(a) = a, f(b) = a et g par f(a) = b, g(b) = a. Alors go f # f o g puisque
(go f)la) =bet (fog)(a) = a.

2.1.2 Rappels de quelques notions ensemblistes

Soient X et Y deux ensembles. Une application f de X dans Y, notée f: X — Y,
est une loi associant a tout élément x de X un élément f(z) de Y. Une application
f X — Y est dite injective si deux éléments distincts de E sont envoyés sur des
éléments distincts de F. Par contraposée cela signifie que, pour tous éléments = et y
de FE, légalité f(x) = f(y) implique = = y. Une application f de E dans F est dite
surjective si tout élément de F' est dans 'image de f, autrement dit si pour tout y € F,
il existe un élément = € E tel que f(z) = y. Une application bijective est une application
qui est a la fois injective et surjective, autrement dit, pour tout élément y € F, il existe
un unique x € E tel que f(z) =y.

Si f est une application bijective de X dans Y, on peut définir une application f~!
de Y dans X associant a tout y € Y 'unique antécédent de y par f, c’est-a-dire 'unique
r € X tel que f(r) = y. On a donc par définition f(f~!(y)) = y pour tout y € Y.
Remarquons que I'on a également f~1(f(x)) = = pour tout x € X. En effet, on a
f(f~'(y)) = y pour tout y € Y donc, en appliquant cette égalité & f(x), on en déduit

F(f7H(f(2)) = f() et, par injectivité de f, f~!(f(z)) = .
Si f est bijective, on a donc f~'o f =Idx et fo f~! = Idy. L’application f~—! est
appelée application réciproque de f.

Remarque. Si f est bijective, 'application f~! est également bijective et (f~1)~1 = f.

Proposition. Soit X un ensemble et soit E = F(X,X). Un élément f € E est inversible
pour la loi de composition o si et seulement si f est bijective. Dans ce cas, l'inverse de
f est Uapplication réciproque f—1.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que f est bijective. Par définition de
I'application réciproque, on a fo f~1 = f~lo = Idy. Comme Idx est I’élément neutre
de la loi o, I’élément f est inversible d’inverse f~!.

Réciproquement supposons f inversible. Il existe alors une application g € E telle
que go f = fog = Idx. Prouvons alors que f est bijective. Commencons par montrer
que f est injective. Si x et 2’ sont deux éléments de X tels que f(z) = f(2’), on obtient,
en appliquant g,

z = g(f(x)) = g(f() = 2.
Ainsi f est injective. L’application f est de plus surjective carsixz € E,onaz = f(g(x)),

ce qui montre que g(z) est un antécédent de x par f. Ainsi f est bijective. Comme
flof=fof ! =1Idx, linverse de f est bien donné par f~!. O
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2.1.3 Groupes

Définition. On appelle groupe un couple (G,*) ou G est un ensemble muni d’une loi
de composition interne x qui est associative, posséde un élément neutre et telle que tout
élément de G est inversible pour *.

Si la loi % est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou encore abélien.

On s’autorisera assez souvent a écrire G pour désigner le groupe, la loi de composition
étant désignée implicitement par la situation.

Exemple. 1) L’ensemble (Z,+) des entiers relatifs muni de la loi d’addition est un
groupe. En effet, la loi + est associative : on a a4+ (b+ ¢) = (a + b) + ¢ pour tout triple
(a,b,c) de nombres entiers. La loi possede également un élément neutre : I’élément 0. En
effet, pour tout entier a, on a +0 = 0+ a = a. Enfin tout élément de Z est inversible. Si
a est un entier relatif, alors

a+(—a)=(—a)+a=a—a=0.
Ainsi —a est I'inverse de a pour la loi d’addition.
2) Les couples (Q*, x) et (R*, x) sont des groupes abéliens.
3) Le couple (Z, x) ne forme pas un groupe : I’élément 2, par exemple, n’est pas
inversible.

4) Le couple (GL2(R), x) est un groupe. Ce groupe n’est pas commutatif.
Nous allons a présent donner une premiere regle de calcul dans un groupe. Il s’agit
des lois de simplification a gauche et a droite.
Proposition. Soit (G, x) un groupe et soient (a,b,c) trois éléments de G.
— Staxb=axc, alors b= c (simplification a gauche).
— Sibxa=cx*a, alors b= c (simplification a droite).

Démonstration. Supposons que a x b = a * c. Comme G est un groupe, 1’élément a est
inversible. Appliquons I'opération a~'s aux deux cotés de ’égalité, on obtient donc

a"!x(axb)

a s (axc)

(@ txa)xb (a=txa)xc
exb ex*c
b c

Ainsi on a bien b = ¢. On laisse au lecteur sérieux le soin de vérifier la régle de simplifi-
cation & droite en appliquant *a . O
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Remarque. Méme si vous utilisez cette regle depuis longtemps avec ’addition ou la
multiplication, il faut bien se rendre compte qu’elle n’est pas vraie dans le cas général
d’une loi de composition interne quelconque. Voici un exemple ou elle est prise en défaut.
Considérons I’ensemble M3(R) des matrices réelles de taille 2 x 2. On le munit de la loi
de composition interne A x B = AB (la multiplication matricielle). Il n’est pas vrai que

AB = AC — B =C.
Voici un exemple tres simple, prenez
A=B=(35), C=(59)
et faites le calcul. En particulier, (M2(R), x) n’est pas un groupe.

Proposition. Soit (G, *) un groupe. Si g et h sont deuz éléments de G, alors (gxh)™1 =
h=1 % g=t. De plus linverse de g—' est égal d g, autrement dit (¢g~1)~! = g.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que h™! % g~1 vérifie les propriétés de I'inverse de gh.
On aura alors (gxh) ™! = h=!1xg~! par unicité de I'inverse. Passons donc a la vérification :

(gxh) (R tsxg ) =gx(hxh Hxgl=grexgl=gxgl=e
et de méme on vérifie que (h™! x g7!) * (g * h) = e. On laisse au lecteur I'exercice de
vérifier que g = (g~ 1)L O

Il faut bien faire attention & l'inversion de I'ordre dans la formule (gh)~! = h=1g~ %
En effet, si le groupe n’est pas commutatif, il n’est pas toujours vrai que h=lg~! =
gflhfl!

Donnons a présent quelques exemples de groupes finis. Les seuls exemples vus jusqu’a
présent sont des groupes dont le nombre d’éléments est infini. Il existe cependant des

groupes finis. Considérons I’ensemble de nombres complexes suivant :
G={1,-1,i1,—i}.

La loi de multiplication est une loi de composition interne sur G. En effet, si on multiplie
deux éléments de GG, on obtient un autre élément de G. L’ensemble G muni de la loi
de multiplication forme un groupe commutatif. En effet, la loi de multiplication est
associative et commutative (puisque la loi de multiplication des nombres complexes est).
L’élément 1 est bien un élément neutre. Il reste a vérifier que tout élément possede bien
un inverse :

Ix1=1 (=1)x(=1)=1, ix(—i)=1, (=i)xi=1.

L’ensemble (G, x) est donc un groupe commutatif ayant 4 éléments.

Si G est un groupe fini, on note |G| le nombre d’éléments de G. 1l existe en fait des
groupes finis de tous les cardinaux possibles, comme le montre I'exercice suivant.
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Exercice. Soit n > 1 un entier. On note U, = {z € C | 2" = 1}. Montrer que, muni de
la loi de multiplication, U,, est un groupe commutatif de cardinal n.

Notations

1) On utilise souvent d’autres symboles que * pour désigner une loi de groupe. Le
symbole - est assez souvent utilisé et, dans ce cas, on omet méme souvent de 1’écrire,
c’est-a-dire que ’on peut écrire ab pour a - b.

2) On utilise parfois aussi le symbole + pour désigner une loi de groupe. Cependant
I'usage veut que I’on n’utilise ce symbole que dans le cas de lois de groupes commutatives.
On note alors —a l'inverse de ’élément a.

3) Soit (G, +) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative. Si g € G
et n > 1, on pose
9"=9-9-9-9g
T/
(l’associativité de la loi est nécessaire pour pouvoir déparenthéser cette expression). On
peut vérifier (par récurrence) que

Vg e G, V(n,m) e (N*)?,  g"g™ =gt (¢")" =g"".
n+m _ gngm'
4) Si de plus la loi posséde un élément neutre eg, on pose ¢° = eg pour tout g € G.

pourtout n > letm=>1,onag

5) Si enfin (G,-) est un groupe, on peut définir les puissance itérées négatives d’un
élément. Si g € G et sin € Z~ N, on pose g" = (g~ !)™". On vérifie alors que

Vg € G, Y(n,m) € 72, gtg™ = g"tm, (gm)™ =g"™.

2.2 Sous-groupes d’un groupe

Reprenons exemple du groupe ({1, —1,4, —i}, x). Pour vérifier que la loi de compo-
sition X est associative, nous avons utilisé I’associativité de la loi x sur C* et le fait que
{1,—1,4, —i} est une partie de C*. C’est un exemple de sous-groupe.

Définition. Soit (G,*) un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe de G si elle
possede les propriétés suivantes
— pour tout g et h dans H, on a gxh € H (on dit que H est stable pour la loi *) ;
— [’élément neutre e de G appartient ¢ H ;

— sig€e H, alors g~ € H.

Si H est un sous-groupe de (G, *), alors (H, %) est un groupe.

Exemple. Considérons le groupe (R, +). Alors Q et Z sont des sous-groupes de (R, +).
Cependant N n’est pas un sous-groupe de (Z,+). En effet si a € N et a > 0, alors
—a ¢ N.
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Pour vérifier qu’une partie d'un groupe est un sous-groupe, plutoét que de vérifier les
trois propriétés de la définition, il est souvent plus rapide d’utiliser le critere suivant.

Proposition. Soit (G, *) un groupe et soit H une partie de G. Supposons que e € H et
que pour tous g et h dans H, on a g* h™' € H. Alors H est un sous-groupe de (G, *).

Démonstration. Tout d’abord e € H donc la seconde propriété de la définition est vé-
rifiée. Si h € H, alors en prenant ¢ = e, on en déduit que h™! = ex h™! € H, donc
la troisieme propriété de la définition est vérifiée. Enfin si g et h sont dans H, alors
h=' € H d’apres ce qui précéde. On en déduit que g« h = g * (h~1)~! € H. Ainsi la
premiere propriété de la définition est vérifiée. O

Exercice. Vérifier que U,, = {z € C* | 2" = 1} est un sous-groupe de (C*, x).

2.3 Morphismes

Une fois que 'on a défini la notion de groupe, il est naturel de se demander quelles
sont les applications entre des groupes qui préservent la loi de composition. On appelle
de telles applications des morphismes de groupes.

Définition. Soient (G, *) et (G', ") deuz groupes. On appelle morphisme de G vers G’
une application ¢ : G — G’ qui vérifie, pour tous g et h éléments de G,

©(g*h) =w(g) ¥ ¢'(h).

De facon plus imagée, un morphisme préserve les lois de compositions.

Exemple. L’application exponentielle est un morphisme de groupes de (R,+) vers
(R, x) ou de (C, +) vers (C*, x). En effet, on a e?tt = e,

Proposition. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
(i) On a plea) = car.

(ii) Sig € G, alors (g7 1) = p(g)~ L.
(i) Sig € G et sin€Z, on a p(g™) = ¢(g)".

Démonstration. Prouvons (i). Dans G, on a e2G = eg. Comme ¢ est un morphisme,
on a pleg) = p(e%) = ¢(eg)?. En simplifiant de chaque coté par ¢(eg), on en déduit
eqr = p(eq).

Prouvons (ii). Soit g € G. Il faut prouver que ¢(g~!) est I'inverse de ¢(g). On vérifie
que
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Ainsi (g7 1) est I'inverse de ¢(g) dans G’ et donc p(g~1) = p(g)~L.

Enfin (iii) se prouve par récurrence pour n > 1 et les cas restants se déduisent de (i)
et (ii). O

2.3.1 Image et noyau

Proposition. Soient (G,-) et (G',-) deuz groupes et ¢ : G — G' un morphisme.
(i) Si H est un sous-groupe de G, alors p(H) est un sous-groupe de G'.
(1) Si H' est un sous-groupe de G', alors ¢~ 1(H') est un sous-groupe de G.

Démonstration. Prouvons (i). Par définition ¢(H) = {p(g) :€ H}. Montrons que c’est
un sous-groupe de G’. Comme H est un sous-groupe de GG, on a e € H, donc ey =
v(eq) € H'. De plus, si ¢’ et I/ sont des éléments de p(H), il existe g et h dans H tels

que ¢' = p(g), b’ = p(h) et alors
g ()" = (g)e(h)™ = p(gh™) € p(H)
puisque gh~! € H.
La preuve du point (ii) est laissée en exercice au lecteur. O

Définition. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupe. On appelle noyau de ¢ [’ensemble

Ker(p) = ¢~ '({eer) = {9 € G | (9)} = e}

On appelle image de ¢ lensemble ¢(G) C G'.

Le noyau d’un morphisme ¢ est un sous-groupe de G puisque c’est 'image inverse
du sous-groupe {eq'} C G'. De méme l'image de ¢ est un sous-groupe de G’ puisque
c’est I'image directe du sous-groupe G C G.

Le résultat suivant est trés pratique pour vérifier qu'un morphisme est injectif.

Proposition. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes. Alors ¢ est injectif si et
seulement si son noyau est réduit a I’élément neutre de G, c’est-a-dire Ker(p) = {eq}.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que ¢ est injectif. Alors si ¢(g) = eqr,
on a ¢(g) = ¢(eq) donc g = eq par injectivité. Ceci prouve que Ker(¢) = {eg}.
Réciproquement supposons que Ker(¢) = {eg}. Montrons que ¢ est injectif. Soient
g et h deux éléments de G tels que ¢(g) = ¢(h). On a alors
ecr = ¢(9)p(h) ™! = p(gh™)

et donc gh~! € Ker(p). Comme Ker(p) = {eg}, on en conclut que gh~! = eg c’est-a-dire
g = h. On a donc prouvé que ¢ est injectif. O
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2.3.2 Composition

Proposition. Soient (G,-), (G',-) et (G",-) trois groupes.

(i) Sif:G— G etg: G — G sont deux morphismes, alors go f est un morphisme
de G dans G".

(ii) Soit f : G — G’ un morphisme bijectif. Alors f=':G' — G est un morphisme.

Démonstration. La preuve de ce résultat est laissée en exercice d’application. O

Définition. On appelle endomorphisme du groupe (G,-) tout morphisme de G dans G.

On appelle isomorphisme du groupe (G,-) vers le groupe (G',-) tout morphisme bi-
jectif de G sur G'.

On appelle automorphisme du groupe (G,-) tout endomorphisme de G qui est aussi
un tsomorphisme.

Exemple. L’application @ — e est un isomorphisme de (R,+) sur (R}, x). Sa réci-
proque est 'application In. Cependant = — e® n’est pas un isomorphisme de (C, +) sur
(C*, x) car il n’est pas injectif.

2.4 Quelques exemples de groupes

2.4.1 Groupes finis et tables de groupes

La table d’'un groupe fini (G, ) de cardinal n est un tableau & double entrée dont les
lignes et les colonnes sont indexées par les éléments de G. Si a et b sont deux éléments
de G, la case correspond a la ligne a et a la colonne b contient I’élément ab.

Déterminons par exemple la table d'un groupe a deux éléments. Un groupe a deux
éléments est de la forme G = {e,a} ou e est I’élément neutre et ¢ un autre élément
(a # e). On a nécessairement ee = e, ea = a et ae = a. On a alors aa = e ou aa = a.
Dans le deuxiéme cas, en simplifiant par a, on obtient a = e, ce qui est absurde. Ainsi
aa = e. La table du groupe est donc

a
(S

e e
a a

Remarque. Cette courte analyse nous permet de remarquer que tous les groupes de
cardinal 2 sont isomorphes. En effet supposons que G et G’ sont deux tels groupes
d’éléments neutres e et €. On a alors G = {e,a} et G' = {€/,a’}. Définissons alors une
bijection de G sur G’ en posant f(e) =€’ et f(a) = /. En comparant les deux tables de
groupes, on vérifie facilement que f est un morphisme de groupes et donc un isomorphes
de groupes.
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Prenons ’exemple du groupe Uy = {1, —1,4, —i}. Sa table de groupe est

I ENEIENEY
HIEEE
SN

i i]-i]-111
A i) 1)1

Remarque. On peut remarquer qu'une table de groupe a la propriété suivante : dans
chaque ligne et dans chaque colonne, tout élément du groupe apparait exactement une
fois. Essayez de démontrer cette propriété a partir des axiomes de groupe!

2.4.2 Groupes produits

Soient (G1,-) et (Ga,-) deux groupes. On considere alors 'ensemble G = G x Ga
muni de la loi de composition interne définie par

(91,92) - (h1, ha2) = (g1h1, g2h2).

Proposition. La loi - ainsi définie muni [’ensemble G d’une structure de groupe dont
I’élément neutre est (eq,,€q,)-

Démonstration. C’est un bon exercice. O

Muni de la structure de groupe ainsi définie, G1 x Go est appelé le groupe produit de
G1 et Gs.

Remarque. Cette construction se généralise immédiatement & un produit fini. Si Gy, ... Gy
sont des groupes, on définit de méme une structure de groupe produit sur I’ensemble
G1 x Gy x - x Gy

Exemple. On peut ainsi définir le groupe G = Uy x Us, c’est un groupe a 4 éléments.
Ce groupe a la propriété suivante : pour tout g € Uy x Us, on a ¢g? = eg. Sa table de
groupe est

—_

y [e=(1,1) | (-1,1) | (1,-1)
1) e -1,1) | (1,-1)
) (-1,1 e (1,-1)
) (1,-1) | (-1-1) e (-1,1)
1-1) [ -1-1) | a,-1) | (-1,1) e

[ (1-D) |
(‘17'1)

N—
|
—_
1
—_
S—

2.4.3 Exemples de groupes de permutations

Soit X un ensemble. On note &(X) I'ensemble des applications bijectives f : X — X.
Le couple (&(X),0) est alors un groupe appelé groupe des permutations de X. Son
élément neutre est 'application identique Idx.
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Considérons un cas particulier, celui ot X désigne le plan R%. On peut alors consi-
dérer I’ensemble Iso(R?) qui désigne ’ensemble des f € &(X) qui préservent la distance
euclidienne, c’est-a-dire telles que

VP,.QeR? |If(P)~ f(Q)Il =P -Qll

De telles transformations du plan sont appelées isométries. On vérifie facilement que
Iso(R?) est un sous-groupe de &(R?) appelé groupe des isométries du plan. Nous admet-
trons pour cet exemple que les isométries du plans sont les translations, les rotations,
les symétries orthogonales par rapport a une droite et les symétries glissées (c’est-a-dire
la composition d’une symétrie et d’une translation par un vecteur parallele a I’axe de la
symétrie). La démonstration de ce fait sera vue plus tard, lors d’un cours sur les espaces
euclidiens.

On peut encore considérer des sous-groupes particuliers du groupe Iso(R?), par
exemple le sous-groupe des isométries qui stabilisent une certaine figure du plan. En
voici un exemple.

Exemple. On considére le groupe G des isométries de R? qui stabilise un carré du plan

A——B

D——C

Une isométrie qui préserve ce carré doit nécessairement fixer le barycentre de ses quatre
sommets, c’est-a-dire le centre O du carré. Une telle isométrie ne peut donc étre que
l'identité, une rotation ou une symétrie axiale (une translation de vecteur non nul ne
fixe aucun point du plan). Les seules rotations qui conviennent sont les rotations de centre
O et d’angles 0, 5, 7 et 37” Les seules symétries qui conviennent sont les symétries par
rapport aux deux diagonales du carré et par rapports aux médiatrices des c6tés du carrés.
Le groupe G est donc un groupe fini a 8 éléments. Un bon exercice consiste a écrire la

table de ce groupe...

2.5 Groupes cycliques et ordre d’un élément

Soit G un groupe et soit g € G. L’ensemble H = {g" | n € Z} est un sous-groupe de
G. On l'appelle le sous-groupe engendré par g et on le note (g).

Exemple. Considérons le groupe (Z,+) est un entier a € Z. Sin > N, on a na =
a4+ ---+ a et comme l'inverse de a est —a, on a
—_———

n
(a) ={na|neZ}={--,-2a,—a,0,a,2a,3a,--}.

Ainsi le sous-groupe engendré par a est ’ensemble des multiples de a. Rappelons qu’il
s’agit dans I’ensemble noté Za dans le chapitre précédent. L’ensemble Za est donc le
sous-groupe de (Z,+) engendré par a. Notez qu’il s’agit d’un ensemble infini.
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Exemple. Soit n > 1 un entier. Posons ( = e € CX. On sintéresse au sous-groupe
de (C*, x) engendré par ¢. Comme (" =1, on a

("= sir=s[n].

Ainsi
€©)={¢",¢. ¢ ..., )

Enfin les propriétés de ’exponentielle complexe nous assurent que sim € Z,ona ("™ =1
si et seulement si n | m. Ainsi

(M =" ("™ < n]|(m —me) < mp=man.

On en conclut que les éléments {i pour 0 < ¢ < n — 1 sont deux & deux distincts et
donc que (¢) est un groupe fini de cardinal n. Remarquons également que (¢) est le
sous-groupe U, que l'on a déja rencontré.

Ainsi un sous-groupe engendré par un élément peut-étre de cardinal infini ou fini
selon les cas.

Définition. Soit G un groupe. On dit que G est cyclique si G est engendré par un
élément, c’est-a-dire s’il existe g € G tel que G = (g) et si G est fini.

Supposons que le groupe G soit cyclique. Il existe donc un élément g tel que G =
(9) ={¢g" | n € Z}. Comme G est de plus fini, tous les éléments ¢g" ne peuvent pas étre
distincts. Il existe donc deux entiers mq > ms tels que g™ = ¢™2. Ainsi g™~ ™2 = e.
Une puissance positive de ’élément g est égale a 1’élément neutre, on dit que g est un
élément d’ordre fini.

Définition. Soit G un groupe. On dit qu’un élément g est d’ordre fini si il existe un
entier n > 1 tel que g" = e. L’ordre d’un élément g € G est alors le plus petit entier
n =1 tel que g" = e.

Un élément qui n’est pas d’ordre fini et dit d’ordre infini.

Exemple. Le groupe (C*, x) posséde des éléments d’ordre fini. Si n > 1, I’élément e
est d’ordre n.

Exemple. Le seul élément du groupe (Z,+) qui est d’ordre fini est 0. En effet si a # 0,
on a na # 0 pour tout n > 0.

Proposition. Soit G un groupe et g un élément de G d’ordre n. Pour tout entier m € Z,
on a g™ = e si et seulement si n divise m. Plus généralement, on a

g™ =g"™ & my =man].
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Démonstration. Un sens est facile. Supposons que n divise m. Il existe alors un entier k
tel que m = nk. On peut alors écrire g™ = (¢g™)* = ¥ = e. Donc g™ = e.

Réciproquement supposons que g™ = e. Effectuons la division euclidienne de m par
n.Onadoncm=nk+raveckeZet<r <n. Alors

gm — gnk—l-r — (gn)kgr — gr'

Or n est par définition le plus petit entier > 1 tel que ¢g"" = e. Comme 0 < 7 < n, on en
conclut que » = 0. Ainsi n divise m. ]

Théoréme. Soit G un groupe cyclique et soit g € G un élément tel que G = (g). Soit n
Pordre de g. Alors G est de cardinal n et

G = {90 = e’g,gzj.”’gn—l}.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, puisque g est d’ordre n, on a g = g2
si et seulement si m; = ma[n]. Soit h € G un élément quelconque. Par définition de
G = (g), il existe un entier m tel que h = ¢g™. De plus il existe un unique 0 < r < n tel
que m = r [n] et donc tel que h = ¢g". On en conclut que

G={¢"|r=0,1,2,...,n—1}

et que les éléments e, g,...,¢" ! sont deux & deux distincts. En particulier G est de

cardinal n. O

2.6 Le théoreme de Lagrange, relations d’équivalence

2.6.1 Relations d’équivalence

Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E (c’est-a-dire une relation telle
que =, <, <,etc.). On dit que R est

1) réflezive si Va € E, aRa;

[\

symétrique si aRb < bRa;

w

)
) antisymétrique si aRb et bRa impliquent a = b;
)

4) transitive si aRb et bRc impliquent aRec.

Définition. Une relation binaire R sur un ensemble E est appelée relation d’équivalence
si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple. a) La relation d’égalité est une relation d’équivalence.

b) Si E =Z et n € N* la relation de congruence modulo n est une relation d’équi-
valence.
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c) Si E désigne 'ensemble des droites du plan, la relation « étre parallele a » est une
relation d’équivalence.

Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble F, on appelle classe d’équivalence
de I’élément a € E l'ensemble Clg(a) = {z € E : aRz}.
Les classes d’équivalence vérifient les propriétés suivantes :
— par réflexivité de R,
Va € E, a € Clg(a)

— si b € Clg(a), alors Clg(b) = Clg(a). En effet on a aRb et, pour ¢ € Clg(b), bRe.
La transitivité implique alors que aRc, c’est-a-dire ¢ € Clg(a). On en conclut que
Clg(b) C Clg(a). Par symétrie, on a aussi bRa, c’est-a-dire a € Clg (b) et, d’apres
le résultat ci-dessus, Clg(a) C Clg(b). On a donc bien Clg(a) = Clg(b).

— deux classes d’équivalence sont soit égales soit disjointes :
Y(a,b) € E?, Clg(a) = Clg(b) ou Clg(a)N Clg(b) = 0.

En effet supposons Clz (a) NClg (b) # 0 et montrons que Clg(a) = Clg(b). Comme
Clr(a) N Clg(b) # 0, il existe ¢ € Clg(a) N Clg(b). On a donc Clg(a) = Clg(c) et
Clr (b) = Clg(c), d’ott Clg(a) = Clg(b).

On note alors E/R 'ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation R.

Exemple. Soit E = Z et soit R la relation = [n] pour un certain n > 1. Les classes
d’équivalence sont les parties de Z de la forme a + nZ. En effet, si a € Z, on a

x €Clg(a) & a=xn] &z €a+nk.

Définition. Soit E un ensemble. On appelle partition de E toute famille (A;)icr de
parties de E telle que

(i) Viel, A;#0;
(i) V(i,j) € I*,i#j, AinNA;j=0;
(iii) Uier Ai = E.

Si (A;)ier est une parition de E, on utilise la notation £ = [];c; A;.
Remarque. Si F est un ensemble fini et (4;);cs alors I est un ensemble fini et
B = _|Adl.
i€l
Une relation d’équivalence R sur un ensemble E fournit une partition de cet ensemble

en classes d’équivalence.

Proposition. Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E, la famille
(Clr(a)) est une partition de E.

Démonstration. Pour tout a € E,onaa € Clg(a), donc Clg(a) # 0 et E = J,cg Clr(a).
De plussi Clg (a) # Clg(b), on a Clg(a) # Clg(b), on a donc bien une partition de E. [



2.6. LE THEOREME DE LAGRANGE, RELATIONS D’EQUIVALENCE 37

2.6.2 Le théoréme de Lagrange

Théoréme (Théoreme de Lagrange). Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de
G. Alors le cardinal de H divise le cardinal de G.

Démonstration. Considérons la relation binaire sur G
aRb < a 'be H.

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur G. En effet, puisque eq € H, on a aRa pour
tout a € G, la relation est donc réflexive. La relation est symétrique :

aRb=a'be He (a7'b) ™ =b'a € H < bRa.

Enfin la relation est transitive : si aRb et bRc, on a a~'b € H et b~'¢c € H donc

a~lc = (a"'b)(b71c) € H, ce qui signifie aRec. Déterminons les classes d’équivalence de

cette relation. Sia € G,
aRx = a 'z € He axcal ={ah:he H}.

Ainsi G est 'union disjointe de ses classes d’équivalence, c’est-a-dire

G =[](aH).

Comme G est fini, il y a un nombre fini de classes d’équivalences a1 H, ..., a,H et
T
Gl = la;H]|.
i=1

Il reste & déterminer le cardinal d’une classe d’équivalence aH. L’application f : H — aH
définie par f(h) = ah est une bijection de H sur aH. En effet si b € aH, b s’écrit sous
la forme b = ah pour un certain h € H et h est I'unique antécédent de b pr f. En effet,
d’apres la regle de simplification & gauche, ah = ah’ implique h = h'. 1l existe donc
une bijection entre les deux ensembles finis H et aH, ils ont donc le méme cardinal.
Finalement

T
G| = _|H|=r|H|
i=1
ce qui montre que |H| est un diviseur de |G/|. O

Corollaire. Soit G un groupe fini et soit g un élément de G. Alors l'ordre w(g) de g est
un diviseur de |G)|.

Démonstration. On applique le théoréme de Lagrange au sous-groupe H = (g) engendré
par g. Ce sous-groupe est cyclique de cardinal w(g), donc w(g) divise |G|. O

Voici un exemple d’application : la classification des groupes de cardinal premier a
isomorphisme pres.
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Théoréme. Soit p un nombre premier. Tout groupe fini d’ordre p est cyclique est iso-
morphe a Up,.

Démonstration. Soit G un groupe fini de cardinal p. Soit x # eg un élément de G. Alors
w(z) | |G| = p donc w(z) =1 ou w(z) = p. Comme x # e, on a w(x) # 1 donc x est
d’ordre p. Le sous-groupe (z) engendré par x est donc de cardinal p, on a donc (z) = G.
Ceci implique que le groupe G est cyclique de cardinal p. On a déja prouvé qu’un tel
groupe est isomorphe a U,. 0

2.7 Le groupe Z/NZ

Soit N > 1 un entier et soit R la relation de congruence modulo N. C’est une relation
d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les ensembles de la forme

a+ NZ={a+kN |keZ}.

Comme tout entier est congruent & un unique élément de {0,..., N — 1} (par division
euclidienne), il ya exactement N classes d’équivalences qui sont

NZ,1+ NZ,...,(N - 1)+ Z.

Définition. On note Z/NZ ’ensemble des classes d’équivalence de Z pour la relation de
congruence modulo N. Ses éléments sont donc les classes a + NZ ou a € Z. On notera
simplement @ la classe a + NZ.

Si a et b sont deux entiers relatifs, on a donc
a=bsa=b[N|<bca+ NZ.
L’existence et 'unicité du reste dans la division euclidienne par N nous donnent alors
Z/NZ =1{0,1,...,N —1}.

Il faut bien comprendre que N + 1 est aussi un élément de Z/NZ, maisona N +1 =1
(car N +1=1[N]).

Nous allons & présent munir l'ensemble Z/NZ d’une structure de groupe abélien.
Soient x et y deux éléments de Z/NZ. On peut alors les écrire # = @ et y = b ot a et
b sont deux éléments de Z/NZ. Il est alors tentant de poser z +y = a + b. Cependant
il y a un point auquel il faut faire attention : il faut bien vérifier que a + b ne dépend
pas du choix de a et b. En effet, on a @ = a + N = z et il est possible de choisir a + N
a la place de a. Notre définition n’a un sens que si a + N + b et a + b donnent le méme
élément de Z/NZ.

Plus généralement supposons donc z =a = a’ et y = b = V. On a alors a = a’ [N]
et b = b’ [N]. Les propriétés d’addition des congruences nous assurent alors que a + b =
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a' + b [N] et donc que a +b = o’ +b'. Autrement dit, la quantité a + b ne dépend pas
du choix de a et b mais uniquement de x et y. On pose alors

r+y=a+b.

Proposition. L’ensemble Z/NZ muni de la loi de composition interne + est un groupe
commutatif. Son élément neutre est 0 et 'inverse a et —a.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Proposition. Le groupe (Z/NZ,+) est cyclique de cardinal N.

Démonstration. Nous avons déja vu que Z/NZ est un ensemble fini de cardinal N. En
effet pour tout a € Z, il existe un unique 0 < r < N — 1 tel que @ = 7. Vérifions donc
qu’il est engendré par un élément. Nous allons en fait vérifier qu’il est engendré par 1.
Soit 7 > 1 un entier, en utilisant la relation @ + b = a + b, on vérifie facilement par
récurrence que
r=1+---+1=rl
%’,‘/—/

Ceci prouve que Z/NZ = {r1 : 1 < r < N} et est donc engendré par 1. Il s’agit donc
d’un groupe monogene. Comme il est fini de cardinal n, c’est un groupe cyclique de
cardinal n. O

Corollaire. Tout groupe cyclique de cardinal n est isomorphe a (Z/NZ,+).
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Chapitre 3
Le groupe symétrique

Nous allons ici étudier une famille de groupes de nature combinatoire.

3.1 Définition

3.1.1 Permutations d’un ensemble

Soit X un ensemble. Une permutation de X est une application bijective f : X — X.
L’ensemble des permutations de X est noté &(X). Comme la composition de deux
applications bijectives est encore bijective, si f et g sont deux permutations de X, leur
compoée f o g est encore une permutation de X. On munit ainsi ’ensemble &(X) d’une
loi de composition interne (f, g) — fog.

Proposition. Muni de la loi o, I’ensemble &(X) est un groupe.

Démonstration. Nous avons déja remarqué que la loi o est associative. L’application
identité Idx est une permutation de X et vérifie bien foldx = f = Idx o f pour
tout f € X(X), donc o posseéde un élément neutre. Enfin, si f € &(X), lapplication
réciproque f~! est une bijection de X dans X et fo f~! = f~!o f = Idy. Ainsi tout
élément possede un inverse et (S(X),0) est un groupe. O

3.1.2 Le cas d’un ensemble fini
Soit 7 > 1 un entier. On note &, le groupe des permutations de ’ensemble {1, ..., n}.
Un élément o est donc une permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}. La loi de groupe
est la loi de composition des permutations
oo’ =000,

41
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Rappelons que o oo’ est la permutation de {1,...,n} obtenue en appliquant d’abord ¢”,
puis 0. Autrement dit, pour 1 <7 < n, on a

oo’ (i) = o(a’'(i)).

Une facon standard de décrire une permutation o est de I’écrire sous la forme d’un
tableau a deux lignes, la premiere ligne étant la liste 1,2,...,n et la deuxiéme la liste
o(1),0(2),...,0(n). Voici un exemple si n = 4. La permutation

1 2 3 4
21 4 3

1—2
2—1
3—4
4—3

est la permutation

Exemple. Considérons les éléments de G3

(1 2 3 , (123
7=\l2 3 1) 27\2 1 3

et calculons oo’. On a c0’(1) = 0(2) = 3 et 00’(2) = o(1) = 2. Comme oo’ est une
permutation, on a nécessairement oo’(3) =1 :

125293
21— 2
3—3—=1
1 2 3
! __
etdoncaa—<3 9 1).
1 2 3

A titre d’exercice, vérifier que o’'c = . On remarque que oo’ # o'o, le

1 3 2
groupe S3 n’est donc pas commutatif! L’ordre de composition est donc trés important.

Théoréeme. Le groupe &,, est un groupe fini de cardinal n!.

Démonstration. 11 faut compter combien de permutations de ’ensemble fini {1,...,n}
sont possibles. Se donner une permutation de {1,...,n} revient a se donner n entiers
o(1),...,0(n) deux a deux distincts et compris entre 1 et n. Il y a donc n choix possibles
pour o(1). Une fois o(1) choisi, il n’y a plus que n — 1 choix pour ¢(2), puis n — 2 choix
pour o(3) etc. et une unique possibilité pour o(n). Au final, il y a donc n(n—1)(n—2) - - - 1
choix possibles de permutations de {1,...,n}. O
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3.1.3 Exemples d’éléments

Sil<i<j<n,onnote (i,7) Punique permutation de {1,...,n} qui échange i et
J et fixe tous les autres éléments. Une telle permutation s’appelle une transposition.
Si 2 <k < netsiap,...,a sont des éléments distincts de {1,...,n}, on note
(a1,...,a) la permutation o définie par
o(ar) = ay
o(ag) = as
o(ax) = a1
o(x)=xsiz¢{a,...,a}.

Une telle permutation est appelée un k-cycle.
Remarque. Les 2-cycles sont exactement les transpositions.

Exemple.

(2,3):(} . Z’) (1,3,2):(}3 ’ g) (1,2)(2,3) = (1,2,3).

Proposition. Tout élément de &,, s’écrit comme un produit de transpositions.

Démonstration. Pour n > 2, soit H, I’hypothese de récurrence « toute permutation de
{1,...,n} est un produit de transpositions ». Alors Hs est vrai car &y = {Id, (12)}.
Supposons H,, vrai et démontrons H, 1. Soit ¢ € &,41 et posons

, o sio(n+1)=n+1
g =
(nyo(n+1))oo sio(n+1)#n+1.
Alors ¢’'(n+1) = n+ 1. La restriction de ¢’ a {1,...,n} est un élément de &,, et s’écrit
comme un produit de transpositions par H,,. Comme o = (n,0(n+1))ooc’, on en conclut
que o est un produit de transpositions. O

3.2 Décomposition d’une permutation

Soit 0 € &,,. On appelle support de la permutation o 'ensemble {z € {1,...,n} :
o(x) # x}. On le note Supp(o).

Proposition. (i) Les ensembles Supp(o) et {1,...,n} ~ Supp(o) sont stables par
o.

(ii) Si Supp(o1) N Supp(oz) = 0, alors o109 = o907.
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Démonstration. Supposons que x ¢ Supp(c). Alors o(z) = z. On en conclut que
o(o(z)) = o(z) et donc que o(z) ¢ Supp(c). Ainsi le complémentaire de Supp(o) est
stable par 0. Comme o est une permutation de {1,...,n}, on en conclut que Supp(o)
est également stable par o.

Supposons désormais que o1 et oo sont deux permutations a supports disjoints. Si
x ¢ Supp(o1) USupp(oz), alors o1(o2(z)) = 01(z) = = o2(01(z)). Si € Supp(o1), on
a donc x ¢ Supp(os), ce qui implique o3(z) = x. Comme Supp(oy) est stable par o1, on
a 01(z) € Supp(o1) et donc o2(01(x)) = o1(z). On a donc

oa(01()) = o1(x) = o1(02(2)).
De fagon identique, on montre la méme égalité si x € Supp(oz). On en conclut que
Ve e {l,...,n}, o2(o1(x)) =o01(x) = o1(o2(x)),
c’est-a-dire o901 = 0109. ]

Théoreme. Toute permutation o € &, se décompose comme un produit de cycles d
support disjoints.

Démonstration. Soit Hy, I’hypotheése de récurrence « pour tout k < n, toute élément de
& est un produit de cycles a supports disjoints ». L’hypothese Ho est trivialement vraie.
Supposons H,,. Soit o € &,,11. On pose E = {o*(1) : k € N}. Dans le cas contraire, &
est d’ordre fini et il existe m > 1 tel que 0™ = Id. Soit p = min{k > 1;0%(1) = 1}. Alors

E={1,0(1),...,0""1(1)}. On montre facilement que o*(1) = ¢*' (1) si et seulement si
k = k' [p] et donc que E contient p éléments. Si p = n+ 1, alors E = {1,...,n+ 1}
et on a gagné car o = (1,0(1),...,0P1(1)) est un (n + 1)-cycle. Sinon on pose ¢ =

(1,0(1),...,0P71(1)). C’est un p-cycle. On pose o’ = ¢~ 1o de sorte que o/(k) = k si

k € E. Ainsi ¢’ induit une permutation de I’ensemble {1,...,n + 1} ~\ E qui est de
cardinal inférieur a n. Par H,,, on en déduit que ¢’ se décompose comme un produit de
cycles a supports disjoints, contenus dans {1,...,n + 1} ~ E. Comme Supp(c) = F et
que o = co’, on en conclut que o est un produit de cycles & supports disjoints. ]

Remarque. Une telle décomposition est unique a ’ordre prés mais nous ne le démon-
trerons pas.
Exemple. Le théoréeme montre donc que les éléments de G5 sont de la forme suivante
— lidentité;
— les transpositions ;
— les 3-cycles;
— les 4-cycles;
— les 5-cycles;

— les produits d’'un 3-cycle et d’une transposition dont les supports sont disjoints.
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A titre d’exercice, on pourra dénombrer les éléments de chaque type ci-dessus.

Corollaire. Soit 0 € G,, et soit 0 = 0109 - -0, une décomposition de o en produit de
cycles a supports disjoints. Alors

w(o) = PPCM(w(o1),...,w(oy)).

Remarque. On note PPCM(ny,...,n,) le plus petit commun multiple aux entiers
ni,...,n,. On vérifie facilement que le calcul de ce ppcm se raméne au cas de deux
entiers par la formule suivante

PPCM(ny,...,n,) = PPCM(ny, PPCM(na,...,n,)).

Démonstration. On considere uniquement le cas ot r = 2. Le cas général s’en déduit par
récurrence. Posons o = o109 ol 01 et 09 sont & supports disjoints. Soit n 'ordre de . On
a donc ¢” = Id. Si z € Supp(02), on a 6" (z) = oy (x). Si z ¢ Supp(o2), alors o2(z) = x
donc o = Id. On en conclut que w(oz) | n. De méme, on prouve que w(oy) | n. Ainsi
PPCM(w(o1),w(02)) | n. Réciproquement si PPCM(w(o1),w(02)) | n, on a o = Id et
oy =1d. Comme o} et 0o commutent, on en déduit que 0" = o704 = Id. On en déduit
que n = PPCM(w(o1),w(02)). O

3.3 Signature d’un élément, groupe alterné

3.3.1 Définition

Soit € : &, — (C*, x) un morphisme de groupes. Quelle peut étre la forme de €?
Remarquons déja que si o est une transposition, alors 02 = Id et donc £(c)? = 1 d’ou
g(o) € {£1}. Comme tout élément de S, est un produit de transposition et que € est
un morphisme de groupes, on en déduit que

Vo € &, e(o)e€ {x1}.

Cependant il n’est pas clair qu’il existe un tel morphisme qui soit non trivial. On peut
donc se demander s’il est possible de construire un tel morphisme de groupe. La signature
en est un exemple.

Si o € &,, on pose
(o) = |{(i,5) € {1,...,n} 1i < jet o(i) > ()}

Il s’agit du nombre d’inversions de o. On pose alors e(0) = (—1)““). Le nombre £(o)
s’appelle la signature de o.

Théoréme. La signature € : &,, — {£1} est un morphisme de groupes tel que e(1) = —1
st T est une transposition.
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Démonstration. Soient o1 et o9 deux éléments de S,,. Il faut vérifier que e(o102) =
g(o1)e(o2). On utilise la formule suivante

e(o) = [ sen(o(4) — o(i)).

1<J
On a
e(o102)e(0o2) = H(0102(j) — 0102(1)) [[(02(4) — o2(i))
1<j 1<J
= Hsgn(01(02(j)) —o1(02(7))) sgn(o2(j) — o2(7))
< symétrique en i et j
= I sen(o1(02(h)) — o1(02(4))) sgn(o2(j) — oa(i))
o2(i)<o2(j)
= Hsgn(02(j) — 03(i)) = €(02).
1<J
Il reste a vérifier si 7 est une transposition, on a (1) = —1. Supposons que 7 = (i, j)

avec ¢ < j et soient k < /.

k¢ {i,j}  T(k)=k<{l=1({)
k=i, l#j5 71(k)<t)sil>j 1k)>1{)sii<l<j
kEtil=35 71k)<t)sik<i,T(k)>71{)sii<k<jy
(k,0) = (i,7) 7(k)>T1(f).
Ainsi (1) =2(j —i—1) 4+ 1 et donc e(7) = —1. O

3.3.2 Le groupe alterné

On note 2, le noyau de la signature €. Il s’agit d’un sous-groupe de 2, appelé
sous-groupe alterné de &,,. Il s’agit de ’ensemble des permutations de signature +1.

Proposition. Le groupe A, est un groupe de cardinal %'

Démonstration. Soit 7 € &, une transposition. Comme £(7) = —1 et comme ¢ est un
morphisme de groupes, on a (0) = —1 si et seulement s o € 72,. Ainsi &,, est 'union
disjointe de A—n et de 7.4,,. Comme ces deux parties sont de cardinal |.A,|, on en déduit
que |&,| = 2|A,| et le résultat. O

Exemple. Le sous-groupe alterné de G4 est de cardinal 1, il est réduit a I'identité. Le
sous-groupe alterné de G3 est de cardinal 3. Il contient les 3-cycles. Comme &3 possede
exactement deux 3-cycles, on a

As = {1d, (1,2,3), (1,3,2)}.

De plus comme 3 est un nombre premier, le groupe Az est automatique cyclique de
cardinal 3. On peut aussi remarque qu’'un 3-cycle est un élément d’ordre 3 dans Ss.



Chapitre 4

Anneaux

4.1 Structure d’anneau

4.1.1 Définitions

Soit. A un ensemble muni de deux lois de composition internes + et x. On dit que le
triplet (A, +, X) est un anneau s’il vérifie les propriétés suivantes

1) le couple (A, +) est un groupe abélien ;
2) la loi x est associative;

3) laloi x est distributive par rapport & +, ce qui signifie que

Y(a,b,c) € A, ax (b+c)=(axb)+(axc)
(a+b)xc=(axc)+ (bxc)

4) il existe un élément neutre pour la loi X.

On dit qu’un anneau (A, +, x) est commutatif si la loi x est commutative.

Remarque. 1) On note 04 I’élément neutre pour la loi + et on appelle I’élément
nul de A. On note 14 I’élément neutre pour la loi x et on appelle 'unité de A.

2) Comme dans C, on omet parfois le signe x dans les calculs et on écrit ab pour
a X b.

Exemple. 1) Les triplets (Z, +, x), (Q, +, %), (R, +, x), (C, +, x) sont des anneaux.

2) Soit E un ensemble et soit F l’ensemble des fonctions de E dans R. On peut
définir deux lois + et x sur F. Si f et g sont deux éléments de F, on peut définir une
fonction f 4+ g en posant, pour z € E, (f+¢g)(z) = f(z) + g(x). On définit de méme une
fonction f x g en posant, pour x € E, (f x g)(z) = f(z) x g(x). Le triplet (F,+, x) est
alors un anneau. Son élément nul est la fonction constante prenant la valeur 0 en tout
point et son unité est la fonction constante prenant la valeur 1 en tout point.

47
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3) Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans R.
L’addition et la multiplication matricielles font de M2(R) un anneau. Cet anneau n’est
pas commutatif. En effet, on a

G xED#GEY) x(G1)-

Proposition. Soit (A,+, xX) un anneau. On a alors
1)Vae A, ax04=04xa=04;
2) Y(a,b) € A%, ax(~b)=(—a)xb=—(axb);
3) Y(a,b) € A%, (—a) x (=b) =a x b.

Démonstration. Comme 04 est un élément neutre pour la loi +, on a 04 = 04 + 04.
Ainsi en multipliant cette égalité par a et en utilisant la distributivité, on a

OAxa:(OA—i—OA) XGZ(OAXG)—i-(OAXa)
et en remarquant que (A, +) est un groupe, on en déduit 04 = 04 X a. On montre de

fagon similaire que 04 = a x 04, ce qui fournit 1).

Si a et b sont dans A, on a
(axb)+(ax(=b)=ax(b—>b)=ax0y4 =04

par 1). On en déduit que a x (—b) est l'inverse de a x b pour la loi +, c’est-a-dire
a x (—b) = —(a x b). On montre de fagon similaire que (—a) x b = —(a x b) et on obtient
2).

Si a et b sont dans A, on utilise deux fois 2) et on a

(—a) x (=b) = —(a x (=b)) = —=(—(a x b)) =axb. O

4.1.2 Calcul dans les anneaux
On rappelle que dans le groupe A, +, on note na = a+ ---a si n € N. De méme, si
——

n
n € N* et a € A, on note a” pour I’élément a X --- x a et a® = 14. On a les relations
—_——

n
habituelles at™ = a" x a™, a™™ = (a™)™. 1l faut noter que, puisque 1’élément a n’est

pas toujours inversible dans A, la notation a™ n’a pas toujours de sens si n < 0.

Rappelons que si n € N et 0 < m < n est un entier naturel inférieur ou égal a n, on
note () (ou parfois C};") 'entier

(n) n! nn—1Mn-2)---(n—m+1)

m!(n —m)! m!
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On vérifie facilement que ces entiers vérifient la relation de récurrence suivante

()= () o)

On peut représenter graphiquement cette relation sous la forme du triangle de Pascal :

e e
W N
S W

B =

—_

Remarque. L’entier (;‘l) est tres important en combinatoire et en probabilités : il s’agit
du nombre de parties a m éléments dans un ensemble & n éléments.
Proposition (Formule du binéme de Newton). Soit A un anneau. St a et b sont deux

éléments de A tels que ab=ba et sin € N, on a

n _ = (n n—kipk _ n ny p—1 ny pn—2;2 n n—1 n
(a+b) —Z<k>a b—a+<1>a b+<2>a b’ + ~|—<n_1>ab + b

k=0

Démonstration. Si n = 0, la relation est vraie car (8) = 1 (par convention, on pose
toujours 0! = 1). Supposons la relation vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour
n+ 1. On a en effet

+
N
Eal
|3
[
~__—
~__—
S}
3
+
T
>
>
>~

_ n+l n+1 = n

S (@
k=1

_ Til (” + 1) n+1-kpk

= k‘ a .

k=0

Ce qui prouve la formule. O
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Remarque. Dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait que a et b commu-
tatent pour transformer Iexpression ™ *b*a en a1 ~*bF. L’hypothése de commutativité
de a et b est essentielle. En effet, on a général

(a+b)%=a®+ab+ba+b?

et on ne peut pas remplacer ab + ba par 2ab, sauf si a et b commutent.

4.1.3 Sous-anneaux

Soit (A, +, x) un anneau. Un sous-anneau de (A, +, X) est une partie B de A telle
que

1) B est un sous-groupe de (A, +);
2) pour tous a et b dans B, ona a x b € B
3) 14 € B.

Proposition. Si B est un sous-anneau de (A,+, X), le triplet (B, +, X) est un anneau.

Démonstration. La vérification est laissée au lecteur. O

Exemple. L’ensemble Z est un sous-anneau de (C, +, x).

4.1.4 Morphismes d’anneaux

Soient A et A’ deux anneaux. Un morphisme d’anneauz de A vers A’ est une appli-
cation f: A — A’ telle que

1) Y(a,b) € A%, f(a+b) = f(a)+ f(b);

2) V(a,b) € A%, faxb) = f(a) x f(b);

3) f(la) =14

Un endomorphisme d’anneaur d’un anneau A est un morphisme d’anneaux de A
vers A. Un isomorphisme d’anneaur d’un anneau A vers un anneau A’ est un mor-

phisme d’anneaux qui est de plus bijectif. Un automorphisme d’anneaux de A est un
endomorphisme de A qui est aussi un isomorphisme.

Exemple. 1) Soit a € Z et définissons f : Z — Z en posant f(z) = azx. Alors f
est un morphismes de groupes (Z,+) — (Z,+), cependant, si a # 1, ce n’est pas un
morphisme d’anneaux car, en général, f(zy) # f(z)f(y).

2) L’application z = = + iy — Z = x — iy est un morphisme d’anneaux. C’est méme
un automorphisme de ’anneau C.

Si f: A— A’ est un morphisme d’anneaux, on appelle noyau de f I’ensemble
Ker(f) ={a€ A: f(a) =04}
et image de f I'ensemble f(A).
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Remarque. On peut vérifier que I'image d’un morphisme d’anneaux f : A — A’ est
toujours un sous-anneau de A’. Attention, en général, le noyau d’un tel morphisme n’est
pas un sous-anneau de A : il ne contient pas toujours 14.

4.1.5 Idéaux

Soit (A, 4+, x) commutatif. Un idéal de A est une partie I C A telle que
1) (I,+) est un sous-groupe de A;
2) pourtouta € Aetx € [,onaaxx e l.

4.1.6 Produit d’anneaux

Soient Ay, ..., A, des anneaux. On peut munir I’ensemble A X - - - X A,, de deux lois
de composition internes en posant

(alv'-'aan)+(bla-'-an):(a1+b17--'7an+bn)
(al,...,an)x(bl,...,bn):(alxbl,...,anxbn).

Proposition. Muni des lois + et X ainsi définies, 'ensemble A1 x---x A, est muni d’une
structure d’anneau. Son élément nul est (04,,...,04,) et son unité est (1a,,...,14,).

Démonstration. La vérification est laissée en exercice au lecteur. O

4.2 Anneaux integres et corps

4.2.1 Anneaux intégres

Un anneau (A4, +, x) est dit intégre si, pour tous a et b dans A, la relation ab = 04
implique @ = 04 ou b = 04. Autrement dit, dans un anneau integre, si a # 04 et b # 04,
on a ab # 0y4.

Proposition. Dans un anneau intégre, on a les regles de simplification suivantes :
(i) sia# 04, alorsab=ac=b=c;
(ii) sic# 04, alors ac =bc = a =b.

Démonstration. Prouvons la relation (i), (ii) est similaire. Supposons que ab = ac. Alors,
comme (A, +) est un groupe, on a ab — ac = 04. Comme —ac = a(—c)0, on déduit de la
distributivité de - que a(b —¢) = 04. Comme a # 04 et que A est intégre, on en déduit
b. = 04, c’est-a-dire b = c. ]

Exemple. 1) L’anneau (Z,+, x) est integre.
2) L’anneau (M3(R), +, x) n’est pas intégre. En effet, si M = (§4), on a M # 0
mais M? =M x M = (J9).



02 CHAPITRE 4. ANNEAUX

4.2.2 Corps

Un corps est un anneau (A, +, X) tel que 14 # 04 et tel que (A ~ {0}, x) est un
groupe. De fagon équivalente, un corps est un anneau ayant au moins deux éléments et
tel que tout élément non nul est inversible.

Exemple. 1) Les anneaux Q, R, C sont des corps.
2) L’anneau Z n’est pas un corps : I’élément 2, par exemple, n’est pas inversible pour
la loi x.

Proposition. Un corps est un anneau intégre.

Démonstration. Soit K un corps. Soient a et b deux éléments de K tels que ab = Of.
Supposons a # 0. Alors, puisque K est un corps, ’élément a est inversible. 11 existe donc
a~! € K tel que a 'a = aa~! = 14. De 'égalité ab = O, on déduit a=!(ab) = a='04.
Ainsi (a7ta)b = O et donc b = 14b = Ox. On montre de méme que si b # O, alors
a = 0x. L’anneau K est donc bien integre. O

Les anneaux finis ont des propriétés tres particulieres, il se trouve que tout anneau
fini et integre est en fait déja un corps.

Théoréme. Un anneau A qui est intégre, de cardinal fini et non nul (c’est-a-dire tel
que 14 # 04) est un corps.

Démonstration. Rappelons que si E est un ensemble fini et que f est une application de
FE dans E, alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

— f est injective;
— f est surjective;
— f est bijective.

Nous allons & présent démontrer le théoréme. Soit (A, +, X) un anneau integre, fini et
non nul. Comme A est non nul, il possede au moins 2 éléments. Montrons donc que tout
élément non nul de A est inversible. Soit a € A ~ {0}. On définit I'application

L’application ¢ est un endomorphisme du groupe (A, +). En effet, si (x,y) € A%, on a

p(r+y) =a(zr +y) = (az) + (ay) = p(z) + p(y).

Montrons a présent que ¢ est injective. Comme ¢ est un morphisme de groupes, il suffit
de vérifier que son noyau est ’ensemble {04}. C’est le cas puisque :

px) =04 < ar =04 & x=04.
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La derniére équivalence est une conséquence du fait que A est inteégre et que a # 0.
L’application ¢ est donc une application injective de A dans A. Comme A est fini,
Papplication ¢ est également surjective. Cela signifie qu’il existe x € A tel que p(z) = 14,
c’est-a-dire ax = 14.

En utilisant 'application x — xa, on montre de méme qu’il existe un élément y € A
tel que ya = 14. Pour conclure que a est inversible, il reste a vérifier que x = y. Pour ce
faire, on remarque que

y=yla =ylax) = (ya)xr = 1x2 = x.

Ainsi # = y = a~! et a est bien un élément inversible de A. On a montré que tout
élément non nul de A est inversible, donc A est bien un corps. O

4.2.3 Groupe des inversibles

Si A est un anneau, et si A n’est pas un corps, 'ensemble A~ {0} n’est pas un groupe
pour la loi x. Dans le cas général, on peut considérer un ensemble plus petit qui, lui, est
un groupe.

Rappelons qu’un élément a € A est inversible s’il est inversible pour la loi x, c¢’est-
a-dire s’il existe a=! € A tel que a"'a = aa~! = 14. On note alors A* I’ensemble des
éléments inversibles pour la loi x.

Remarquons que si a et b sont inversibles, alors ab est inversible. En effet b='a~! est

alors un inverse de ab. On en conclut que la loi x induit une loi de composition interne
sur A%,

Proposition. Le couple (A*, X) est un groupe.

Démonstration. La loi X est associative sur A, elle 'est donc également sur A*. L’élé-
ment 14 est tautologiquement inversible, on a donc 14 € A* et 14 est un élément
neutre pour x. Enfin, tout élément de A* est inversible. Il suffit en effet de vérifier que
sia € A%, alors a=! € AX. C’est clair car, si a=! est 'inverse de a, alors a est I'inverse
de a™! et on a bien a~! € A%. O

Pour cette raison, on nomme le groupe (A%, x), groupe des inversibles de 'anneau

A.

Remarque. Si A; et A sont deux anneaux, on vérifie facilement que 'on a (A1 x A3)* =
Al x AT
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4.3 L’anneau Z/nZ

4.3.1 Définition

Soit n > 1 un entier. Rappelons que la relation de congruence modulo n est une
relation d’équivalence sur Z. L’ensemble de ses classes d’équivalence est noté Z/nZ.
Nous avons déja vu comment munir Z/nZ d’une structure de groupe abélien. Nous
allons enrichir cette structure en une structure d’anneau. Rappelons également que les
éléments de Z/nZ sont de la forme @ pour a € Z.

Si x et y sont deux éléments de Z/nZ, il existe des entiers a et b tels que x = @ et
y = b. On a envie de définir le produit zy comme étant la classe ab du produit ab mais
il faut vérifier auparavant que ab ne dépend pas des choix particuliers de a et b dans
les classes z et y. Soient donc a’ et b’ deux entiers tels que @ = a’ et b = /. On a donc
a = d' [n] et b = [n]. Les lois d’opérations sur les congruences nous apprennent que
ab = a'b’ [n], c’est-a-dire ab = a/V/. La quantité ab ne dépend donc pas du choix de a et
b mais uniquement de @ et b. On peut donc définir sans ambigiiité

ab = ab.

Proposition. Le triplet (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif.

Démonstration. On a déja vu que le couple (Z/nZ,+) est un groupe commutatif. Il faut
donc vérifier que la loi - est commutatif, associative, distributive par rapport a + et
possede un élément neutre. Vérifions la commutativité : si x et y sont deux éléments de
Z/nZ, il existe des entiers a et b tels que =@ et y = b. On a alors

xy = ab = ab = ba = yuz,

I’égalité de la deuxieme ligne se déduisant de la commutativité de la multiplication dans
Z. L’associativité se déduit de fagon analogue de 'associativité de la multiplication de
Z. Comme la loi - est commutative, il suffit de vérifier la distributivité a gauche pour
avoir également la distributivité a droite. Si x, y et z sont trois éléments de Z/nZ et a,
b, c trois entiers tels que x =@, y =bet 2z =7¢, on a

r(y+z)=alb+e)=ab+c
=a(b+c)=ab+ ac
= ab+ ac = ab+ ac

=zxy + xZ2.

Il reste a vérifier que - possede un élément neutre. L’élément 1 fait parfaitement 1’affaire
car, pour tout a € Z, on a 1la = la = @ et par commutativité, al = a. O
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Exemple. Voici par exemple, la table de multiplication dans Z/67Z :

012345
0/{0 00 O0OO0O
I1/01 2345
2/0 240214
3/0 3030 3
410 4 2 0 4 2
5/0 54321

Théoréme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est premier;
(ii) Uanneau Z/nZ est intégre ;

(#ii) Uanneau Z/nZ est un corps.

Démonstration. Nous allons démontrer ces équivalences en prouvant que (i) = (i1) =

Montrons (i) = (i7). Supposons donc que n est un nombre premier. En particulier
n > 2, donc 1 # 0 et 'anneau a au moins deux éléments. Montrons que si x et y sont
deux éléments de Z/nZ tels que zy = 0, alors © = 0 et y = 0. Soient a et b deux entiers
tels que © = @ et y = b. L’égalité xy = 0 se traduit par ab = @b = 0, c’est-a-dire n | ab.
Comme n est un nombre premier, on a n | @ ou n | b, c’est-a-dire @ = 0 ou b = 0. Ainsi
Panneau Z/nZ est inteégre et (i = est vérifié.

Montrons (ii) = (4i7). On suppose donc que 'anneau Z/nZ est intégre. L’anneau
Z/nZ est donc un anneau integre et de cardinal fini. On a déja vu qu’un tel anneau est
automatiquement un corps. On a donc (i77).

Montrons (ii) = (). Supposons que Z/nZ est un corps. Remarquons déja que Z/nZ
est un corps, il a donc plus de deux éléments, ce qui implique n > 2. Soit a € Z un entier
tel que n { a. Alors @ = 0. Comme Z/nZ est un corps, 'élément @ est inversible et il
existe donc b € Z tel que @b = 1 autrement dit ab = 1 [n]. Il existe donc un entier k € Z
tel que ab = 1 + kn. 1l s’agit d’une relation de Bezout entre a et n et donc a An = 1.
Sid > 1 est un diviseur de n tel que d < n, on a alors n | d et d’apres ce qui précede,
d An = 1. Comme par ailleurs d | n, on a d An = 1 donc d = 1. On en conclut que
n est un élément de N ayant exactement deux diviseurs positifs, c’est donc un nombre
premier. O

Exemple. L’anneau Z/5Z est un corps. On a en effet 77'=33'=2,17'=1

De fagon générale, on a une caractérisation des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ.

Théoréme. Soit n > 2 et soit a € Z. L’élément a est inversible dans Z/nZ si et
seulement si a et n sont premiers entre eut.
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Démonstration. En effet, on a

ac (Z/n2)* &3beZ, ab=1
s3IeZ, ab=1
< 3deZ, ab=1[n]

s 3Abk)eZ? ab+kn=1
Alnsi a est inversible si et seulement si a et n sont premiers entre eux. ]

Remarque. Déterminer 'inverse de @ dans Z/nZ se fait donc en recherchant une rela-
tion de Bezout entre a et n : si b et k sont deux entiers tels que ab + kn = 1, on a alors
——1 T
a =b.

4.3.2 Le petit théoreme de Fermat

Nous allons utiliser la structure d’anneau de Z/nZ pour démontrer quelques résultats
d’arithmétique.

Théoréme. Soit p un nombre premier et soit a € Z un entier non multiple de p. On a
alors aP~t = 1[p)].

Démonstration. Le nombre p est premier. On sait donc que "anneau Z/pZ est un corps.
Le goupe ((Z/pZ)*,-) est donc un groupe fini de cardinal p — 1. Comme p { a, on a
a # 0 et donc, puisque Z/pZ est un corps, a € (Z/pZ)*. Or il découle du corollaire au
théoreme de Lagrange que l'ordre de tout élément de (Z/pZ)* divise p—1. On en déduit
que @?~! = 1. Cette dernicre égalité est bien équivalente a la congruence a?~! = 1[p]. O

Corollaire. Sia € Z et si p est un nombre premier, on a a? = a[p].

Démonstration. Si p | a, la congruence est immédiate car a = 0[p]. Si p 1 a, le petit
théoréme de Fermat implique que a?~! = 1[p]. En multipliant cette congruence par a,
on a donc a? = a|p]. O

Exemple. Détermions le reste de la division de 50 par 397. Comme 397 est premier,
le petit théoréme de Fermat implique que 53 = 1[397]. On a donc

5100 = 51 = 625 = 328[397].
Comme 328 < 397, le reste recherché est 328.

Remarque. Si p est un nombre premier, 'anneau Z/pZ est un corps ayant exactement
p éléments. Les seuls autres exemples de corps vus jusqu’a présent étaient Q, R et C.
On voit donc qu'il existe également des corps finis. Le corps Z/pZ a des propriétés tres
étranges car, d’apres le corollaire au petit théoreme de Fermat, on a 2 = x pour tout
élément de Z/pZ. Ces corps finis sont pourtant des objets trés important en arithmétique
et sont méme au coeur de la plupart des procédés de cryptographie actuels.



4.3. L’ANNEAU Z/NZ o7

4.3.3 Le théoréme des restes chinois

Dans cette section nous allons comparer différents anneaux Z/nZ. Nous allons donc
utiliser la convention suivante. Si a € Z, on note @, sa classe dans Z/nZ. Si d > 1 est un
diviseur de n et @, € Z/nZ, 'élément ay € Z/dZ ne dépend que de a, et non de a. En
effet si a et o’ sont deux entiers tels que @, = a’,, on a a = d/, c’est-a-dire n | (a —d’) et,
puisque d | n, d | (a — a’). On en déduit que @y = /4. On a donc défini une application

Z/nZ — Z)dZ
Qp, — aq

Théoréme. Soient m > 1 et n > 1 deux entiers premiers entre eux. L’application

Z/mnZ — Z/mZ x L/nZ
Qmn — (amaan)

est un isomorphisme d’anneaur.

Démonstration. Commengons par vérifier que ¢ est un morphisme d’anneaux. Il faut
vérifier que, pour tout a et b dans Z, on a

©(@mn + an) = o(@mn) + Sp(gmn) et ‘P(amngmn) = Sp(amn)@(gmn)~
Vérifions-le pour 'addition, le cas de la multiplication est similaire.

@(amn + an) = @(a + bmn) = (CL + bma a+ bn)
= (am +Bmyan +Bn) - (am;an) + (Bn’wgn)

= ©(@mn) + ¢ (bmn)
Il faut ensuite montrer que ¢ est une bijection. Comme les deux ensembles Z/mnZ et
Z/mZ x Z/nZ ont le méme nombre d’éléments : mn, application ¢ est bijective si et
seulement si elle est injective. Il sufffit donc de prouver qu’elle est injective. Comme ¢
est en particulier un morphisme de groupes additifs, il suffit de prouver que Ker(p) est
Iensemble {0,,,}. Vérifions-le! Soit = € Ker(p) et soit a € Z tel que £ = Gy On a
alors ©(@mn) = (O, 0y,), c’est-a-dire (@m, @n) = (0, 0,). Ainsi m | a et n | a. Comme m
et n sont premiers entre eux, on en déduit que mn | a, c’est-a-dire £ = Gy, = 0. On
a donc bien montré que Ker(¢) = {0, } et donc que ¢ est injective. Comme expliqué
plus haut, ceci implique que ¢ est bijective et est donc un isomorphisme d’anneaux. [

Remarque. 1) SimAn =1, on en déduit en particulier que les groupes (Z/mnZ, +)
et (Z/mZ,+)x(Z/nZ,+) sont isomorphes. On en conclut que le produit de deux groupes
cycliques de cardinaux premiers entre eux est un groupe cyclique.

2) On peut reformuler la surjectivié de ’application ¢ de la fagon suivante : si (a, b) €
Z? et si m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux, il existe ¢ € Z tel que

{c:a[m];
c=bln].

De plus, ’entier ¢ est unique modulo mn.
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3) Il existe une méthode pour déterminer explicitement un entier ¢ comme ci-dessus.
Commencgons par rechercher des entiers « et 5 tels que

{azl[m] {BEO[m]
a=0[n] B =1]n]

On peut alors poser ¢ = aa+bf et ¢ convient. Trouver « revient a déterminer un multiple
de n congru & 1 modulo m, c’est-a-dire un entier k tel que kn = 1[m], ou encore un
entier k et un entier ¢ tels que kn = 1 + ¢m. Il s’agit donc de déterminer une relation
de Bezout, ce que I'on sait faire explicitement en remontant I’algorithme d’Euclide. On
peut déterminer un entier S comme ci-dessus de fagon analogue en inversant les roles de
m et n.

4.3.4 La fonction indicatrice d’Euler

On définit une fonction ¢ : N* — N* en posant ¢(1) =1 et, si n > 2,
en)=H{0<k<n—-1:kAn=1}

le nombre d’entiers premiers & n entre 0 et n. Remarquons que, puisque kAn = (k-+n)An,
©(n) est aussi égal au nombre d’entiers premiers avec n et compris entre a et a +n — 1,
et ceci quelque soit la valeur de a.

Exemple. On a ¢(6) = 2.
Remarque. 1) Sin > 2, 'entier ¢(n) est égal au cardinal du groupe fini (Z/nZ)*.
En effet, on a k An =1 si et seulement si k € (Z/nZ)*.

2) Si p est premier, 'anneau Z/pZ est un corps, on a donc
(z/pZ)* ={1,...,p—1}

et donc ¢(p) =p — 1.

Le résultat suivant permet de calculer rapidement ¢(n).

Théoréme. 1) Sim et n sont dans N* et vérifient mAn =1, on a p(mn)e(m)p(n).

-Pp

« a—1

2) Sip est un nombre premier et o € N*, on a o(p®) =p
Démonstration. Si m et m sont premiers entre eux, les anneaux Z/mnZ et Z/mZ X
Z/nZ sont isomorphes. On en déduit que les groupes (Z/mnZ)* et (Z/mZ x Z/nZ)*
sont isomorphes. Ils ont en particulier le méme cardinal. Comme (Z/mZ x Z/nZ)* =
(Z/mZ)* x (Z/nZ)*, on en conclut que les groupes (Z/mnZ)* et (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
ont le méme cardinal, c’est-a-dire ¢(mn) = ¢(m)p(n). Ceci nous donne 1).

Soit maintenant p un nombre premier et & > 1. Un entier 1 < k < p® n’est pas
premier & p® si et seulement si il est divisible par p. Il y a exactement p®~! multiples de
p compris entre 1 et p®. On en conclut qu’il y a p® — p®~! entiers premiers & p® compris
entre 1 et p®, c’est-a-dire p(p®) = p® — p®~1. On a démontré le point 2). O
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Exemple. On a 63 =9 x 7, donc ¢(63) = ¢(9)¢(7) =6 x 6 = 36.

Le résultat suivant est une généralisation du petit théoreme de Fermat.

Théoréme (Euler). Soit n > 2 un entier et soit a € Z premier avec n. On a alors
a?™ = 1]n].

Démonstration. Comme a est premier avec n, on a @ € (Z/nZ)* et ce groupe est par
définition de cardinal ¢(n). On déduit donc du corollaire au théoréeme de Lagrange que
a?(") =T clest-a-dire a?™ = 1[n). O
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Chapitre 5

Polynomes

5.1 L’anneau des polynoémes

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Le but de ce chapitre est de donner un sens
puis d’étudier des sommes formelles du type X3 — X2 +aX +b ol a et b sont des éléments
de A. Nous les appellerons des polynémes. Commengons par en donner une définition
formelle.

On note A[X] I'ensemble des suites (ay,)n>0 qui sont presque nulles, c’est-a-dire pour
lesquelles il existe un entier N > 0 tel que que a, = 0 pour n > N. On définit deux lois
de composition internes sur cet ensemble.

— Une addition, définie par
(an)n>0 + (bn)n>0 = (an + bn)n}O'

— Une multiplication, définie par

n
(an)nZO : (bn)n20 = (Cn)n207 avec Cp = Zaibn—i-

i=0
Remarquons que cette opération est bien définie, c’est-a-dire que la suite (¢p)n>0
est effectivement presque nulle. Il existe en effet des entiers Ny et N tels que a,, =0
sin> Njetb,=0sin> Ny On en déduit que a;b,_; =0sin > N+ No—1 et
0 < i < n, ce qui implique ¢, = 0 pour n > N + Ny — 1. La suite (¢, )n>0 est donc
presque nulle.

Proposition. Le triplet (A[X],+, X) est un anneau commutatif.
Démonstration. La loi 4+ est associative et commutative. La suite nulle est un élément
neutre pour + et tout élément (a,)n>0 a pour inverse (—ay)n>o pour la loi +. Ainsi

(A[X],+) est un groupe commutatif.

61
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La loi de multiplication est visiblement commutative. Vérifions qu’elle est associative.
Pour cela il suffit de vérifier que, pour toutes suites presque nulles (ay,)n>0, (bn)n>0 €t
(cn)>0, On a

n

n—i n %
Z a; Z ban,Z',j = Z Z ajbi,j Cp—i-
3=0

=0 i=0 \j=0

Cela se vérifie en développant ces sommes et en remarquant qu’elles sont toutes deux
égales a la somme finie
Z aibjck.

120,j20,k>0
i+j+k=n

La loi de multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a la loi
d’addition. Comme on sait qu’elle est commutative, il suffit de vérifier la distributivité
a gauche. Si (an)n>0, (bn)n>0 sont trois éléments de A[X], on a bien

Z a;(bp—i + cn—i) = (Z aibn—z') + (Z aicn—i> .
i=0 i=0

i=0
Enfin la loi x posséde un élément neutre, il s’agit de la suite

Aax) = (14,04,...,04,...).

Ainsi le triplet (A[X],+,) est un anneau. O

Nous allons maintenant changer définitivement de notation pour désigner les éléments
de A[X]. On pose
X =(04,14,04,...,04,...).
On vérifie immédiatement que, pour tout m > 0, Pélément X™ € A[X] est la suite
(an)n>0 OU @y = 14 et a, =0 sin # m.

Si a € A, on note simplement a 1’élément (a,04,04,...) € A[X]. Ainsi la suite
(an)n>o telle que a, = asin =m et a, =04 si n # m peut encore s’écrire sous la forme
a-X™.

On en conclut quun élément (a,)n>0 de A[X] peut s’écrire sous la forme

danX"=ap+a X +a X+ ap X"+

n=0

cette somme étant finie, car si a, =04, on a ap X™ = 04x]-

Un élément de A[X] est appelé un polyndme a coefficients dans A et de variable X.

Exemple. Si A = Z, I'élément 2X + X2 est un polyndme & coefficients dans Z.
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Remarque. 1) L’application de A dans A[X] envoyant a sur 1'élément aX® =
(a,04,...) est un morphisme injectif d’anneaux. On utilise ce morphisme pour identifier
A a un sous-anneau de A[X]. C’est une raison supplémentaire pour noter simplement a
Iélément (a,04,04,...). Les éléments de ce sous-anneau de A[X] sont appelés polynomes
constants.

2) Si P € A[X] est un polynéme, on désignera parfois P par la notation P(X) si on
veut mettre en valeur la variable du polynome.

5.2 Le degré d’un polynéme

Soit P = 3,>0anX™ un polynéme. Si P # 04(x], 'ensemble {n € N : a,, # 04} est
une partie non vide et finie de N. Cette partie possede donc un plus grand élément appelé
degré de P(X) et noté deg(P). L'élément agee(p) est alors appelé coefficient dominant
du polynéme P.

Exemple. Si A = Z, le polynéme P = 2X3 +1 est de degré 3 et de coefficient dominant
2.

Par convention, on pose deg(04x] = —00. Les polyndmes constants sont donc les
polynomes de degré 0 ou —oo.

Proposition. Supposons que l'anneau A est intégre. Si P et Q sont deux éléments de
A[X], on a alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

(avec la convention que —oo + x = —oo pour tout © € NU {—o0}).

Démonstration. Supposons P et @) tous les deux non nuls, la formule étant immédiate
dans le cas contraire. Posons m = deg(P) et n = deg(Q). On peut donc écrire

P=>) aX'et Q=) bX"
1=0 1=0

Posons PQ = 3", ¢; X? avec, par définition, ¢; = > =0 ajbi—j.

Sii>2m+n+1leti=j+kavec j,k > 0, on a nécessairement j > m + 1 ou
k> n+1, donc a;b;—; = 04. Ceci implique que ¢; = 0 pour ¢ > m+mn+1. On en conclut
déja que deg(PQ) < m + n.

Si (j, k) € N? vérifie j + k = m + n, on a alors a;by = 04 lorsque (j,k) # (m,n). On
en conclut que ¢4y, = Gyby,. Comme 'anneau A est intégre et que a,, # 04 et b, # 04,
on a amb, # 04 et donc deg(PQ) = m + n = deg(P) + deg(Q). O

Remarque. 1) La preuve précédente montre plus précisément que si 'anneau est
integre, le coefficient dominant d’un produit de polyndémes non nuls est le produit des
coefficients dominants.
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2) Le résultat de la proposition est faux si I'anneau A n’est pas supposé integre.
Considérons par exemple le cas ou A =Z/67Z et

P=2X+1, Q=3X?+A4.

On a alors PQ = 6X% +3X2+2X +1 = 3X2 4+ 2X + 1 et donc deg(PQ) = 2 <
deg(P) + deg(Q).

Corollaire. Si l'anneau A est intégre, l'anneau A[X] est intégre.

Démonstration. En effet supposons que P et ) sont deux éléments non nuls de A[X].
Alors la proposition montre que deg(PQ) # —oo, donc que PQ # 04(x)- O

Corollaire. Si A est un anneau intégre, les éléments inversibles de A[X] sont les poly-
nomes constants de la forme aX® ou a est inversible dans A.

Démonstration. Soit P € A[X]*. Il existe alors un polynéme @ € A[X] tel que PQ =

Lax) = 14X°. On a donc deg(P) + deg(Q) = 0, ce qui implique deg(P) = deg(Q) = 0.

Il existe donc a et b dans A tels que P = aX? et Q = bX" tels que ab = 14. On en
conclut que a € A*.

Réciproquement, si a € A* le polyndome a X" est inversible d’inverse a ! X° € A[X].

[

Corollaire. Si K est un corps, les éléments inversibles de K[X] sont exactement les
polynomes constants non nuls.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent en tenant
compte du fait que les éléments inversibles de K sont exactement les éléments non
nuls de K. O

Nous allons désormais essentiellement considérer des polyndémes a coefficients dans
des corps.

5.3 Division euclidienne dans K[X]

Soit K un corps commutatif.

5.3.1 Division dans K[X]

Si A et B sont deux éléments de K[X], on dit que B divise A et on note B | A s'il
existe un élément C' € K[X] tel que A = BC. Dans ce cas on dit aussi que B est un
diviseur de A ou encore que A est un multiple de B.
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Exemple. Dans 'anneau R[X], le polynéme X + 1 divise X2 — 1 car on peut écrire
X2 1=(X-1)(X+1).

Par contre le polynéme X ne divise pas X 4 1, on ne peut pas trouver de polynéme C
tel que X +1 = XC.

Remarque. En fait la notion de division ne fait appel a aucune propriété particuliere
de 'anneau K[X]. On pourrait, de fagon plus générale, définir la notion de divisibilité
dans tout anneau commutatif. Dans un anneau non commutatif, il faudrait distinguer
la notion de divisibilité a droite et de divisibilité a gauche.

5.3.2 La division euclidienne

Comme dans Z, si on ne peut pas toujours diviser par un polyndéme non nul dans
K[X], on peut néanmoins faire une division euclidienne.

Théoréme. Soient P et D deux éléments de K[X] tels que D # Ok x. Il existe alors
un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que P = QD + R et deg(R) < deg(D).

L’élément @ est appelé le quotient de la division euclidienne de P par D et R le reste.

Démonstration. Commengons par prouver 'existence de (@, R). Remarquons déja que
si deg(P) < deg(D), alors on peut prendre @ = Ogx) et R = P.
Raisonnons alors par récurrence généralisée sur le degré de P. Si deg(P) = —o0, on

est dans le cas ou deg(P) < deg(D) qui a déja été traité.

Supposons donc l'existence de la division euclidienne de P par D prouvée pour tout
polynéme P de degré < N. Soit P un polynéme de degré N + 1. Le cas ou deg(P) <
deg(D) a déja été vu, on peut donc supposer de plus que deg(P) > deg(D). Notons
n = deg(D), pny1 le coefficient dominant de P et d,, le coefficient dominant de D.
Comme d,, € K ~ {0}, I’élément d,, est inversible dans K et on peut donc poser

Py =P —pyd, ' XN D,

Le polynéme pyy1d, ' X N+1=nD est de degré N + 1 et de coefficient dominant py1,
on en conclut que P et pyy1d, ' XV 17" D ont méme degré N + 1 et mémes coefficients
dominants, donc que leur différence P; est de degré < N. Par récurrence, il existe
(Q1, Ry) € K[X]? tel que P| = Q1D + Ry et deg(R1) < deg(D). On peut donc écrire

P = Pi+pni1dy, ' XN D = Qi D4+ Ri+py41dy, ' XV T"D = (Qu4pniad, ' XN D4Ry

On peut donc prendre Q = Q1 + pyy1d,; ' XN+ et R = Ry.

Montrons & présent 'unicité de la division euclidienne. Supposons qu’il existe des
couples (@1, R1) et (Q2, R2) tels que

P=QiD+ Ry =Q2D+ Ry
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et deg(R1), deg(R2) < deg(D). On a alors
Ry — Ry = (Q2 — Q1)D.
Supposons par I’absurde que Q2 — Q1 # 0. On a alors
deg(R1 — Rp) = deg(D) + deg(Q2 — Q1) > deg(R1 — Ra).

Comme par ailleurs deg(R; — R2) < deg(D), on aboutit & une contradiction. On en
conclut que @2 = @1 et donc que R; = Rs. O

Remarque. Pour effectuer une division euclidienne dans K[X], on peut la poser comme
dans Z. Donnons I’exemple en effectuant la division euclidienne de X3 +1 par X2+ X +1
dans R[X].

X3+1 X2+ X+1
—X(X*2+ X +1) X -1
=-X?2-X+1
—(—X?2-X-1)

=2

Ainsi X2+ 1= (X - 1)(X2+ X +1)+2.

5.3.3 Idéaux de K[X]

On rappelle qu’un idéal de K[X] est une partie I C K[X] telle que (I,+) est un
sous-groupe de (K[X],+) et telle que, pour tout A € I et B € K[X], AB € I.

Exemple. Si D € K[X], on note DK[X] '’ensemble des multiples de D, c¢’est-a-dire
DK[X]={DA: A e K[X]}.
Un tel idéal est appelé un idéal principal de K[X].

Remarquons que D | P si et seulement si P € DK[X], ainsi DK[X] est ’ensemble
des multiples de D.

Remarque. La notion de divisibilité dans K[X]| peut encore se reformuler en termes
d’idéaux. Si A et B sont dans K[X], on a B | A si et seulement si AK[X] C BK[X]. En
effet, on a

B| A< Aec BK[X]| < AK[X] C BK[X].

Théoréme. Soit I un idéal de K[X]. Alors I est un idéal principal. Autrement dit il
existe D € K[X] tel que I = DK[X].

Démonstration. Si I = {0}, alors I = Og(x]K[X]. Supposons donc I # {0}. On peut
donc choisir D € I \ {Og[x} de degré minimal. Montrons alors que I = DK[X].
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Comme D € I et que I est un idéal, on a DK[X] C I. Montrons l'inclusion réci-
proque. Soit P € I. Effectuons la division euclidienne de P par D. On a P = QD + R
avec deg(R) < deg(R). Mais alors P € I et, puisque I est un idéal, @D € I. On en
conclut que R € I. Comme deg(R) < deg(D) et que D est de degré minimal parmi
les polynémes non nuls de I, on a nécessairement R = 0 et donc P = QD € I. Ainsi
I C DK[X] et finalement I = DK [X]. O

Soient A et B deux polynémes non nuls de K[X]. On dit que A et B sont associés
s’il existe un élément A € K* tel que B = \A.

Remarque. 1) La relation « A est associé & B » est une relation d’équivalence sur
I'ensemble K[X] \ {Oxx]}-
2) Deux polynomes A et B sont associés si et seulement si A | B et B | A.

3) Tout polynéme P € K[X] \ {Ogx]} est associé a un unique polyndéme unitaire,
¢’est-a-dire un polynoéme de coefficient dominant égal a 1x. En effet si A est le coefficient
dominant de P, alors A™'P est unitaire. L’unicité provient du fait que si A et B sont
associés et unitaire, on peut écrire B = AA, mais en comparant les coefficients dominants,
on trouve A = 1g et donc B = A.

4) Deux polynomes A et B sont associés si et seulement si AK[X] = BK[X].

Corollaire. Soit I un idéal de K[X] différent de {0}. Il existe alors un unique polynome
unitaire D tel que I = DK[X].

5.3.4 PGCD de deux polynémes

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents a 1’étude du PGCD dans
KI[X].

Soient A et B deux polynémes de K[X] tels que (A, B) # (Ox[x),0x[x])- On peut
considérer ’ensemble

I = AK[X]+ BK[X] = {AP + BQ: (P,Q) € K[X]*}.

On vérifie facilement que c’est un idéal de K[X]. De plus, puisque (4, B) # (0x(x], 0k[x]);
on a I # {Ogx)} et il existe un unique polynéme unitaire D tel que

AK[X]+ BK[X] = DK[X].
Le polynome D est alors appelé PGCD de A et B et noté A A B.

Proposition. Soit C € K[X]. Ona C | A et C | B si et seulement si C | AN B.

Démonstration. En effet si C' | A, on a AK[X] C CK[X]. De méme C | B implique
BK[X] C CK[X]. Ainsi, si C | Aet C | B, on a AK[X]|+ BK[X] C CK[X] et donc
(AN B)K[X] C CK[X], c’est-a-dire C' | (A A B). Réciproquement, puisque AK[X] +
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BK[X]=(AANB)K[X],ona A€ (AANB)K[X] et Be (ANB)K[X], donc ANB| A
et AA B | B. On en conclut que tout diviseur de A A B est un diviseur commun a A et
B. O

Remarque. De méme que dans Z, on peut utiliser I’algorithme d’Euclide dans K[X]
pour calculer explicitement le PGCD de deux polynomes.

Définition. Soient A et B deux polynomes de K[X] tels que (A, B) # (0,0). On dit que
A et B sont premiers entre eux st AN\ B = 1g(x].

On voit que
ANB=1&1€ AK[X|+ BK[X| < AK[X]+ BK[X]| = K[X]

ainsi A A B = 1 si et seulement si il existe des polynémes U et V de K[X] tels que
AU + BV = 1. Une paire (U, V) vérifiant cette propriété est appelée relation de Bezout.
Pour déterminer une relation de Bezout dans K[X], la méthode est exactement la méme
que dans Z, au moyen de l'algorithme d’Euclide et de la division euclidienne.

Proposition (Lemme de Gauss). Soient A, B,C des éléments de K[X] tels que A # 0,
A|BC et ANB=1. On aalors A|C.

Démonstration. Comme AN B =1, il existe U et V dans K[X] tels que AU + BV = 1.
On en déduit qu C' = ACU + BCV. Comme A divise AC et BC, on en conclut que
A|C. O

Corollaire. Soient A, B,C trois éléments de K|[X] tels que A et B sont non nuls,
ANB=1,A|C et B|C. Alors AB | C.

Démonstration. Comme A | C, on a C = AU avec U € K[X]. Ainsi B | AU. Comme
AN B =1, le lemme de Gauss implique que B | U et donc AB | AU = C. O

5.3.5 Polynoémes irréductibles

Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible dans K[X] si P est non constant et si
les seuls diviseurs de P sont les polynémes constants non nuls et les polynémes associés
a P.

Remarque. La notion de polynéme irréductible dans K[X] est I’analogue de la notion
de nombre premier dans Z.

Exemple. 1) Les polynoémes de degré 1 sont toujours irréductibles. En effet, si
deg(P) =1etsi Q| P, on adeg(Q) =0 et Q est constant non nul ou deg(Q)) = 1. Dans
ce cas on peut écrire P = QR avec deg(R) = 0 de sorte que R est constant non nul et
donc que @ est associé a P.
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2) Le polynéme X2 + 1 est irréductible dans R[X]. En effet si Q est un diviseur
de X2 + 1 qui n’est de degré ni 0 ni 2, alors deg(Q) = 1. On peut donc écrire P =
(X —a)(X —0) avec a et b dans R. En développant cette égalité, on a a+b =0 et ab = 1.
Ceci implique a € {i, —i}, ce qui est absurde.

3) Dans C[X],on a X2+ 1= (X —i)(X +1). Le polynome X2 + 1 n’est donc pas
irréductible dans C[X] : il est divisible par X — i qui n’est pas constant ni associé a
X2+ 1.

Proposition. Soit P € K[X] un polynome irréductible.
(i) SiAe K[X] et PtA, ona ANP =1.
(ii) Si A,B € K[X] et P | AB, alors P| A ou P | B.

Démonstration. Le PGCD A A P est un diviseur de P. Si P 1 A, alors A A P n’est pas
associé a P et donc que A A P est une constante non nulle. Comme A A P est par ailleurs
unitaire, on a AA P = 1.

Si P| AB etsi Pt A, alors AANP =1 et, d’apres le lemme de Gauss, P | B. O

5.3.6 Factorisation en produit d’irréductibles

Théoréme. Tout polynome non constant de K|[X]| se décompose de fagon unique, d

Uordre prés, sous la forme N[[i_; P ou X € K*, les P; sont des polynomes irréductibles

distincts et les «; des éléments de N*.

5.4 Racines d’un polynome

Soit K un corps.

5.4.1 Fonction polynomiale
Soit P = Y"1 a; X" € K[X]. On appelle fonction polynomiale associée & P la fonction

~ K — K
P r o S _jat
i=0 T

Ainsi, si P € K[X] et z € K, P(x) est un élément de K.
Proposition. Si P,Q € K[X], on a

Ve e K, P+Q(z)=Px)+ Q)
PQ(x) = P(2)Q(x).
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Démonstration. Nous prouvons uniquement la deuxiéme inégalité, la premiere étant plus
simple. On écrit P = 37" a; X" et Q =377 10;X7. Sizx € K, on a

P(z)Q(z) = (i a,-w’) (i ijj> = zm: z": aibjz't
i=0 =0

i=0 j=0
m+n k .
— Z (Z aika-) zF = PQ(z). O
k=0 \i=0

Remarque. Sile corps K est fini, il est possible que P= C~2 alors que P # . Considé-
rons par exemple K = Z/pZ avec p un nombre premier et P = X, @ = XP. On a alors,
par le petit théoréme de Fermat,

Vo e Z)pZ, Q(z) = zP = 2P(x).

La notation P est utile pour bien différencier la fonction polynomiale P du polynéme
P. Elle est cependant un peu lourde. On notera donc désormais P(z) = P(z) pour z € K.

5.4.2 Racines

Soit P € K[X] et x € K. On dit que x est une racine de P si P(z) = Og.

Exemple. L’élément a est une racine du polynéme X — a. Dans C, i est une racine du
polynéme X2 + 1.

Proposition. Soit z € K et P € K[X]. Alors x est une racine de P si et seulement si
(X —z) | P dans K[X].

Démonstration. On effectue la division euclidienne de P par X — z. On a donc P =
(X —2)Q + R avec deg(R) < deg(X — x) = 1. Ainsi R est un polynoéme constant.
Comme P(z) = R(z), le polynéme R est constant de valeur P(x). Alors (X — z) divise
P si et seulement si R = On c’est-a-dire si et seulement si P(x) = Ok O

Théoréme. Soit P € K[X]| un polynome non constant de degré n. Alors le nombre de
racines de P est < n.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n > 1. Sin = 1, P est de la
forme aX + b avec a # Og. Alors P a une unique racine, donnée par —g. Supposons le
résulat démontré pour une valeur n. Soit P un polynéme de degré n + 1. Si P n’a pas
de racine dans K, le résultat est vrai. Si P a une racine x € K, alors (X —z) divise P et
on peut écrire P = (X — x)Q. Le polynéme @ est alors de degré n et, pour y € K, on a

Py) =0k & (y —2)Q(y) = 0x & y —x = 0 ou Q(y) = O
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(noter que l'on a utilisé ici I'intégrité de K). Ainsi ’ensemble des racines de P est inclus
dans 'union de l'ensemble des racines de @ et de {x}. Par récurrence, ’ensemble des
racines de () est de cardinal < n donc ’ensemble des racines de P est de cardinal
<n—+ 1. OJ

Corollaire. Soient P et Q dans K[X] de degrés < n. S’il existe n+1 éléments x1,...,Tnt1 €
K tels que P(z) = Q(x), alors P = Q.

Démonstration. Comme P et @) sont de degrés < n, on a deg(P — Q) < n. Le polynéme
P — @ est donc de degré < n et possede au moins n + 1 racines dans P. Il est donc de
degré < 0, c’est-a-dire constant. Comme il s’annule en au moins un élément de K, c’est
le polynéme nul, c’est-a-dire P = Q. O

Corollaire. Si K est infini et si P =Q, alors P = Q.

Démonstration. Soit n > max(deg(P),deg(Q)). Comme K est infini, il existe au moins
n + 1 éléments distincts z1,...,zp+1dans K. Comme P = @, on a P(x;) = Q(z;) pour
1<i<n+1etdonc P=Q. O

5.5 Polyndmes irréductibles de R[X], C[X], corps algébri-
quement clos

5.5.1 Corps algébriquement clos

Commengons par quelques remarques générales sur les polynémes irréductibles.

1) Un polynéme de degré 1 est toujours irréductible.

2) Un polyndéme irréductible P ayant une racine est de degré 1. En effet, si x est une
racine de P, on a (X — ) | P. Comme (X — x) n’est pas constant et P est irréductible,
(X — z) est associé a P et deg(P) = deg(X —z) = 1.

3) Sideg(P) = 2, alors P est irréductible si et seulement si P n’a pas de racine dans
K. En effet, d’apres le point précédent, on sait que si P est irréductible, alors P n’a
pas de racine dans K (puisque deg(P) > 1). Réciproquement si P est réductible, il est
divisible par @ avec 0 < deg(Q) < 2, donc deg(Q) = 1. Mais alors Q = aX + b avec
a # 0 et donc —3 est racine de ) donc de P.

Proposition. Les deux assertions suivantes sont équivalentes !

(i) tout polyndome non constant admet une racine dans K ;

(ii) les polynéomes irréductibles de K[X| sont exactement les polynomes de degré 1.

Démonstration. Montrons que (i) = (ii). Supposons donc (i). Soit P un polynoéme
irréductible de K[X]. D’apres (i), le polynéme P posséde une racine z € K. On a déja
vu que ceci implique deg(P) = 1 et donc (i7).
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Réciproquement supposons (ii). Si P est un polynéme non constant, alors P est
divisible par un polynéme irréductible Q. D’apres (ii), on a deg(Q) = 1. Le polyndéme
Q étant de la forme aX + b possede un racine dans K, donc P également. Ceci prouve
(7). O

Définition. On dit qu’un corps est algébriquement clos s’il vérifie l'une des deuzx pro-
priétés ci-dessus (et donc automatiquement l'autre). Autrement dit, un corps K est al-
gébriquement clos si et seulement si tout polynéme non constant P € K[X| posséde au
moins une racine dans K.

Dans ce cours, on ne verra qu’un seul exemple de corps algébriquement clos.
Nous admettons le résultat suivant.

Théoréme (d’Alembert-Gauss). Le corps C des nombres complezes est algébriquement
clos.

Corollaire. Tout polyéome P € C[X]| non constant s’écrit de fagon unique sous la forme
'
=1

oti A € K*, x1,,x, sont des nombres complexes distincts et les o; des éléments de N*,

Exemple.

n—1
2mik

X'—1=][(X—e"n)
k=0

5.5.2 Irréductibles de R[X]

Soit P € R[X] de degré > 1. Soit z € C une racine de P dans C, qui existe puisque

C est algébriquement clos. Alors Z est aussi une racine de P. En effet, on peut écrire
P =3 ,a,X"avec a; € R. On a donc

n n
P(Z)=> aZ =) a7
i=0 =0

En conséquence, soit z € R et (X — 2) | P dans R[X], soit z € CNRet z # z de
sorte que (X —2) A (X —2z) = 1. Ainsi (X — 2)(X — z) | P dans C[X].

Lemme. Si P et Q sont dans R[X] et si Q | P dans C[X], alors Q | P dans R[X].
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Démonstration. Effectuons la division euclidienne de P par @ dans R[X]. On a donc
P = QQ' + R avec deg(R) < deg(R). L’unicité de la division euclidienne montre que
cette décomposition est également la division euclidienne de P par @) dans C[X]. Ainsi,
puisque @ | P, on a R = 0. Ainsi | P dans R[X]. dJ

Théoréme. Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynomes sui-
vants :
1) les polynomes de degré 1 ;

2) les polynomes de degré 2 sans racine dans R.

Démonstration. Nous avons déja vu que tous ces polynémes sont irréductibles. Montrons
que ce sont les seuls. Soit P € R[X] un polynéme irréductible de R[X]. Si P a une racine
dans R, alors, puisque P est irréductible, le polynéome P est de degré 1 et appartient a
la premiere famille. Si P n’a pas de racine dans R, il suit de la discussion précédant le
théoreme qu’il existe z € C \ R tel que (X — 2)(X — z) divise P dans C[X]. Mais alors
(X —2)(X —2) = X? — (2 +2)X + |2)?>. Comme 2z +Z = 2Re(z) € Ret |z]> € R, le
polynéme Q = X2 — (z + 2)X + |2|? est dans R[X] et il suit du lemme ci-dessus que
Q@ | P dans R[X]. Comme @ n’est pas constat et P est irréductible, le polynéme @ est
associé a P et donc deg(P) = deg(Q) = 2. Ainsi P est dans la seconde famille. O

Remarque. Le polynéme X2 + bX + ¢ € R[X] n’a pas de racine réelle si et seulement
si b? —4e < 0.

Corollaire. Soit P € R[X] non constant. La décomposition de P en produit d’irréduc-
tibles a la forme suivante

P = )\H(X — a,-)o‘i H(X2 +ij +Cj)’8j
i=1 j=1

ou A € R*, les a; sont des réels distincts, les (bj,c;) sont des couples de réels distincts
tels que b? —4c; <0, et les aj, Bj des entiers > 1.

5.5.3 Un exemple dans Q[X]

Les polynomes irréductibles de Q[X] sont beaucoup plus difficiles & classifier. Voici
un exemple montrant qu’il existe des polyndémes de tous degrés dans Q[X].

Proposition. Sin € N*, le polynome X™ — 2 est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons que X" — 2 posseéde un diviseur unitaire P € Q[X] tel que
1 < d=deg(P) <n—1 Comme X" —2 = [y, (X — 21/7¢) dans C[X], il existe
(1,...,(q dans U, tels que P = H,f-lzl(X — 2Y/7¢;) dans C[X]. Le terme de degré 0 de P
est alors

P(0) = (-1)%2%" ldI Gi
i=1
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et ce terme est un élément de Q. En prenant sa valeur absolue, on en conclut que
2d/n ¢ Q. Montrons que ce n'est pas possible. En effet, il existe alors deux entiers
aAb =1 tels que 2%/™ = 7, et donc a = 24/7p ce qui implique a” = 29", Comme d > 1,
on a2 | a CommeaAb=1,onadonc?2{b On a donc 2" | a® | 29" et, puisque
2Ab=1,2"| 2¢. (Pest absurde puisque d < n.

Ainsi il n’existe pas de P € Q[X] divisant X™ — 2 et de degré 1 < d < n—1, le
polynéme X™ — 2 est donc irréductible dans Q[X]. O

5.6 Dérivarions

Soit K un corps.

5.6.1 Définitions

Soit P = Y"1 ya; X" € K[X]. On appelle polynéme dérivé de P le polyndme

n—1
P = Z(Z + 1)ai+1Xi = na, X" + (n — 1)an,1X”_2 4+ +a.
1=0

Remarque. Si K = R, la fonction P : R — R est dérivable de dérivée P’. Le nom de
I’opération ainsi définie est donc bien justifié.

On définit alors par récurrence le polynéme P™ pour tout n > 1 en posant P() = P’
ot P+1) = (P,

Proposition. Si P et QQ sont deux éléments de K[X], on a les propriétés suivantes :
S (PHQ =P Q)
— pour N € K, on a (AP) = \P';
— (PQ) =P'Q+PQ;
— pourn >1, (PQ)™ = Yo (z)P(k)Q(n—k)'

Démonstration. C’est un calcul immédiat. La derniére formule se démontre par récur-
rence sur 7. O

Proposition. Si P € K[X], on a deg(P’) < deg(P) — 1. Si le corps K est Q, R ou C,
on a méme deg(P') = deg(P) — 1 dés que P est non constant.

Démonstration. Si P est de degré n, alors par définition P’ est de degré n— 1. Supposons
maintenant que P est degré n > 1 et que K est Q, R ou C. Alors P’ = na, X" ' +Q ot
Q@ est un polynoéme de degré inférieur ou égal a n — 2. On en conclut que, si na, # 0, le
terme dominant de P’ est na, et que P’ est de degré n — 1. Comme P est de degré n,
on a a, # 0 et na, =an,+ -+ a, # 0 dans Q, R ou C. O

n
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Remarque. L’hypothése K = Q,R,C est importante. Considérons par exemple p un
nombre premier et P = XP+ X dans Z/pZ[X]. Alors P' = pXP~1 +1 = 1 dans Z/pZ[X].
On a donc

deg(P') =0 < deg(P)—1=p— 1.

5.6.2 Formule de Taylor

On suppose dans cette partie que K est Q, R ou C.
Théoréme. Soit P € K[X] et soit xg € K. Alors, si deg(P) =n, on a

" Pk

Démonstration. Commengons par démontrer le cas ot 79 = 0. Posons P = > ;a; X°.
1l suffit de prouver que P*) (0) = klag. Cela se vérifie en prouvant par récurrence que
(X™FE) =0sik>met (X™)™ =m(m—1)---(m—k+1)X"Fsi k<m.

Pour traiter le cas général, on pose @ = P(X + xp). On vérifie alors que Q' =
P'(X + x) et, pour tout n > 1, Q) = P (X + ). Ainsi, d’aprés le cas 29 = 0, on a

" PW(20)
Q:];)TX

et donc
n

) (g
P=Q(X —z0)=) Pkso)(X — x0).
k=0 :

5.6.3 Multiplicité d’une racine

Soit P € K[X] non nul et soit 29 € K une racine de P. On appelle multiplicité de
o entier
My (P) = max{k > 1: (X — x0)* | P}.
On appelle racine simple de P une racine de P qui est de multiplicité 1.
Proposition. Supposons que le corps K est Q, R ou C. On a alors
(X —20)* | P& P(x0) = P'(x) = --- = P* V() = 0.

Démonstration. Remarquons que la formule de Taylor nous dit que le reste de la division
euclidienne de P par (X — x0)* est le polynéme

k=1 pi

P .
2 : ﬂ(x — o).
i—0 v
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Ce reste est nul si et seulement si P (z¢) =0 pour 0 <i <k — 1. O

On en déduit qu'une racine g de P est une racine simple si et seulement si P’(xg) # 0.



Chapitre 6

Fractions rationnelles

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif.

6.1 Le corps des fractions d’un anneau commutatif et in-
tegre

Soit A un anneau commutatif et intégre. On définit une relation binaire sur A x A~
{04} en posant
(a,b) ~ (c,d) < ad = be.

Vérifions qu’il s’agit d’une relation d’équivalence :

— elle est réflexive car (a,b) ~ (a,b) pour tout (a,b) € Ax A~ {04} puisque ab = ba
(Panneau est commutatif) ;

— elle est symétrique car
(a,b) ~ (¢,d) © ad =bc < cb=da < (c,d) ~ (a,b).

— elle est transitive, si (a,b) ~ (¢,d) et (¢,d) ~ (e, f), on ad = bc et cf = de. On en
déduit adf = bef = bde, donc afd = bed. Comme d # 04 et A est integre, on en
déduit af = be, c’est-a-dire (a,b) ~ (e, f).

On note alors Frac(A) 'ensemble des classes d’équivalence de A x A>{04}. Pour des
raisons qui vont tres vite devenir claires, on note § la classe de 1'élément (a, b).

Nous allons maintenant définir deux lois de composition internes sur Frac(A4). Si
(a,b) et (c,d) sont deux éléments de A x A~ {0}, on pose

a ¢ ad-+be a ¢ ac

b 4" bd b d
Il faut vérifier que cette définition est bien cohérente, c’est-a-dire que ¢ + ¢ défini ainsi
ne dépend que des classes de (a,b) et (c,d) et non des choix particuliers (a,b) de (¢, d)

7
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dans leurs classes. Il s’agit donc de vérifier que si (a,b) ~ (a’,V') et (¢,d) ~ (¢, d'), alors
(ad + be,be) ~ (a'd + V' b ). Vérifions-le! On a ab/ = a’b et ad’ = ¢/d, donc

(ad + be)b'd = adb'c’ + beb/'d = ab/dc’ + V' c'be = a’bed + V' 'be = (a'd' + b')be
de sorte que (ad + be, be) ~ (a'd' + '/, /). On fait de méme pour la loi -.

ll.:’roposition. Le triplet (Frac(A),+,-) est un corps commutatif de neutre 9 et d’unité

I
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. ]

On remarque que si (a,b) € A X AN {01} et A€ AN {04}, on a (Aa, \b) ~ (a,b) de

Aa __ a
sorte que 53 = 7.

Proposition. L’anneau Frac(A) est un corps commutatif.
Démonstration. On remarque que 7 = 0 si et seulement si (a,b) ~ (0,1) c’est-a-dire si

et seulement si a = 0. Soit donc § # Opyac(a), c'est-a-dire a # 0. L’élément 2 est donc
bien défini dans Frac(A), vérifions qu’il s’agit de I'inverse de 3. On a

ab ab 1
ga = % = I = 1Frac(A)'

O]

On considere 'application ¢ de A dans Frac(A) définie par ¢(a) = §. On vérifie
facilement qu’il s’agit d’'un morphisme d’anneaux qui est injectif car § = Oppac(a) si et
seulement si a = 04. On utilise cette application pour identifier A & un sous-anneau de
Frac(A) et on utilise la notation a pour désigner { si a € A.

Le corps Frac(A) est appelé corps des fractions de 'anneau integre A.
Exemple. Le corps des fractions de ’anneau intégre Z est le corps Q.

Définition. Si K est un corps commutatif, l’anneau des polynomes K[X]| est intégre et
commutatif, on peut donc construire son anneau de fractions que l’on note K(X). Ses
éléments sont appelés des fractions rationnelles.

Une fractions rationnelle & coefficients dans K est donc un élément de la forme %
ou A et B sont des polyomes & coefficients dans K et B # 0. Notons tout de suite que,
puisque I’on peut définir un PGCD dans K[X] et que tout polynéme non nul est associé
a un unique polynéme unitaire, on peut écrire une fraction rationnelle de fagon unique
sous la forme % ou A et B sont deux polynémes premiers entre eux et B est unitaire. On
appelle cette écriture forme réduite de la fraction rationnelle. Les racines du numérateur
de la forme réduite sont appelés les zéros de la fractions rationnelles et les racines du
dénominateur ses péles.
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Si F' € K(X), on appelle degré de la fraction rationnelle 'entier relatif deg(A) —
deg(B) ou A et B sont deux polynémes vérifiant F' = %. Notons que le degré de F' ne
dépend pas du choix des polynémes A et B, car si % = %, ona AD = BC et donc

deg(A) — deg(B = deg(C) — deg(D).

6.2 Décomposition en éléments simples

6.2.1 Partie entiére

Proposition. Soit ' € K(X), il existe alors un unique polynome E € K|[X]| et une
unique fraction rationnelle G tels que F = E 4+ G et deg(G) < 0.

Le polynéme E s’appelle alors la partie entiére de F' et G sa partie rationnelle.

Démonstration. Posons F' = % avec A et B dans K [X]. Effectuons la division euclidienne
de A par B. On a donc A = BQ + R avec deg(R) < deg(B) de sorte que

R

F=Q+ B

On peut alors poser £ = Q et G = %. Prouvons 'unicité. Si F' = E + G avec E € K[X]
et deg(G) < 0, en multipliant par B, on obtient A = BE + BG. Ainsi BG € K[X] et
deg(BG) < deg(B), on en déduit que E est nécessairement le quotient de la division
euclidienne de A par B et BG le reste. L’unicité suit de I'unicité du quotient et du reste
dans la division euclidienne de polynomes. O

6.2.2 Eléments simples

Lemme. Soient A et B deuz éléments de K[X] tels que deg(A) < deg(B). Supposons
que B = B1By avec By A By = 1. Il existe alors un unique couple (Ay, As) € K[X]? tel
que % = % + %; et deg(A4;) < deg(B;) pouri=1,2.

Démonstration. 1’égalité % = % + g—; est équivalente a I'égalité A = A1 By + AsBj.
Comme Bj A By = 1, le théoréeme de Bezout implique ’existence d’un couple (Up, Vp)
vérifiant UyBy + Vo B, = A.

Déterminons toutes les autres solutions de cette équation. Si UBy + VB = A, on a
(U—=Uy)Ba+ (V —=Vy)B1 =0 et donc By | (U —Up) puisque By A Ba = 1. On peut donc
écrire U = Uy + B1 P, pour P € K[X] et on en déduit V = Vj — B P. Comme un couple
de la forme (Up+ B1 P, Vy — Bo P) est visiblement solution de I’équation UBy+V By = A,
on en déduit que

UBy+ VB =A<« (UV) = (U + B P,Vy — ByP), P e K[X].
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Il existe une unique valeur de P pour laquelle deg(Up + B1 P) < deg(By), il s’agit du
quotient de la division euclidienne de —Uj par Bi. Posons alors A1 = Uy+ By P pour cette
valeur de P et Ay = Vy — BoP. 1l reste a vérifier que deg(A2) < deg(B2). On remarque
pour cela que AsB; = A — A1 By. Comme deg(A) < deg(B) = deg(Bi) + deg(Bz2) et
deg(A1B2) < deg(Bi) + deg(Bz2), on en conclut que deg(A2B;) < deg(Bi) + deg(Bs2) et
donc que deg(Az2) < deg(Bz). L’unicité du couple (Aj, As) est claire car, d’apres ce qui
précede, A; est unique, donc Ay également. O

Une conséquence de ce lemme est la suivante. Suppsons que A et B sont deux
polynomes avec deg(A) < deg(B). Décomposons B = B{*--- B ou les By,...,B,
sont des polyndmes irréductibles non associés deux a deux. Il existe un unique r-uple
(A1,...,Ay) € K[X]" tel que

A A A,
=t
B~ B™ B
et deg(A4;) < deg(B;") poui=1,...,r. La preuve se fait par récurrence sur r.

Lemme. Soit A € K[X], soit P € K[X] un polynome irréductible et soit « € N* tel que
deg(A) < deg(P"). 1l existe alors un unique a-uplet (Ay,..., A,) € K[X]" tel que
A A A A

T
P_P+W+ +P

avec deg(A;) < deg(P) pouri=1,..., .

Démonstration. 1.’égalité recherchée est équivalente a la décomposition
A=A P 4 AP o 4 Ay P+ Ag.

L’existence et 'unicité des A; provient encore de la division euclidienne appliquée plu-
sieurs fois. Le polyndme A, est le reste de la division euclidienne de A par P. Notons
Q. le quotient. Le polynéme A,_1 est alors le reste de la division de @), par P. On itere
le processus jusqu’a obtenir A,, ..., A;. O

En regroupant les deux lemmes prouvés précédemment, on obtient le théoreme de
décomposition en éléments simples.

Théoréeme. Soient A et B deux polynémes avec B # 0 unitaire. On décompose B en
produit d’irréductibles Py --- P ot les P; sont irréductibles unitaires et distincts. On

peut alors écrirede facon unique

A L&Ay
E—EﬂLZZ?

i=1j=1 173

avec E € K[X] et A;; € K[X] vérifiant deg(A; ;) < deg(P;).
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Discutons quelques cas particuliers.

a) Si K = C, les polynémes P; sont de la forme (X — a;) avec a; € C. La décompo-
sition en éléments simples prend donc la forme

R ) S

i=1j= 1
ou les \; ; sont des polynomes de degré 0, c’est-a-dire des éléments de C.

b) Si K =R, les polyndémes P; sont de la forme X — a; avec a; € R ou X2 +b;X +¢;
avec b? — 4¢; < 0. La décomposition en éléments simples prend donc la forme

MHX+VM
7_E 5 5

ou les \; j, pg ¢ et v sont des éléments de R.

6.3 Quelques méthodes de décomposition

Donnons a présent quelques méthodes de décomposition. Si F' = %, il faut commencer
par mettre F' sous forme réduite, c’est-a-dire telle que A A B = 1, cela permet de réduire
le degré des polynémes qui vont apparaitre. Si deg(A) > deg(B), on effectue la division
euclidienne de A par B pour extraire la partie rationnelle. On est donc ramené au cas ou
deg(A) < deg(B). 1l existe alors des méthodes plus directes que la division euclidienne
pour déterminer les coefficients A; j, pr.¢ et vi ¢ de la décomposition en éléments simples.

6.3.1 Exemple d’un pdle simple
Posons F' = m On commence par factoriser le dénominateur, on trouve
X(X —1)(X —2), tous les diviseurs irréductibles sont simples. La décomposition de F'
en éléments simples est donc de la forme
B gl

F=2 .
X+X—1+X—2

Pour déterminer «, on peut alors multiplier F' par X et évaluer XF' en 0. On obtient

alors a = % En multipliant F' par (X — 1) et en évaluant en 1, on trouve f = —1 et de

méme v = %

6.3.2 Exemple avec un po6le multiple
Posons F' = % On cherche donc une décomposition en éléments simple de la
forme
B gl

- +

F=xtx-ny "o
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On détermine «a par la méthode précédente puisque 0 est un poéle simple. On peut
également déterminer v en multipliant I par (X —1)? et en évaluant (X —1)2F en 1. Il
reste alors a déterminer 5. On peut alors évaluer F' en un point différent de 0 et 1, ceci
fournit une relation entre «, 3 et v qui permet de déduire 5 de notre connaissance de
a et f. On peut également multiplier F' par (X — 1), évaluer la fraction rationnelle en
t € R~ {0,1} et faire tendre ¢ vers +oo. On obtient ici

a=1, =0 ~y=2.

Lorsque la multiplicité des pdles devient plus grande, on peut évaluer la fraction
rationnelle en un plus grand nombre de points afin d’obtenir un systéme linéaire satisfait
par les coefficients.

6.3.3 Exemple avec des facteurs irréductibles de degré 2

Lorsque K = R et que des facteur irréductibles de degré 2 apparaissent au dénomi-
nateur, on peut effectuer la décomposition en éléments simples dans C et regrouper les
termes conjugués. Voici un exemple avec F' = X41_1 = (X_l)(X}rl)(XQH). Dans C(X), on
recherche une décomposition de la forme

« 15} ~y 1)

F= .
X9 X+1 X_—i Xt

Les méthodes précédentes nous donnent

) L .
5=

i
o = Za B - _Za’y - Z 4
On regroupe alors les termes conjugués :
v 6 (y+o)X+(y—9d)yi 1 1
(X —i) X+i X241 C2(X241)

Pour conclure, on a

1 _1( 1 1 N 2 )
X441 4\X-1 X+1 X2+41)°



