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1 Espaces vectoriels

1.1

Rappels sur les corps R et C

Dans tout ce texte, la lettre K désigne I’ensemble R des nombres réels ou I’ensemble
C des nombres complexes. L’ensemble K est donc muni d’une loi d’addition, notée + et
d’une loi de multiplication, notée parfois x, mais le plus souvent par le symbole -. Ces
deux lois vérifient les propriétés suivantes :

elles sont associatives : si (a,b,c) € K3, alors a+ (b+c) = (a+b)+ceta-(b-c) =
(a - b) - c. Cela signifie que pour additionner trois nombres a, b et ¢, on peut
commencer par additionner a et b, puis additionner a+b et ¢ ou alors commencer
par additionner b et ¢ puis additionner a et b+ ¢, le résultat sera le méme. On note
donc ce résultat a + b+ c car, quelque soit la position des parentheses, il ne change
pas. De méme on note a-b-c pour (a-b)-c=a-(b-c).

elles sont commutatives : si (a,b) € K% alorsa+b=b+aeta-b="b-a.

elles possedent un élément neutre. L’élément neutre pour 'addition est 1’élément
0 : pour tout a € K, a+ 0 = 0+ a = a. L’élément neutre pour la multiplication
est I’élément 1 : pour tout @ € K, a-1 =1-a = a. Attention 1’élément neutre de
I'addition differe de 1’élément neutre de la multplication.

la loi de multiplication est distributive par rapport a la loi d’addition, cela signifie
que si (a,b,c) € K3, alors a- (b+c) = (a-b)+ (a-c). Par commutativité, on a aussi
(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

tout élément de K, possede un inverse pour la loi d’addition. En effet si a € K,
alors a + (—a) = (—a) + a = 0. Dans le cadre de la loi d’addition, I'inverse d’un
élément est souvent appelé opposé.

tout élément non nul de K possede un inverse pour la loi de multiplication. En
effet sia € K* = K ~ {0}, alors a - (a™!) = (a7!) - a = 1. 1l est nécessaire de
supposer a non nul car I’élément 0 n’a pas d’inverse pour la loi de multiplication :
pour tout @ € K, on a a -0 = 0, on ne peut donc pas trouver d’élément b € K tel
que a-b=1.



Exemple 1.1. Lorsque K = C,onai-i =i? = —1. Ainsi (—i)-i = (—=1)-i-i = (1) = 1,
donc —i est 'inverse de ¢ pour la loi de multiplication dans C.

1.2 Espaces vectoriels

Un K-espace vectoriel (ou tout simplement espace vectoriel quand le corps K est
sous-entendu) est un ensemble F muni de deux lois de composition

ExE — FE KxE — FE
(x,y) — x4y A\z) — M-

Ces deux lois doivent vérifier les propriétés suivantes

a) (i) La loi + est associative :
V(z,y,z) E EXEXE, (z+4y)+z=x+(y+2).
(ii) Il existe un unique élément neutre 0 € E pour la loi + :
VeeE, z4+0=04+z==z.
(iii) Tout élément x € F posséde un unique inverse —x € F pour la loi + :
r+ (—z)=(—z)+2=0.
(iv) La loi + est commutative :
V(z,y) e EXE, z+y=y+x.
b) La loi - est distributive par rapport aux lois + de E et K :

VNz,y) EKXEXE, X(x+y)=N-2)+(\-y)
VA uz) e KX K X E, (A4+p)-z=Nz)+ (u-x).

c¢) La loi - est compatible a la multiplication dans K :
VA ) e Kx KxE, X (p-x)=Au)-z, 1-xz=uz

Dans la pratique, on écrit tres souvent Ax pour A - x.

Les éléments de ’ensemble E sont appelés vecteurs et les éléments du corps K sont
appelés scalaires. Il faut bien prendre garde au fait que les lois + et - sont définies sur
des ensembles différents. La loi + part de deux vecteurs et produit un vecteur alors que
la loi - part d’un scalaire et d’un vecteur et produit un vecteur. Si A est un scalaire et
v un vecteur, il faut imaginer le vecteur A - v comme étant le vecteur v dilaté au moyen
du coefficient A.



Exemple 1.2. 1. Soit £ un K-espace vectoriel. Six € F,ona 0-z+0- -2z =
(0+0)-z=0-2z. On en déduit 0 -z = 0 pour tout = € E.

2. D’apres la loi de distributivité, pour x € F;ona z + (—1)x = (1 — 1)z = 0x = 0.
Ainsi (—1)z est I'inverse de = pour la loi de d’addition et on a donc (—1)z = —=.

Exemple 1.3. Sin > 1 est un entier, ’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K
est un espace vectoriel pour les lois suivantes. Si (z1,...,%,) et (y1,...,Yyn) sont deux
éléments de K™ et A € K, on définit

(@1, ymn) + Wiy yn) = (@1 + Y1y T Yn)y, A (21, ) = Az, .o, Axy).

Sin =1, I'espace vectoriel K™ est juste le corps K et la loi - s’identifie alors a la loi de
multiplication dans K.

Exemple 1.4. Notons K" I’ensemble des suites (x,,),>0 d’éléments de K. Il s’agit d'un
K-espace vectoriel pour les opérations suivantes

(xn)n20 + (yn)n>0 = (xn + yn)n207 A (xn)n>0 = (A$n>n20-

Exemple 1.5. Notons F(R, K) l'’ensemble des fonctions de R dans K. Il s’agit d’'un
espace vectoriel, I'addition de deux fonctions est la loi d’addition usuelle sur les fonctions :
si f et g sont deux éléments de F(R, K), la fonction f + ¢ est la fonction prenant la
valeur f(x) + g(z) en x. De méme on définit la multiplication d’une fonction f par un
scalaire A en définissant A - f comme étant la fonction prenant la valeur Af(x) en . On
peut encore écrire ceci (A - f)(z) == \f(z).

1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.6. Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-K-espace vectoriel de E (ou
simplement sous-espace vectoriel lorsque K est sous-entendu) est une partie F de E
vérifiant

(i) 0 F;
(ii) pour tous x ety dans F et X\ dans K, on a x+ Ay € F.

Exemple 1.7. Dans R3, I'ensemble des éléments (1, 22, x3) vérifiant la relation 2xq +
3xa+5r3 = 0 est un sous-espace vectoriel. Il s’agit d’un exemple de sous-espace vectoriel
défini par une équation.

Exemple 1.8. Dans R? posons v = (1,2,3) et w = (2,7,3). Alors I’ensemble
{M + pw | (A, p) € R*} = {A+ 20,2 + 7,30+ 3p) | (A, ) € R*}

est un sous-espace vectoriel de R3. Il s’agit d’un exemple de sous-espace vectoriel engen-
dré par une famille de vecteurs, ici les vecteurs v et w.



On peut effectuer des opérations sur les sous-espaces vectoriels afin d’en produire de
nouveaux.

Si E est un espace vectoriel et si F} et Fy sont deux sous-espaces vectoriels, 'inter-
section F1 N Fy est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble

F1+F2:{v+w|(v,w)€F1 XFQ}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme des sous-espaces Fj et Fy. Plus généra-
lement, si I, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels, la partie

Fi+---+F :{xl—i—---—i—:cn](:cl,...,a;n)EF1><~-><Fn}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de la famille de sous-espaces (F1, ..., Fy,).

Si v € E, on note Kv l'ensemble {Av | A € K}. C’est un sous-espace vectoriel de E
appelé droite vectorielle engendrée par v. Si (v1,...,v,) est une famille d’éléments de F,
le sous-espace vectoriel engendré par (vi,...,v,) est noté Vect(vy,...,vy,) et définit par

Vect(z1,...,2n) = Kx1+ -+ Kxy ={\v1 + -+ A\on | (A,..., ) € K™}

Remarquons que dans l’exemple 1.8, le sous-espace vectoriel peut étre défini comme
Vect (v, w).

Soit £ un K-espace vectoriel, ainsi que F} et F» deux sous-espaces vectoriels de E.
Par définition, tout élément de Fy + Fy s’écrit sous la forme v+ w avec v € Fy et w € Fs.
Cette écriture n’est pas toujours unique. Considérons par exemple le cas de E = R? avec
Fy = Vect((1,2,3),(2,7,3)) et F» = Vect((2,1,3),(1,7,3)). Alors on peut écrire

(3,9,6) = (1,2,3) +(2,7,3) = (2,1,3) + (1,8, 3).

Cependant lorsque cette décomposition est unique, on dit que les sous-espaces Fj et Fy
sont en somme directe. Plus généralement, on peut définir la notion de somme directe
pour une famille finie de sous-espaces vectoriels.

Définition 1.9. Soit E' un espace vectoriel. Si F1, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels
de E, on dit qu’ils sont en somme directe si tout élément v € Fy + --- + F,, s’écrit de
facon unique sous la forme v = vy + -+ + v, avec v; € F; pour 1 < ¢ < n. Lorsque tel
est le cas, on note également Fy & --- ® F,, le sous-espace vectoriel Fy + --- + F),.

Pour vérifier que des sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on peut utiliser
le critére suivant.

Proposition 1.10. Les sous-espaces F1+- - -+ F, sont en somme directe si et seulement
st pour tout (vy,...,vy) € Fy X -+ X Fy, U’égalité vy + - -+ + v, = 0 implique v1 = vy =
s =0, =0.



Démonstration. Le sens = est immédiat, il s’agit juste d’appliquer la définition d’une
somme directe a la décomposition de I’élément 0. Montrons que si ’égalité v1+- - -+v, =0

implique v; = vy = --- = v, = 0 pour tout (vy,...,v,) € F1 x --- x F),, alors les sous-
espaces Fi,...,F, sont en somme directe. Il faut donc prouver que si (vi,...,v,) €
Fiy x - x F, et si(wy,...,w,) € F1 X -+ x F, vérifient

VLA v = w0y e, (1)
alors v; = wy, ..., v, = wy. Pour cela, réécrivons ’égalité (1) sous la forme

(v1 —wy) + (V2 —w2) + -+ -+ (v, — wy) = 0.

L’hypothese implique alors vi —w; = -+ = v, — w,, = 0, c’est-a-dire v; = wy,...,v, =
W, OJ

Le cas de deux sous-espaces vectoriels est particulier.

Proposition 1.11. Soit E un K-espace vectoriels et soient Fy et Fy deur sous-espaces
vectoriels de E. Alors I et Fy sont en somme directe si et seulement st Fy N Fy = 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que Fj et F5 sont en somme directe. Soit v €
FiNFy Alors 0 = v—v = 0—0. Comme F; et Fy sont en somme directe, une telle
décomposition est unique, ainsi v = 0 et donc F; N Fy = 0. Réciproquement supposons
Fy N Fy = 0. Soit (v1,v2) € Fy X Fy tel que v1 +v2 = 0. On a alors v; = —vg € Fj, donc
v1 € F1NFy et donc v1 = 0. On en déduit v, = 0. Ainsi la proposition 1.10 implique que
Fi et F5 sont en somme directe. ]

Remarque 1.12. Attention, la proposition 1.11 ne se généralise pas verbatim au cas
deux n sous-espaces vectoriels avec n > 3. Considérons par exemple le cas de E = R?,
Fy = R(l, 0), Fy = R(O, 1) et I3 = R(l, 1) On vérifie que F1NFy = FyNE3 = F1NE3 =0
(en particulier F; N F» N F3 = 0). Pourtant ces trois sous-espaces ne sont pas en somme
directe puisque

(1,1) =040+ (1,1) = (1,0) + (0,1) + 0.

1.4 Familles génératrices, familles libres, bases

Soit E un espace vectoriel.

Définition 1.13. On dit que E est de dimension finie sl existe une famille (x1,...,xy)
d’éléments de E telle que E = Vect(x1,...,x,). Une telle famille est appelée famille
génératrice de E.

Exemple 1.14. Si E = K", pour 1 < i < n, notons e; I’élément (0, ... ,0,\1/_/,0, ..., 0).

i
Tout élément (z1,...,x,) de E peut s’écrire

(X1y...,@p) = x1€1 + T2€2 + - -+ + Tpey



donc K™ = Vect(ey,...,e,) ce qui montre que K" est un espace vectoriel de dimension
finie.

Dans ’exemple précédent, on a envie de dire que K" est en fait de dimension n. Pour
définir correctement la notion de dimension, il est nécessaire d’introduire les notions de
familles libres et de bases.

Définition 1.15. Soit (v1,...,v,) une famille finie d’éléments de E. On dit que la

famille (vy,...,v,) est libre si pour tout n-uplet de scalaires (A\1,...,A\,) € K™, on a
M+ Ao, =0=2 A1 =X ==X, =0.
Autrement dit, la seule combinaison linéaire nulle des vecteurs v1,...,v, est la combi-

naison dont les coefficients sont nuls.

Exemple 1.16. Si E = K", la famille (ey,...,e,) est libre. En effet, supposons que
el + -+ Apen, = 0, alors

()\1>~--,)\n):)\1€1+"'+)\n€n:0:(0,--~70)
donc Ay =---= X, =0.

Définition 1.17. Une base de E est une famille finie d’éléments de E qui est a la fois
libre et génératrice.

Soit B = (e, ...,e,) une base de E et soit v € E. Comme la famille 55 est génératrice,
il existe des scalaires x1,...,x, tels que v = z1e1 +- - - + zpe,. Comme de plus la famille
B est libre, les scalaires z1, ..., z, sont uniquement déterminés par v. On les appelle les

coordonnées de v dans la base B. Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Proposition 1.18. Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e1,...,¢ep)
une base de E. Pour tout v € E, il existe un unique n-uplet (x1,...,x,) € K" tel que

v =1x1€61 + T2e2 + - + Tpéy.

Exemple 1.19. Si £ = R", notons B = (e, €9, ...,e,) la famille des vecteurs élémen-
taires (voir exemple 1.14). Il s’agit d’une famille génératrice et libre, donc il s’agit d’une
base de R™. Si v = (z1,...,2,) € R", on a

(x1,22,...,2p) = x1€1 + - Tpep

donc les scalaires z1,...,z, sont les coordonnées du vecteur (z1,...,z,) dans la base
B. Pour cette raison, on lui donne le nom de base canonique de R™. Mais attention, il
existe bien d’autres bases dans R™! (voir les feuilles d’exercices)

Exemple 1.20. Soit n > 0 et soit K[X] ensemble des applications polynémes de K
dans K, c’est-a-dire des applications de K dans K de la forme z — Y ' ; a;z;. 1l s’agit
d’un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F(K, K). Si n > 0, on note K,[X] le
sous-espace des applications polynémes de degré inférieur ou égal & n. Si on note X*
I'application polynéme z + z*, la famille (1, X, X2..., X™) est une base de K,[X].



Le corollaire suivant est une reformulation de la proposition 1.18

Corollaire 1.21. Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie et soit B = (eq, ..., ep)
une base de E. Alors Uapplication
K" — E
(T1,...,@p) — x1€1+ -+ Tpey

est une bijection.

Le théoréme qui va suivre est tres utile pour construire des bases.

Théoréme 1.22. Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. Soit By = (ey, ..., e;)
une famille libre de E et soit Bo = (e1,...,€r,€r41,...,€s) une famille génératrice de
E telle que s > r. Alors il existe un entier 0 < k < s —r et des entiers i1 < -+ < i}
compris entre r+1 et s tels que la famille (e1,. .., e, €y, ..., €5, ) soit une base de E. En
d’autres termes, d’une famille génératrice, on peut toujours extraire une base contenant
une sous-famille libre donnée.

Corollaire 1.23. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute famille génératrice
contient une sous-famille qui est une base.

Démonstration. On peut supposer E # 0. Soit B = (ey,...,e,) une famille génératrice
de E. Comme cette famille est génératrice, elle contient au moins un élément non nul.
Quitte a permuter les éléments de cette famille on peut supposer que e; # 0. La famille
réduite & ey est alors libre. Le théoreme 1.22 implique alors qu’il existe une sous-famille
de B qui est une base de E. O

Corollaire 1.24. Dans un espace vectoriel de dimension finie, on peut toujours com-
pléter une famille libre en une base.

Démonstration. Soit B = (e, ...,e,) une famille libre de E. Comme F est de dimension
finie, il posséde une famille génératrice (fi, ..., fs). La famille B = (e1, ..., e, f1,..., fs)
est alors aussi une famille génératrice et on peut appliquer le théoreme 1.22 pour prouver
qu’il existe une sous-famille de B’ qui est une base et qui complete B. O

Théoréme 1.25. Tout K-espace vectoriel E de dimension finie posséde une base. De
plus toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. L’existence d’une base est une conséquence immédiate du corollaire 1.23
puisqu’un espace vectoriel de dimension finie contient au moins une famille génératrice.
La démonstration du fait que toutes les bases ont le méme nombre d’éléments est plus
délicate. Nous allons la décomposer en plusieurs étapes.

Lemme 1.26. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e1,...,én)
une famille génératrice de E. Soit v € E et supposons que v ¢ Vect(eq, ..., e.). Alors il
existe r +1 < i < n tel que (e1,...,€i—1,V,€i41,...,€y) est une famille génératrice de
E.



Démonstration. Comme la famille B est génératrice, il existe (A1,...,\,) € K™ tel que
v=MAe1+ -+ Aen. Comme v ¢ Vect(eq,...,e,), il existe r+1 < i < n tel que \; # 0.
On peut alors écrire

—1

e =N (v—=Aer — - = Nj—1€i—1 — Aig1€i41 — - — Anep).
Ainsi e; € Vect(eq,...,€i-1,0,€i4+1,-..,€,). En conséquence E = Vect(ey,...,e,) C
Vect(e1,...,€i—1,V,€it1,...,e,) et donc la famille (eq,...,e;—1,v,€i11,...,€y,) est une
famille génératrice de F. O

Soit B = (e1,...,ey,) et soit B = (f1,..., fm) deux bases de E. Supposons par
I’absurde que m > n. En appliquant le lemme 1.26, on construit une famille génératrice
de E a n termes dont le premier terme est f; et les vecteurs suivants proviennent de B.
Comme B’ est une base, la famille (fi, f2) est libre donc fo ¢ Vect(f1). Le lemme 1.26
permet alors de construire une famille génératrice a n termes dont les deux premiers
termes sont f1, fo et les suivants des vecteurs de B. En itérant ce procédé, on obtient
une famille génératrice a n termes constituée des vecteurs (fi,..., fn). Mais alors f, 1 €
Vect(f1, .-, fn), ce qui contredit la liberté de la famille B'. O

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie. La longueur d’une base de E est
appelée dimension de E. On la note dimg E.

Exemple 1.27. L’exemple 1.19 montre que la famille des vecteurs élémentaires eq, . .., e,
est une base de K", on en conclut que dimyx K™ = n.

Exemple 1.28. Dans I’exemple 1.20, on a vu que la base (1, X,X2,...,X") est une
base du K-espace vectoriel K,[X]. On en conclut que dimg K, [X] =n + 1.

Corollaire 1.29. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si (e1,...,e,) est
une famille libre de E, alors n < dimg E.

Démonstration. D’apres le corollaire 1.24, on peut compléter la famille (eg,...,e,) en
une base de E. Le théoréme 1.25 implique alors que dimg E > n. O

Corollaire 1.30. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille constituée de
m vecteurs avec m > n est liée.

Démonstration. 11 s’agit d’'une reformulation du corollaire 1.29. 0

Corollaire 1.31. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dimg F < dimg E. De plus on
a dimg F' = dimg E st et seulement st F = E.

Corollaire 1.32. Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e1,...,ep)
une famille de vecteurs de E.
(i) Supposons B libre. Alors B est une base de E si et seulement si n = dimg E.

(i) Supposons B génératrice. Alors B est une base de E si et seulement si n =
dimK E.



1.5 Dimension et sommes directes

Proposition 1.33. Soit E un espace vectoriel et soient F' et G deuzx sous-espaces vec-
toriels de E. Si F' et G sont de dimension finie, alors F+G et FNG sont de dimension
finie et on a

dim(F + G) = dim F 4+ dim F — dim F N G.

Proposition 1.34. Soit (Fy,..., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de dimension
finie de E. Si ces sous-espaces sont en somme directe, alors pour toute base By de Fy, Ba
de Fs,.... B, de F,, la famille B obtenue en concaténant By, Bs,...,B, est une famille
libre de E. St de plus F1 ® --- @ F,, = E, alors B est une base de E.

Proposition 1.35. Soient Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie de
E. Ces sous-espaces sont en somme directe si et seulement si

dim(Fy + -+ F,) = Y _dim F;.
=1

1.6 Applications linéaires

Définition 1.36. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Une application linéaire de F
dans F' est une application f de E dans F telle que

VA z,y) e KX EXE, f(x+ My) = f(z)+ Af(y).

Si E et F sont deux espaces vectoriels, on note L(E, F') ’ensemble des applications
linéaires de E dans F'.

Lorsque E = F, on note L(E) = L(E, E). Un élément de L(F) est appelé endomor-
phisme de E.

Exemple 1.37. 1. L’application f : R? — R? définie par f(z,y) = (x + y,y + 27)
est linéaire.

2. Plus généralement, étant donnés des nombres réels aq,...,a,, 'application f :
R™ — R définie par f(z1,...,2;) = a1x1 + - - + apxy, est linéaire.

3. Encore plus généralement, une application f : R™ — RP g’écrit sous la forme

flx, . ozn) = (filzr, . 2n), fa(@n, o mn)s o fp(@, -, @),

Chaque f; est une application de R™ — R et s’appelle la i-éme application coordonnée
de f. On vérifie facilement que f est linéaire si et seulement si toutes ses applications
coordonnées f; sont linéaires.



1.7 Noyau, image et rang

Définition 1.38. Si E et F sont deux espaces vectoriels et si f est une application
linéaire de E dans F', on note Im f l"image f(E) de f et Ker f le noyau de f, c’est-d-
dire ’ensemble f~1({0}) = {z € E, f(z) = 0}.

On vérifiera a titre d’exercice que Ker f est un sous-espace vectoriel de E et que Im f
est un sous-espace vectoriel de F.

Proposition 1.39. Si f est une application linéaire entre deuz espaces vectoriels, alors
f est injective si et seulement si Ker f = 0.

Démonstration. Si f est injective, alors Ker f est réduit a 0. Réciproquement supposons
que Ker f = {0}. Si z et y sont deux éléments de F tels que f(x) = f(y), alors f(z) —
f(y) = 0. Par linéarité de f, on a alors f(x —y) = 0 et donc z —y € Ker f. Ainsi on doit
avoir x — y = 0, c’est-a-dire x = y. On a prouvé que l'application f est injective. ]

La dimension de ’espace vectoriel Im f est appelé le rang de f et est notée rg f.
Ainsi on a, par définition, rg f = dim Im f.

Théoréme 1.40 (Théoreme du rang). Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
soit F' un espace vectoriel. St f est une application linéaire de E dans F', alors Im f est
un sous-espace vectoriel de dimension finie de F' et on a

dimIm f = dim £ — dim Ker f.

Démonstration. L’espace vectoriel E est de dimension finie. D’apres le théoreme 1.25, il
possede au moins une base. Soit donc B = (eq, .. ., e,) une base de E. Nous allons montrer
que la famille (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de Im f. Tout d’abord, on
a bien f(e;) € Im f pour tout 1 < i < n. Soit w € Im f. Par définition de Im f, il
existe v € E tel que f(v) = w. Comme B est une base de E, il existe des scalaires
T1,...,Tn € K tels que v = x1€1 + - - - + xpvy. L'application f étant linéaire, on a

w:f(v) :xlf(el)_‘_""i‘fvnf(en)'

Ainsi w est combinaison linéaire des vecteurs f(e1),..., f(e,). Ceci étant vrai pour tout
choix de w € Im f, la famille (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de Im f. On
en conclut donc que Im f est un espace vectoriel de dimension finie.

D’apres le corollaire 1.23, on peut extraire de la famille (f(e1),..., f(e,)) une base
de Im f. Soit r = dimg Im f. Il existe donc des indices 1 < i1 < --- < i, < n tels que
(f(€iy),--., f(e;.)) est une base de Im f. Comme 7 est le rang de f, il nous reste donc a

démontrer que
n =dimg E = r + dimg Ker f.
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Soit W = Vect(ej,,...,e;,) le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs
€iys - - -, €i,. Montrons que la famille (e;,, . . ., e;, ) est libre. Supposons qu'il existe (A1, ..., A) €
K" tel que

A€, + -+ Areg, = 0.

Alors, par linéarité de f, on a

Aflen) + -+ M fle,) = f(Aei + -+ Avei,) = f(0) = 0.

En utilisant le fait que (f(ei,),- .., f(ei,)) est une famille libre de F', on en conclut que
(M, yAr) =(0,...,0) et donc que (e;,, .. .,e;,) est une famille libre de E. Comme par
ailleurs, (e;,,...,¢€;.) est, par définition de W, une famille génératrice de W, il s’agit en

fait d’'une base de W et donc dimyg W = r.

Nous allons a présent montrer que £ = Ker f @ W. Commencons par vérifier que
Ker f et W sont en somme directe. Soit v € Ker f NW. D’une part v € W, donc il existe
A,y M) € K7 tel que v = Aje;, + -+ ey, . D’autre part, v € Ker f, donc f(v) = 0.
Ceci nous donne

Mf(ei)+-+ M flei,) =0.

Comme (f(e;,), ..., f(e;,.)) est une famille libre, on en conclut que (A1, ..., A.) = (0,...,0)
et donc que v = 0. Ainsi, d’apres la proposition 1.11, les sous-espaces Ker f et W sont
en somme directe. Il reste donc a prouver que E = Ker f + W. Soit v € E un vecteur de
E. 1l existe (A1,...,A) € K" tel que

f) =Aif(ei) + -+ A flei,)

Posons alors w = Aje;; + -+ 4+ A\pej,. On a w € W. De plus f(v — w) = 0, donc
v—w € Ker f. On a donc bien décomposé v = (v —w) +w prouvant que £ = Ker f+W.

On conclut donc de la proposition 1.35 que dimg E = dimg Ker f + dimg W. 0

Exemple 1.41. 1. Considérons I'application linéaire f : R? — R? définie par

flx,y) = (z +y,2z+y).

Déterminons son noyau. Un élément (z,y) € R? est dans le noyau de f si et seulement
si il est solution du systeme d’équations linéaires homogene

z+y =0 r+y =0 x =0
= -
20+y =0 T =0 y =0.
Ainsi Ker f = 0 et Papplication f est injective. Le théoréme du rang (théoréme 1.40)
nous donne alors rg f = 2. Ainsi dimIm f = dimR?, ce qui implique Im f = R? d’apres

le corollaire 1.31. L’application f est donc surjective. Etant injective et surjective, elle
est bijective.
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2. Considérons & présent 'application f : R? — R3 définie par
flzy,2) =(x+y+z2c+y+2z,y+2).

Déterminons son noyau. Il faut résoudre le systeme

r+y+=z =0 z+y+z =0
2x+y+2z =0 <4z =0
y+z =0 Y =—z

Le noyau de f est donc le sous-espace vectoriel constitué des vecteurs de la forme
(0,y,—y), c’est-a-dire la droite vectoriel R(0,1,—1). Ainsi dim Ker f = 1. Le théoréme
du rang implique alors que dimIm f = 2. Cette fois-ci, on a Im f C R3, I’application f
n’est ni injective ni surjective.

1.8 Opérations sur les applications linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels. Si f et g sont deux applications linéaires de
FE dans F, on note f + g I'application de E dans F' définie par

Va € B, (f +9)(z) = f(x) + g(x).

Il s’agit d’une application linéaire de E dans F. De méme si A € K, on note A - f
I’application de F dans F' définie par

Vee E, (A f)(xz) =X f(x).

Il s’agit encore d’une application linéaire de £ dans F. Muni des opérations + et -
définies ci-dessus, I'ensemble £(E, F') est un espace vectoriel.

Si E, F et GG sont trois espaces vectoriels, et si f € L(E, F) et g € L(F,G), appli-
cation composée g o f est une application linéaire de E dans G.

Théoréme 1.42. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Supposons que E est de dimen-
sion finie et soit B = (e1,...,e,) une base de E. Alors pour toute famille (f1,..., fn)
de n = dimg E éléments de F, il existe une unique application linéaire u de E dans F
telle que, pour tout 1 < i < n, on a u(e;) = f;. Si de plus la famille (fi,..., fn) est
libre, lapplication u est injective. Si de plus la famille (f1,..., fn) est une base de F,
Uapplication u est bijective.

Démonstration. Soit v € E et soit (z1,...,%,) le systéeme de coordonnées de v dans la
base B. On a donc v = x1e1 + - - - xpe,. On pose alors

u(v) =z fi+ -+ xpf.

On obtient ainsi une application u de F dans F'. On vérifie facilement qu’elle est linéaire.
Elle vérifie également la propriété u(e;) = f; pour 1 < i < n. Vérifions que c’est la seule
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application linéaire ayant cette propriété. Supposons en effet que u’ soit une application
linéaire de E dans F' tel que u/(e;) = f; pour 1 <i < n.Sive FEetsi(r,...,x,) est
le systeme de coordonnées de v dans la base B, on a

u'(v) = u (z1e1 + -+ zpen) = mu'(er) + -+ apu’(en) = 1 f1 + -+ 2 fr = uv).

Comme ' (v) = u(v) pour tout v € E, on a bien ' = u. Ceci prouve 1'unicité de u.

Le reste est laissé en exercice. O

1.9 Matrices

Définition 1.43. Soient n > 1 et p > 1 deux entiers. Une matrice de taille n X p a
coefficients dans K est un tableau rectangulaire A ayant n lignes et p colonnes contenant
des éléments de A. On note a;; ses coefficients et on les indexe de la fagon suivante

ail ai2 - Qlp
a1 a2 B a2 p
A= (aijh<icn = | '
1<y<p ’ )
Gn1 Ap2 *** QAnp

On note M,, ,(K') 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes. C’est un K-espace
vectoriel pour les opérations suivantes

— A= (am)lgign, B = (bi,j>1<z’<n, alorsC =A+BoulC = (ai,j + bi,j)lgign-
1<j<p 1<j<p 1<j<p
— A= (ai’j)lgilgn, AE K, alors A A = (/\am')lgign.

1<y<p 1<y<p
Le K-espace vectoriel M,, ,(K) est de dimension finie. Une base de M,, ,(K) est
donnée par la famille de matrices £; j pour 1 <7 < net 1 < j < p. La matrice I ; est la
matrice dont toutes les entrées sont nulles sauf I’entrée a I'intersection de la i-éme ligne
et de la j-éme colonne qui vaut 1. On en déduit que

dimg My, ,(K) = np.

Si n = p, une matrice de M,,(K) = M,, ,(K) est appelée matrice carrée de taille n.

SiAe M, p(K) et Be M,y (K), on définit le produit de A avec B par

AB = (cij)1<isn € Muq(K)

1<y<q
N oA — NP . .
ou ¢ ; = Zk:1 az,kbk,]-

Proposition 1.44. Si A € M, ,(K), B € M, ((K) et C € My, (K), on a
— A(BC) = (AB)C;
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— A(B+C)=(AB)+ (AC);
— (A+ B)C = (AC) + (BC);
— stiA€ K, on a N(AB) = (MA)B = A(\B).

Pour n > 1, on identifie 'espaces vectoriel K™ & I’espace des matrices M, 1(K) via
Z1
Popération (z1,...,x,) —
xn
Sin > 1, on note I,, la matrice (a;;)1<i<n de My (K) définie par a;; = 0sii# j et

1<j<n
a;; = 1 si ¢ = j. On 'appelle la matrice identité.

Définition 1.45. Si A € M, ,(K), on appelle transposée de A et on note ' A la matrice
de My n(K) définie par
A = (ajq)1<icp-
1<5<

IS

On a alors {(AB) = !B A.

Définition 1.46. Une matrice A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice
B € M,(K) telle que AB = BA = I,,. Si elle existe, la matrice B est unique et est
appelée inverse de A. On la note alors A~".

On note GL,,(K) I’ensemble des matrices inversibles de M,,(K). Si A et B sont dans
GL,(K), alors AB € GL,(K) et

(AB)"'=B7tA"L

1.10 Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On fixe Bg = (e1, ..., €p)
une base de E et Bp = (f1,...,fn) une base de F. Soit u € L(E, F') une application
linéaire de E dans F'. Pour 1 < j < p, on note (a; ;j)1<i<n les coordonnées de u(e;) dans
la base Br. Autrement dit

u(ej) = arjfi+ -+ anjfo.

La matrice de taille n x p de termes (a; j)i1<i<n €st appelée matrice de u dans les bases
1<g<p
Br et Bp. On la note Mat(BE,BF)(U) ou encore Mat(u; Bg, Br). Si E = F et Bg = B,

on note Matp, (u) = Mat(BE,BE)(U)-

Soit v € E. Si (x1,...,xy,) est le systétme de coordonnées de v dans la base Bg, on
r1
note Xpg,(v) = [ : | le vecteur des coordonnées de v dans la base Bg.
In
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La matrice de u dans les bases B et Br a alors la propriété suivante :

XBp(u(x)) = Mat s, 5, () XBg(v).

Proposition 1.47. Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimension finie tels que
dimE = p et dimF = n. Soit Bg une base de E et soit Bp une base de F. Alors
Uapplication de L(E,F) dans My p(K) définie par u — Mat(z, 5,)(u) est linéaire et
bijective.

Proposition 1.48. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie tels que
dimF = ¢, dim F = p et dim G = n. Soient Bg une base de E, Br une base de F' et Bg
une base de G. Alors siu € L(F,G) etve L(E,F), ona

Mat(BEVBG)(u 9] ’U) = Mat(BF,BG)(U) Mat(BE,BF)(U)'

1.11 Changements de base

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient B et B’ deux bases de E.
La matrice de passage de B & B’ est la matrice carrée de taille n dont la j-éme colonne
est donnée par les coordonnées du j-éme vecteur de B’ dans la base B. Autrement dit,
siB=(e1,...,en) et B'=(e,...,€,), et que

rn
n
. /
V1 < J < n, ej = Zai,jeiv
=1

alors
Bl
Ppyp = Pg = (aij)1<i<n-
1<5<

IIN

Siv € FE, on a alors
XB(U) = PB%B’XB’OU)‘

En effet, soit (z1,...,2,) le systéme de coordonnées de v dans la base B et (2),...,2})

n
N , / 9 N . _ n o n ! !
le systeme de coordonnées de v dans la base B', c’est-a-dire v = > ;" | wie; = =1 L€

Comme e;- = > i1 aije;, on en conclut

n n n n n
/ /
YSTTTED SFD SUNRIE o} O Sy P
i=1 j=1 =1 i=1 \j=1
Comme (eq,...,e,) est une base de E, on a bien

n
j=1
c’est-a-dire Xg(v) = Pg_p Xp (v).
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Si B, B’ et B” sont trois bases de E, on a alors
Pppr = P P
De plus, Pg_.5 = I,, de sorte que la matrice Pg_.p' est toujours inversible et que
—1
Pg_ .y = P

Proposition 1.49. Soient E et I' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soient Bg,
et By deuz bases de E et Bp et By deuz bases de F. Si f € L(E,F), on a

Mats, 5,)(f) = PgFLBIF Mat s, 5:)(f) PBg—Bp-
En particulier, si E = F, B = Br et By = B, on a

Matg, (f) = Pg;% Matg, (f)Ppy-8,-

Deux matrices A et B de M,,(K) sont dites semblables 8'il existe une matrice inver-
sible P € GL,,(K) telle que
B =P AP

Deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont les matrices du méme endomor-
phisme de K™ dans des bases différentes.

2 Déterminants

Notations : Sin > 1 et p > 1 sont deux entiers. Si C1,...,C, sont n vecteurs colonnes
de KP?, on note ||Cy,...,Cyl|| la matrice M, ,(K) dont les colonnes successives sont
Ch,y...,Cph. Si A e M, (K) et siiet jsont deux entiers compris entre 1 et n, on note
A;j € My_1(K) la matrice carrée de taille n — 1 obtenue a partir de A en supprimant
dans A la i-eme ligne et la j-éme colonne.

2.1 Déterminants d’ordre 2

Si A= (i Z) € My(K), le déterminant de A est la quantité

det(4) = |*

‘:ad—bc.

Cette quantité a la propriété suivante : la matrice A est inversible si et seulement si
det A # 0.

16



2.2 Déterminants d’ordre supérieur

On définit par récurrence sur n > 1 une application

de la fagon suivante :
— sin=1,et A= (a), on pose det A = a;
—sin > 1 etsidet : Mu_1(K) — K est bien définie, on définit, pour A =

(aij)i<i <n € Mu(K),
1<jsn

det A = ai1 det A171 —as 1 det Al’g + -+ (—1)"_1a1,n det Al,n

n
= Z(—l)i_lal,i det Al,i-
=1

On a donc bien défini, pour toute matrice A € M,,(K), un scalaire det A € K. On
le note aussi

a1 a2 0 Qln

a1 Q22 ‘- Q2n
detA =] | ] .

an71 .. ... an7n

Exemple 2.1. Sin =3, on a

ai] ar2 a13
det(A) = |ag1 az2 a23
as1 a2 asg3

=ai,; det(Al,l) —a12 det(ALg) + ai,3 det(ALg)

az2 623
as2 a3;3

az1 G23
a3l a33

a1 a2
az1 as2

=a1,1

) )

= a1,1022033 — 01,103 2023 — 021012033 + 021032013 + 431012023 — 03,102,201 3.

2.3 Opérations sur les colonnes d’un déterminant

Théoréme 2.2. 1) L’application det est linéaire en chaque colonne. Plus précisé-
ment, étant donnén > 1, ainsi que 1 < j < n et n—1 vecteurs colonnes C1,...,Cj —1,Cjq1,...,Cy
de K™. Alors lapplication

K" — K
C detHCl,...,Cj_l,\g/,Cj+1,...,Cn‘|
J
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est linéaire, c’est-a-dire

vC, C' e K" Ve K, detHCl, - ,Cj_1,0+ )\C/,Cj_H, .. ,CnH
= detHCl, .. .,Cj_1,C, Cj-‘rla oo Cpll + Adetl|C, .. .,Cj_l,Cl,Cj+1, o Chll.

2) Si deux colonnes d’une matrice carrée A sont égales, alors det A = 0.

3) Si on échange deux colonnes d’une matrice carrée, on multiplie son déterminant
par —1.
Exemple 2.3.
0 01 100
0 1 0j=—-1]0 1 0f.
1 00 0 0 1

Corollaire 2.4. On ne change pas le déterminant d’une matrice carrée A en ajoutant
a une de ses colonnes une combinaison linéaire des autres colonnes.

2.4 Déterminant d’une famille de vecteurs

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit B une base de E.

Définition 2.5. Soit (v1,...,v,) une famille de n vecteurs de E. Le déterminant de la
famille (vi,...,v,) dans la base B est le scalaire

det g(v1,...,v,) = det|| Xp(v1), ..., Xp(vn)]|-

Autrement dit detp(vy,...,v,) est le déterminant de la matrice carrée de taille n x n
dont la i-ieme colonne est le vecteur colonne des coordonnées de v; dans la base B.

Théoréme 2.6. 1) L’application detp : E™ — K est linéaire en chaque variable.
Autrement dit st 1 < i< n et STV, ...,0—1,Vitl,--.,Vn Sont n—1 vecteurs de E, alors
Uapplication
F — K
v — detp(vi,...,Vi—1,V,Vit1,...,Upn)
est linéaire.
2) L’application detp est alternée, autrement dit pour (vi,...,v,) € E™, et pour
1<j, ona
det g(v1,..., 05 ..., 0f,...,0n) = —det g(v1, ..., V5, ..., V..., Up).

2.5 Indépendance linéaire et déterminant

Théoreme 2.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B une base de E.
Soit (v1,...,v,) € E™ une famille de n vecteurs de E. Alors detp(v1,...,v,) # 0 si et
seulement si la famille (v1,...,v,) est une base de E.

Corollaire 2.8. Soit n > 1 et soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et
seulement si det(A) # 0.
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2.6 Opérations sur les lignes

Théoréme 2.9. Soitn > 1.
1) L’application det : M, (K) est linéaire en chaque ligne.
2) Une matrice carrée A € My (K) ayant deuz lignes égales vérifie det A = 0.

3) Si on échange deux lignes d’une matrice carrée A € My (K), on multiplie son
déterminant par —1.

Corollaire 2.10. Soit n > 1 et soit A € M,,(K). Soit B la matrice obtenu a partir de
A en ajoutant a une ligne de A une combinaison linéaire des autres lignes de A. Alors
det B = det A.

2.7 Développement d’un déterminant selon une ligne ou une colonne

Théoréme 2.11. Soit n > 1 et soit A € My, (K).
1) Soit 1 <i<n. On a alors

det A = Z(*l)ﬂ_jai,j det Ai,j;
j=1

on dit qu’on a développé det A selon la i-ieme ligne.
2) Soit 1 < j <mn. On a alors

det A = Z(—l)i+jai7j det A@j;
=1

on dit qu’on a développé det A selon la j-iéme colonne.
Corollaire 2.12. Soitn > 1 et soit A € My (K). Alors
det’A = det A.

2.8 Formes multilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Une forme n-linéaire sur E est
une application f : E" — K telle que, pour tout 1 < ¢ < n, pour tout n — l-uplet

(V15 -y Vi1, Vi1, - - -, 0n) € E" L Iapplication
E — K
v o f(v1,v2,. .., Vim1,0, V41, .., Up)

est linéaire.

Une forme n-linéaire f sur E est dite alternée si pour tous 1 < 7 < j < n et tout
n-uplet (vi,...,v,) € E™ de vecteurs de E, on a

fui, o v, 05,00 0n) = —f(U1, 00, U, o, U, L, Up).
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Exemple 2.13. Si B est une base de F, 'application detp est une forme n-linéaire
alternée sur F.

Théoréme 2.14. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E et soit B une base de E.
Alors il existe a € K tel que f = adetp.

Corollaire 2.15 (Formule du changement de base). Soient B et B’ deux base de E.
Alors on a, pour tout (vi,...,v,) € E™ :

det g(v1,...,v,) = det(Pg_p)det gr(vy,...,vp).

Théoréme 2.16 (Déterminant d’un produit de matrices). Soit n > 1 et soient A et B
deuz matrices de My, (K). On a alors

det(AB) = det(A) det(B).
Corollaire 2.17. Soit A € M,,(K) une matrice inversible de My, (K). On a alors
det(A™1) = det(A)~1.

Corollaire 2.18. Soit A € M, (K) et soit P € GL,(K) une matrice inversible. On a
alors
det(PAP™!) = det(A).

2.9 Formule de Cramer

Définition 2.19. Soit A € M, (K). La comatrice de A est la matrice Com(A) de
M, (K) définie par .
Com(A) = ((—1)""7 det(A;;))1<i<n-
1<5<

IIN

Théoréme 2.20. 1) Si Ae My(K), ona
FCom(A)A = A' Com(A) = det(A)I,.
2) Si A e My(K) est inversible, on a
A7t = (det A)~! Com(A).

a b

Exemple 2.21. Soit A = ( . d) € GLo(K). Alors
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2.10 Quelques déterminants classiques

Définition 2.22. Soit A = (a;;)1<i<n € Mn(K) une matrice carrée. On dit qu’elle est
1<j<n
triangulaire supérieure si a; j; = 0 pour i > j. Elle est triangulaire inférieure si a; ; = 0

pour i < j.

Théoréme 2.23. Soit A € M, (K) une matrice triangulaire supérieure ou inférieure.

Alors
n
det A = H Qg -
i=1
Corollaire 2.24. Une matrice triangulaire supérieure ou inférieure est inversible si et
seulement si tous ses termes diagonauzr sont non nuls.

2.11 Un cas particulier de calcul de rang

Soit A € M, »(K) et soit r < min(p,n). On appelle mineur d’ordre r de A un déter-
minant d’une sous-matrice carrée de A obtenue en sélectionnant r lignes et r colonnes

de A.

Exemple 2.25. La matrice A = Cl g 2) posseéde trois mineurs d’ordre 3. Il s’agit de
1 2 1 3 2 3
4 5‘ =7 6‘ =6 ‘5 6‘ =3

Théoréme 2.26. Soit A € M, ,,(K) et soit r = min(p,n). Alors A est de rang r si et
seulement si A posséde au moins un mineur d’ordre r non nul.

3 Reéduction des endomorphismes, premiere partie

On fixe E un K-espace vectoriel.

3.1 Sous-espaces propres et valeurs propres

Définition 3.1. Soit f € L(E) un endomorphisme de E. Un vecteur propre de f est
un vecteur v € E vérifiant les deux propriétés suivantes :

— v est non nul;
— il existe A € K tel que f(v) = Av.
Si v est un vecteur propre de f, le scalaire A tel que f(v) = Av est appelé valeur
propre de f correspondant a v. L’ensemble de toutes les valeurs propres de f est noté

Sp f, il s’agit du spectre de f.

21



Définition 3.2. Si f € L(FE) et si A est une valeur propre de f, le sous-espace Ex(f) =
Ker(f — Mdg) est appelé sous-espace propre de f associé a .

3.2 Analogues matriciels

Définition 3.3. Soit A € M, (K). Soit ua l'unique endomorphisme de K" dont la
matrice dans la base canonique est A. Un vecteur propre de A est un élément de K"
qui est vecteur propre de uys. De méme une valeur propre de A est une valeur propre de
ua. Si X est un valeur propre de A, on note E\(A) le sous-espace Ey(ua) de K™.

En d’autres termes, un vecteur propre de A est un vecteur X € K™ tel que X # 0
et tel qu’il existe A € K vérifiant AX = AX. Si X est une valeur propre de A, on a aussi

E)\(A) = Ker(A — \1,).

On pose Sp A 'ensemble des valeurs propres d’une matrice A.

3.3 Indépendance linéaire des vecteurs propres

Théoréme 3.4. Soit f € L(E) un endomorphisme de E. Soit (vi,...,v,) une famille
de vecteurs de E. On suppose que chaque v; est un vecteur propre de f de valeur propre
associée A;. Si l'on suppose que les valeurs A, ..., Ay sont deux a deux distinctes, ce qui
signifie \i # \j dés que i # j, alors la famille (v1,...,vy,) est une famille libre.

3.4 Endomorphismes diagonalisables

On suppose, dans cette partie, que E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Définition 3.5. Soit f € L(E) un endomorphisme de E. On dit que l’endomorphisme
f est diagonalisable s’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de f.

Soitn > 1 et soit A € My, (K). On dit que la matrice A est diagonalisable si l’espace
K™ posséde une base constitué de vecteurs propres de A.

Si A € Mp(K) et si f est 'endomorphisme de K™ dont la matrice dans la base
canonique est A, alors A est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable.

Proposition 3.6. 1) Soit f € L(E) un endomorphisme de E. Une base B de E est
une base de vecteurs propres de f si et seulement si Matg(f) est une matrice diagonale.

2) Soit f € L(F) un endomorphisme de E. L’endomorphisme f est diagonalisable
st et seulement si il existe une base B de E telle que la matrice Matp(f) est diagonale.

3) Soitmn > 1 et soit A € My, (K). La matrice A est diagonalisable si et seulement si
il existe une matrice P € M, (K) inversible telle que P~ AP est une matrice diagonale.
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Proposition 3.7. Soit f € L(E) un endomorphisme. Soit B est une base de E. L’en-

domorphisme f est diagonalisable si et seulement si la matrice Matg(f) est une matrice
diagonalisable de Maim g(K). De plus, on a Sp f = Sp Matg(f).

Proposition 3.8. Soit n > 1 et soit A € My (K). Si P est une matrice inversible de
My (K), on a
Sp(PAP™') = Sp(A).

De plus, si X € Sp(A), on a une égalité de sous-espaces vectoriels de K"
E\(PAP™1) = PE\(A).
En particulier dim Ex(PAP™!) = dim E,(A).

Proposition 3.9. Soit n > 1 et soit A € My (K). Si A est une matrice triangulaire
supérieure

ai1 * *
0 a9

A= ’ ,
0 0 apn

alors
SpA={a;;, 1 <i<n}={a11,a22,...,ann}

3.5 Sous-espaces propres et critére de diagonalisabilité

Théoréme 3.10. Soit f € L(E) un endomorphisme linéaire de E. Soit (A1, ..., \,) une
famille de valeurs propres de f. On suppose que cette famille est constituée de valeurs
deux da deux distinctes, c’est-a-dire \; # \j pour i # j. Alors la famille de sous-espaces
vectoriels (Ey,(f))1<i<n est en somme directe. Autrement dit

S En () = B B ()
=1 =1
Ex,(f)+--+ Ex\,(f) = Ex,(f) © - ® Ex, (f)

Corollaire 3.11. 1) Supposons E de dimension finie. Soit f € L(E) un endomor-
phisme de E. Alors Sp f est fini et

> dim E)\(f) < dim E.
A€Sp f

2) Soitn > 1 et soit A€ My(K). Alors Sp A est fini et

Z dim E)(A) < n.
AESp A
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Corollaire 3.12. 1) Supposons E de dimension finie. Soit f € L(E) un endomor-

phisme de E. Alors
CardSp f < dim E.

2) Soitn > 1 et soit A € M,(K). Alors
CardSp A < n.

Théoréme 3.13. 1) Supposons E de dimension finie. Soit f € L(E) un endomor-
phisme de E. Les trois assertions suivantes sont équivalentes

(i) Uendomorphisme f est diagonalisable ;

(ii) on a Diespr Ex(f) = E;

(%) on a Y yesp pdim E)(f) = dim E.

2) Soitn =1 et soit A € My, (K). Les trois assertions suivantes sont équivalentes
(i) la matrice A est diagonalisable ;

(i) on a @Dyrespa EA(A) = K" ;

(i) on a Y yespa dim Ey(A) = n.

Corollaire 3.14. 1) Supposons E de dimension finie. Soit f € L(E) un endomor-
phisme de E. Si CardSp f = dim F, alors f est diagonalisable.

2) Soit n > 1 et soit A e My (K). St CardSp A = n, alors A est diagonalisable.

3.6 Le polynéme caractéristique

Soit A € M, (K). On note y 4 la fonction de K dans K définie par
xa(x) = det(xl, — A).

Théoréme 3.15. Si A € M, (K), la fonction x4 est un polynéme unitaire de degré n
a coefficients dans K.

Le polynome x4 est appelé polynome caractéristique de A.
Théoréme 3.16. Soit x € K. Alors x est une racine de x a si et seulement si x est une
valeur propre de A. Autrement dit Sp A = {z € K | xa(x) = 0}.

SiPeGLy(K),Ac M,(K)etx e K,ona

det(zI, — P~'AP) = det(P~(xI, — A)P)
= det(P) ! det(xl, — A)det(P) = det(xI, — A),
donc
XP-14P = XA- (2)
Le polynéme caractéristique de deux matrices semblables est identique. La réciproque

est fausse!!! Deux matrices peuvent avoir le méme polynoéme caractéristique sans étre
semblables.
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3.7 Passagede R aC

Soit n > 1 et soit A € M,,(R). Comme R C C la matrice A peut également étre vue
comme une matrice de M,,(C).

Il faut prendre garde au fait que le caractere diagonalisable de A peut dépendre du
fait que l’on considére A comme une matrice de M,,(R) ou une matrice de M,,(C). Pour
bien marquer la différence, on dira que A est diagonalisable dans M,,(R) (ou parfois juste
dans R) pour dire que A est diagonalisable comme matrice de M,,(R). On dira alors que
A est diagonalisable dans M, (C) lorsque l'on voit A comme matrice de M,,(C).

En d’autres termes, une matrice A € M, (R) est une matrice diagonalisable dans
M, (R) s’il existe une base du R-espace vectoriel R” constituée de vecteurs propres de
A. Elle est diagonalisable dans M, (C) s'il existe une base du C-espace vectoriel C"
constituée de vecteurs propres de A.

On note Spr A 'ensemble des valeurs propres réelles de A et Spc A 'ensemble de ses
valeurs propres complexes.

3.8 Une application aux systémes d’équations différentielles linéaires

Soit K l'ensemble R ou C.

Théoréme 3.17. Soit A = (a;j)1<i<n € My (K). On suppose que A est diagonalisable.

1<j<n
Soit B une base de diagonalisation de A et soit P la matrice de passage de la base
canonique d la base B. Alors une famille (z1,...,xy,) de fonctions dérivables de R dans

C vérifie le systeme d’équation différentielles

Ty = 1,121+ a12%2 + -+ a1 0Ty
Ty, = p1T1+ ap2T2 + o+ Aty
st et seulement si il existe des constantes ci,...,c, de K telles que
x1(t) creMt
vVt € R, : =P : ,
T (t) cpetnt
ot
A0 0
A
A=—p|0 N P!
0
0 0 M\
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4 Polynémes et réduction des endomorphismes

4.1 Polynoémes

Soit n > 0. On note X™ l'application de K™ dans K™ définie par = — z".

Définition 4.1. Un polyndéme a coefficients dans K est un élément du sous-espace des
fonctions de K dans K engendré par la famille de fonctions (X™)n>0. On note K[X] le
K -espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K.

Explicitement, si P est un polynome a coefficients dans K, il existe n > 0 ainsi que
des éléments ag, ..., a, de K tels que

n
Vo € K, P(x) = Zami.
i=0

Si P est un polynoéme a coefficients dans K, on peut écrire de facon unique P =
Yoo a; X" pour un entier n assez grand. Les éléments a; de K ne dépendent que de P
et sont appelés les coefficients de P.

Définition 4.2. Si P € K[X]. Le degré de P est [’élément de NU {—o0} défini par

deg P := max{i € N, a; # 0}.

On a donc deg P = —o0 si et seulement si P = 0. On vérifie de plus que si P et () sont
deux éléments de K[X], on a deg PQ = deg P + deg @ (avec la convention a — oo = —oo
pour tout a € NU {—o0}). En particulier si P # 0 et @ # 0, on a PQ # 0.

Sin >0, on note K, [X] 'ensemble des polynémes P € K[X] tels que deg P < n. Il
s’agit du sous-espace vectoriel de K[X] engendré par la famille (1, X,..., X™). Il s’agit
donc d’un espace vectoriel de dimension finie dont la dimension est égale a n + 1.

Remarque 4.3. Si P = 3" ;a; X’ € R[X]. On peut utiliser 'inclusion de R dans C
pour identifier P & un élément de C[X]. On peut ainsi voir R[X] comme une partie de
C[X].

Définition 4.4. Soit P € K[X] et soit x € K. On dit que x est une racine de P si
P(z) =0.

Théoréme 4.5 (d’Alembert-Gaufl). Soit P € C[X]. Si deg P > 0, alors il existe au
moins une racine de P dans C.

Définition 4.6. Soit P € K[X] et soit Q € K[X] ~ {0}. On dit que Q divise P, et on
note Q | P, s’il existe R € K[X] tel que P = QR.

Remarque 4.7. Si () divise P, le polynéme R tel que P = QR est unique.
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Proposition 4.8. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors P(a) = 0 si et seulement si
X — a divise P.

SiQ | P,etsi P #0,alors deg @ < deg P. En particulier, si P # 0 et si (X —a)™ | P,
on a m < deg P.

Définition 4.9. Soit P € K[X] \ {0} et soit a € K une racine de P. On appelle
multiplicité de a dans P [’entier

mq(P) :=max{m e N, (X —a)™ | P}.

On a toujours m,(P) < deg P.

Théoréme 4.10. Soit P € C[X] ~ {0}. Alors P a un nombre fini de racines. Notons
Rac(P) l’ensemble de ces racines. On a alors

P(X) = Qdeg P H (X - a)ma(P)'
a€Rac(P)

En particulier deg P = 3=, crac(p) Ma(P).

4.2 Polyndmes d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E). Sin > 1, on note
fr=fo-of
—_——

n

et on pose f0 =Idg.
Soit P =Y ja;X* € K[X] un polynéme. On définit alors

P(f) = Zn:aifi € L(E).
i=0

L’application de K[X] vers L(F) définie par P — P(f) est linéaire, ce qui signifie
que, pour P et Q dans K[X] et A € K, on a (P + AQ)(f) = P(f) + AQ(f). On a
également, pour P et ) dans K[X],

(PQ)(f) = P(f) e Q(f) = Q(f) o P(f)-
De méme, si A € M, (K) et si P =" ;a;X*, on définit

=0

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si B est une base de E, on a les
relations

P(Matg(f)) = Matg P(f).
On peut déduire de cette formule la relation suivante :

VP € K[X],VA € M, (K),VB € GL,(K), P(BAB™') = BP(A)B™".
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4.3 Un critere de diagonalisabilité

Théoréme 4.11. Soit A € M,,(K) une matrice carré de taille n. Alors A est diagona-
lisable si et seulement si il existe un polynome P(X) € K[X] simplement scindé tel que

P(A) =0.
Soit EF un K-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 4.12. Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement si il existe
un polynéme P € K[X]\ {0} simplement scindé tel que P(f) = 0.

4.4 Multiplicité d’une valeur propre

Soit A € M, (K). Si a est une racine de x4, on note mqa(xa) la multiplicité de o
dans x 4.
Théoréme 4.13. Soit A € M,,(C) et soit X une valeur propre de A. Alors dimc E)(A) <
m)\(A)

Pour démontrer ce théoréme, on a utilisé les regles suivantes concernant le calcul
d’un déterminant par blocs.

Proposition 4.14. Soient 1 < r # n des entiers et soit M € M, (K) une matrice de
la forme
v 3
avec My € M, (K), My € My p_r(K) et M3 € My,_(K). Alors
det(M) = det(My) det(Msz) et xp(X) = xar, (X)Xas (X).
Théoréme 4.15. Soit A € M,,(C). Alors A est diagonalisable si et seulement si

VA e SpA, dimc Ex(A) =my(A).

Théoréme 4.16. Soit A € M, (R). Alors A est diagonalisable si et seulement si x 4(X)
est scindé sur R et
YA €eSpA, dimp E)\(A) = m)\(A)

4.5 Trigonalisation

Définition 4.17. Une matrice A € M, (K) est trigonalisable dans M,,(K) s’il existe
une matrice inversible P € GL,(K) telle que P~ AP est une matrice triangulaire supé-
Tieure.

Théoréme 4.18. Une matrice A € M,,(K) est trigonalisable dans My (K) si et seule-
ment si son polynome caractéristique x o est scindé dans K|[X].

Corollaire 4.19. Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable dans My(C).
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4.6 La trace et le déterminant

Soit A = (a;j)1<i<n € Mp(K). La trace de A est le scalaire

1<j<n
n
TI‘(A) = Zai’i.
=1

Pour A et B dans M,,(K), on a Tr(AB) = Tr(BA). En particulier si P € GL,(K),
alors

Tr(PAP™Y) = Tr(A).
Théoréme 4.20. Soit A € M, (K). On a alors
Tr(A) = Z ma(A)A,  det(A) = H AmA(A)

AESP A AESp A

4.7 Une application

Théoréme 4.21. Soit d > 1 et soit P = X¢ + Zf;ol a; X" € R[X] un polynéme simple-
ment scindé. Alors ’ensemble des fonctions f de R dans R, d fois dérivables de R dans
R vérifiant I’équation différentielle

d—1
FD 430 f0 =0,

=0

est un R-espace vectoriel de dimension d dont une base est donnée par (ex)xcRac(p) OU

ex est la fonction de R dans R définie par ex(t) = .

4.8 Le théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 4.22. Soit A € M, (K). Alors xa(A) = 0.

5 Espaces euclidiens

5.1 Définitions

Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire sur E est une application b :

ExE R
x — vérifiant les conditions suivantes
(z,y) = bz,y)

V(z,y,2) € B>, VA€ R, blz+Ay,2) = b(z,2)+Ab(y, 2), bz, y+Az) = b(z,y)+Ab(z, 2).

Une forme bilinéaire est dite
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— symétrique si V(z,y) € E?, b(y,z) = b(z,9);
— positive si Vo € E, b(x,x) > 0;
— définie si b(z,z) =0z =0.
Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur FE.

Si E = R", le produit scalaire canonique sur E est la forme

(

Si (,) est un produit scalaire sur F, la norme euclidienne d'un élément x € FE pour
ce produit scalaire est définie par ||z|| := \/(z, x). Elle vérifie les propriétés suivantes

Ty W I Y1 W n
o >—t : D @ ma) |8 | =D T
T, Yn T, Yn Yn =1

— [zl =0 &z =0;
— pour A € R, [[Az][ = [Aff|z]].

Définition 5.1. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni
d’un produit scalaire.

5.2 Orthogonalité

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,). On dit que deux vecteurs
x et y de E sont orthogonauz si (x,y) = 0.

Proposition 5.2. Soient x et y deuz vecteurs de E. Si {x,y) = 0, on a ||z + y||*> =
l|z]|? + ||y||?. Plus généralement, on a

[l + yl? = [l + llyll* + 2(z, ).

Définition 5.3. Une famille (v;);>0 de vecteurs de E est dite orthogonale si, pouri # 7,
on a (z,y) = 0. Une famille orthonormale de E est une famille orthogonale (v;);=o telle
que de plus ||vi|| =1 pour tout i > 0.

Théoréme 5.4. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Soit (vy, ..., vy)
une famille libre de E. Alors il existe une famille orhonormale (w1, ..., wy,) de E telle
que

V1<i<n, Vect(vy,...,v;)= Vect(wy,...,w,).

Corollaire 5.5. Un espace euclidien posséde toujours au moins une base orthonormale.

Soit F un espace euclidien et soit (v, ...,v,) une base orthonormale de E. Si z € E,
on a
n
x = Z(aj,vi>vi.
i=1
Autrement dit le réel (z,v;) est la i-éme coordonnée de = dans la base (v1,...,vp).
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5.3 Orthogonal d’un sous-espace
Soit E' un espace euclidien.
Définition 5.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, l'orthogonal de F' est I’ensemble

Ft={zecF, WyeF (zy) =0}

L’ensemble F'- est un sous-espace vectoriel de E.
Proposition 5.7. Le sous-espace vectoriel F- est un supplémentaire de F, ¢’est-a-dire
E=FoF
En particulier, on a dim F+ = dim E — dim F.

Corollaire 5.8. Soit ' C E un sous-espace vectoriel. Alors (F+)t = F.

5.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, ).

Théoréme 5.9. Soient x et y deux vecteurs de E. Alors on a

[z, 9)| < [lz[[[y]]-
De plus on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Corollaire 5.10. Soient = et y deux vecteurs de F. Alors on a
[z +yll < ]l + [[yl].

Définition 5.11. Soient x et y deux vecteurs non nuls de E. On définit ’angle entre
les vecteurs x et y comme unique élément 6 € [0, 7] tel que

(@, y) = [|=[l|lyl| cos 6.

5.5 Projections orthogonales

Soit F un espace euclidien et soit F' C E un sous-espace vectoriel. La projection
orthogonale de E sur F est la projection pp de E sur F parallelement & F-. Autrement
dit si 2 € E, le vecteur pr(z) est I'unique vecteur de F tel qu  — pp(z) € F*.

En particulier, si x € F, on a le vecteur z — pp(x) est orthogonal a pr(z) et on a
donc
][ = llpr@)||* + llz — pr(2)]]*.

31



Définition 5.12. Six € E, on définit la distance de z a F' comme étant

(e, F) = nf [}z — |

Théoréme 5.13. Soit x € E. Alors pp(x) est l'unique élément de F' tel que
|z = pr(a)|* = d(z, F).
Corollaire 5.14. On a d(z,F)=0<z € F.
Proposition 5.15. Soit (e1,...,e,;) une base orthonormale de F'. On a alors, pour tout

r e F,

T

pr(x) = Z(x,ei>ei.

=1

5.6 Isométries

Soit E' un espace euclidien.

Définition 5.16. Une isométrie de E est un endomorphisme f € L(E) préservant le
produit scalaire de E, c’est-a-dire

V(z,y) € E*,  (f(x), f(y)) = (z,y).

Des exemples d’isométries sont donnés par les symétries orthogonales. Si F' C E, la
symétrie orthogonale d’axe F' est ’endomorphisme sp de E défini par

sr(z) = pr(r) — (z — pr(z)).

Il s’agit de 'unique endomorphisme f de E tel que E1(f) = F et E_1(f) = F*.

5.7 Adjoint

Soit E un espace euclidien.

Proposition 5.17. Soit f € L(E). Il existe un unique endomorphisme f* € L(E) tel
que, pour tout x € E et tout y € E, on a

(f(z),y) = (2, [*(y))-

L’endomorphisme f* est appelé adjoint de f. Si (e1,...,e,) est une base orthonor-
male de F, I'adjoint f* de f est donné par la formule

n

Vee B, [f(a) =Y (z f(e))er

=1
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Proposition 5.18. Soit f € L(E). Alors f est une isométrie de E si et seulement si f
est inversible et f* = fL.

Définition 5.19. Un endomorphisme f € L(E) est dit autoadjoint si f* = f.

Proposition 5.20. Soit f € L(E) un endomorphisme autoadjoint. Soient v et vo deux
vecteurs propres de f pour des valeurs propres distinctes, alors vi et vy sont orthogonauz,
c’est-a-dire (vi,v9) = 0.
Proposition 5.21. Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormale de E. Alors, pour
feL(E), ona

Matg(f*) = tMatg(f).
Corollaire 5.22. Soit f € L(FE) et soit B une base orthonormale de E. Alors f est au-

toadjoint si et seulement si la matrice Matp(f) est symétrique, c’est-a-dire t Matg(f) =
Matg(f). De plus f est une isométrie si et seulement si ' Matg(f) Matg(f) = Igim E-

5.8 Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints

Soit E un espace euclidien. Si M = (m; j)i<i<n € My (C), on note M la matrice
1<j<n
(Mij)1<i<n-
1<j<n

Lemme 5.23. Soit M € M, (C) une matrice telle que *M = M. Alors les valeurs
propres de M sont des nombres réels.

Lemme 5.24. Soit f € L(E) et soit F C E un sous-espace vectoriel stable par f. Alors
le sous-espace F- est stable par f*.

Théoréme 5.25. Soit f € L(E) un endomorphisme autoadjoint. Alors f est diagonali-
sable en base orthonormale, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormale B de E telle
que la matrice Matg(f) est diagonale.

On dit qu'une matrice M € M,,(R) est orthogonale si elle vérifie I'égalité ' M M = I,.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base
orthonormale de I’espace R” muni du produit scalaire canonique.

Corollaire 5.26. Soit M € M, (R) telle que "M = M. Alors il existe une matrice
diagonale D € M, (R) et une matrice orthogonale O telles que

M =O0DO~ ! = 0D'O.

5.9 Les groupes orthogonaux

On note
On(R) == {M € M,(R), ‘MM =1,}.

On l'appelle le groupe orthogonal. On appelle groupe spécial orthogonal I’ensemble

SOL(R) :={M € O,(R), detM =1}.
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Proposition 5.27. Soit M une matrice orthogonale. Alors
(i) On adet M € {—1,1}.
(i) On a Spr M C {—1,1}.

cosf) —sind

Si 0 € R, la matrice R(0) = (sin@ cos 6

) est un élément de SO2(R) appelé

matrice de rotation.

Proposition 5.28. Soit M € O2(R) telle que det M. Alors M est la matrice, dans la
base canonique, d’une symétrie orthogonale dont l’axe est de dimension 1.
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