Arithmétique
M1 Mathématiques Fondamentales
Université Paris-Saclay

Benjamin Schraen

Année 2021-2022






Table des matieres

1 Divisibilité et congruences 7
1.1 Divisibilité dans 'anneau des entiers . . . . . . .. ... ... ... .... 7
1.1.1 LePGCD . . . . . . . e 7

1.1.2 Coprimalité . . . . . .. ... 9

1.1.3 Un premier cas d’équation diophantienne . . . . ... .. ... .. 9

1.1.4 Nombres premiers . . . . . . . . . .. 11

1.2 Lesanneaux Z/nZ . . . . . . ... i 12
1.2.1 Rappelssur Z/nZ . . . . ... 12

1.2.2  Le théoréeme des restes (ou théoréme chinois) . . . . ... ... .. 13

1.3 Polyndmes . . . . . . . .. 13
1.3.1 Rappels . . . . . .o 13

1.3.2 Polyndmes a coefficients entiers . . . . . . . . ... ... ... .. 15

1.4 Etude du groupe (Z/nZ)* . . . . . . . 17
1.4.1 Le petit théoreme de Fermat . . . ... ... ... ... .. .... 18
1.4.2 Nombres de Carmichael . . . . . . ... ... ... ... ...... 18
1.4.3  Structure des groupes (Z/nZ)* . . . . . . . ... 19

2 Fonctions arithmétiques 23
2.1 Définitions et premieres propriétés . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 23
2.1.1 Définitions . . . . . . . . ... 23
2.1.2 Loide composition . . . . . ... ... ... 24
2.1.3 Construction de fonctions arithmétiques multiplicatives . . . . . . 26
2.1.4 Produits eulériens . . . . . ... ..o o 28
2.1.5 Fonctions sommatoires . . . . . . ... ..o L 30



4 TABLE DES MATIERES

2.2 La suite des nombres premiers. . . . . . . ... ... L. 32
2.2.1 Les fonctions de Tchebychev. . . . . .. ... ... ... ... ... 33
2.2.2 L’encadrement de ¢(x) . . . . . ... ... .. 35

2.3 Quelques applications des estimées de Tchebychev . . . . .. ... .. .. 37
2.3.1 Laconstante d’Euler . . . . . .. .. ... .. oL, 37
2.3.2 Les théoremes de Mertens . . . . . . .. ... ... ... ...... 38

2.4 Quelques comportements en moyenne . . . . . . ... ... ... 41

3 Caracteéres 45

3.1 Lesymbolede Legendre . . . . . .. ... ... .. .. ... .. ... 45
3.1.1 Motivations . . . . . . ... Lo 45
3.1.2 Définition et propriétés . . . . . . . ... 46
3.1.3 Une autre description du symbole de Legendre . . .. ... .. .. 48
3.1.4 Laloi de réciprocité quadratique . . . . .. .. .. ... ... ... 49
3.1.5 Lesymbolede Jacobi . ... ..................... 50

3.2 Caracteresde ' . . . ... ... o 53
3.2.1 Définition . . . . ... 53
3.2.2  Structure du groupe des caracteres . . . . . . ... 54
3.2.3 Sommes de Gauss . . . . . .. ... 55
3.2.4 Sommes de Gauss quadratiques . . . . . . ... ... L. 56
3.25 SommesdeJacobi . . .. ... o o o 60
3.2.6 Applications . . . . . ... 61
3.2.7 Nombres de solutions d’équations dans les corps finis . . . . . . . . 64

3.3 Caracteres de Dirichlet . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 66

4 Méthodes analytiques 69

4.1 Le théoréeme des nombres premiers . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 69
4.1.1 Séries de Dirichlet . . . . . . ... ... o o 69
4.1.2 Exemples . . . . . .. 71
4.1.3 Produits eulériens . . . ... ..o oo oo 72
414 Lafonction " . . . . . .. .. . 73
4.1.5 La fonction Zeta de Riemann . . . . . . .. .. ... ... ..... 74

4.1.6 La fonction zeta sur la droite Re(s) =1 . . . ... ... ... ... 79



TABLE DES MATIERES

4.2

6.2

4.1.7
4.1.8

Le théoréme taubérien d’ITkehara . . . . . . . . .. .. .. ... ..

Démonstration du théoréme d’Ikehara . . . . . . . ... ... ...

Le théoréme de Dirichlet . . . . . . . . . . . . ..

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4

6.1.3
6.1.4

Fonctions L de Dirichlet . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Enoncé du théoréme . . . . . . o o o
Démonstration . . . . . . . ...

Non annulation des fonctions L sur la droite Re(s) =1. . ... ..

5 Théorie algébrique des nombres
5.1 Entiers algébriques . . . . . . ... o
5.1.1 Rappels de théorie des corps (sous-corps de C) . . . .. ... ...
5.1.2 Définition des entiers algébriques . . . . . . . ... ...
5.1.3 Entiers algébriques quadratiques . . . . . . ... ... ... .. ..
5.1.4 Discriminant d’un corps de nombres . . . . . .. ... ... ...
5.2 Idéaux et anneaux de Dedekind . . . . . . . .. ...
521 Exemple . . . . . ..
5.2.2  Anneaux de Dedekind . . . . .. ... ...
5.2.3 Idéaux fractionnaires . . . . . . . . . . ... Lo oL
5.2.4 Quelques résultats généraux sur les idéaux premiers . . . . .. ..
5.2.5 Décomposition des idéaux dans un anneau de Dedekind . . . . . .
5.3 Groupe des classes d’idéaux . . . . . .. ..o
5.3.1 Définitions . . . . . . .. ..
5.3.2 Le cas particulier des corps de nombres . . . .. .. ... ... ..
5.3.3 Norme d’un idéal dans un corps de nombres . . . . . . .. ... ..
6 Formes quadratiques binaires
6.1 Classes de formes quadratiques . . . . . . . .. ... ..
6.1.1 Définition . . . . . . . ...
6.1.2 Relation d’équivalence . . . . . . . . ... L.

Classes d’équivalence . . . . . . . . . .. ... ... ...

Nombre de classes d’équivalence dans le cas défini . . .. ... ..

Formule du nombre de classes . . . . . . . . . . ... ...

6.2.1

Le symbole de Kronecker . . . . . ... ... ... ... ......



6.2.2
6.2.3
6.2.4
6.2.5

TABLE DES MATIERES

Stabilisateur d’une forme quadratique . . .. ... ... ... ... 128
Démonstration du théoréme 6.7 . . . . . . . .. ... ... ... .. 129
La formule analytique du nombre de classes . . . . . ... ... .. 133
Un résultat sur les réseaux de R™ . . . . . ... ... ... ... .. 136

6.3 Lien avec les groupes de classes des corps quadratiques . . . . . . .. . .. 138



Chapitre 1

Divisibilité et congruences

1.1 Divisibilité dans ’anneau des entiers

On note Z lanneau des entiers relatifs. Si a € Z et si b € Z ~\ {0}, on dit que b divise
a et on note b | a 8’1l existe ¢ € Z tel que a = be.

1.1.1 Le PGCD

Proposition (Division euclidienne). Soit (a,b) € Z x N*. Il existe un unique couple
(q,7) € Z x N tel que a =bq+r et r <b. En particulier b | a si et seulement si r = 0.

Cette proposition implique que 'anneau Z est euclidien. C’est en particulier un an-
neau principal. Pour la commodité du lecteur nous le redémontrons.

Théoréme 1.1. L’anneau Z est principal. Cela signifie qu’il est intégre et que tous ses
idéauz sont de la forme Zc.

Démonstration. Soit I C Z un idéal. Supposons I # 0 et soit b € I le plus petit élément
de INN*. Si a € I, on effectue la division euclidienne de a par b, on a donc a = bg + r
avec 0 < r < b. Comme a et b sont dans I, on a également r € I. Par définition de b, on
a nécessairement r = 0 et donc a € Zb. Ceci prouve que I C Zb, I'inclusion réciproque
est immédiate. Ainsi I = Zb. O

Rappelons que deux éléments a et b d’un anneau commutatif et intégre A sont dits
associés s’il existe un élément inversible ¢ € A* tel que a = be. Deux éléments sont
associés si et seulement si ils engendrent le méme idéal.

Comme le groupe des inversibles de Z est l'ensemble {£1}, on a Za = Zb si et
seulement si a = +b et tout idéal de Z est engendré par un unique élément de N.

7



8 CHAPITRE 1. DIVISIBILITE ET CONGRUENCES

Définition. Soit k > 1 un entier et soient aq,...,a des entiers relatifs. Le plus grand
commun diviseur, aussi nommé pgcd, de ay, ..., a; est l'unique entier naturel a1 A---Nay
tel que

Z(al/\---/\ak):Za1—|—~-—|—Zak.

Remarque. a) Saufsi a =b =0, l'entier a A b est le plus grand entier divisant a et
b. En effet, si d divise a la fois a et b, on a Za C Zd et Zb C Zd, donc Z(a A b) C Zd et
d divise a A b. On en conclut que

d<|lanb=aAnb.
b) Siay,...,ar sont des entiers et si 1 < ¢ < k, on a
Zay + -+ Zay = (Zay + - - - + Zay) + Zags1 + - - + Zay,

de sorte que
ap A Nag = (a1 A ANag) ANagpr A A ag.

On peut donc calculer le pged de k entiers par dévissage si ’on sait calculer le pged de
deux entiers quelconques.
c) Si(a,b) €Z*, onalAa=1,0Aa=]|a|et,sikeZ (ka)A (kb) = |k|(a Ab). Si
(a,b,c) € Z3, on a
aA (be) | (aAb)(aNc)

comme il se déduit de I’inclusion

(Za + Zb)(Za + Zc) C Za + Z(bc).

L’algorithme d’Euclide permet de déterminer le pged de deux entiers a et b. Suppo-
sons que a et b sont dans N*. Quitte a échanger les roles de a et b, on peut supposer que
a > b. On définit alors deux suites (an)n>0 €t (bn)n>0 par récurrence en posant ag = a,
bp = b. Si b, = 0, on s’arréte, et si b, # 0, on définit a,41 et byy1 en effectuant la
division euclidienne de a,, par b, :

Qp = ann +rn, 07, < bp.

On pose alors a, 41 = by, et by = r,. Comme ay, A by, = by ATy, la suite (an Aby)n>o est
constante. Comme de plus la suite (by,) est strictement décroissante, on obtient b, = 0
pour une certaine valeur de b. Le pged de a et b est alors le dernier terme b,, non nul.

Exemple. Pour calculer le pged de 31467 et 2047, on procede comme suit :

ayg = 31467 bo = 2047 qo = 15 Tro = 762
a; = 2047 b1 =762 q1 = 2 r = 523
ag = 762 b2 = 523 qz2 = 1 To = 239
as = 523 b3 =239 qs = 2 r3 = 45
ag = 239 by = 45 Q=5 r4=14

a5:45 b5=14 Q5=3 7“523
ag = 14 be =3 =4 1rg=2
a7:3 b7:2 q7:1 7’7:1.

Ainsi 31467 A 2047 = 1.
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1.1.2 Coprimalité

Deux entiers a et b sont dit premiers entre euzr si leur pged vaut 1. Des entiers

ai,...,a, sont dits premiers entre eur dans leur ensemble si ay Aas A --- ANap = 1.
Les entier aq,--- ,a sont dits premiers entre eux deux a deuz si a; A\ a; = 1 pour tous
1<i#j<k.

Remarque. a) Une famille d’entiers premiers entre eux deux a deux forme une

famille d’entiers premiers entre eux dans leur ensemble. La réciproque est fausse comme
le montre '’exemple de la famille d’entiers 6, 10, 15.

b) Sid = ai A--- A ag est non nul, alors les entiers %, - - ,%’“ sont premiers entre

eux dans leur ensemble.

Théoréme 1.2. Soient a,b, ¢ des entiers. Sia | (bc) et si a et b sont premiers entre eu,
alors a | c.

Démonstration. Comme a A b = 1, il existe (\, u) € Z? tel que a\ + by = 1. En multi-
plicant cette égalité par ¢, on obtient ¢ = (ac)A + (be)u. Comme a divise ac et be, on a
alec. O

Corollaire. Sib | a et sic | a et sibAc =1, alors (bc) | a. Plus généralement si
bi,...,by sont des diviseurs de a premiers entre eur deux d deux, alors

k
H bi | a.
i=1

Démonstration. On a a = bk pour un entier £k € Z. Comme ¢ | bk et bAc =1, le
théoreme 1.2 implique que ¢ divise k, donc bc divise a. Le deuxiéme énoncé s’en déduit
par récurrence sur k. O

1.1.3 Un premier cas d’équation diophantienne

On cherche a résoudre le probléme suivant : on se donne des entiers relatifs aq, . . . , ax, n.
On cherche alors a déterminer explicitement les éléments de ’ensemble

{(x1,...,2n) €Z" | 121 + - - - + apxp, = n}. (1.1)
Pour que cet ensemble soit non vide, une condition nécessaire et suffisante est que
n € Zay+ -+ Zay = Zlay A -+ - A ay),

c’est-a-dire que a1 A --- Aag | n.
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On peut donc supposer que § = aj; A --- A a; divise n et on remarque que, pour
(xla s 7$k‘) € Zkv

s (§)at (§) =)
ai1xry AT =N 5 T 5 T = 5 .

On sait donc déterminer I'ensemble (1.1) dans le cas général si on sait le déterminer dans
le cas ou § = 1.

Si k = 1, la solution est évidente. Nous allons montrer qu’il est possible de déterminer
(1.1) par récurrence sur k. Supposons donc que ’on sache résoudre le probléme pour k—1
entiers. Supposons de plus que § = 1. On suppose de plus que tous les entier a; sont non
nuls car dans le cas contraire on est ramené au probléme a k — 1 inconnues.

Supposons dans un premier temps que 'on connaisse déja un élément (Mg, ..., Ag)
de ’ensemble (1.1). Si (1, ...,x) est un autre élément de (1.1), alors

a(@1 — A1)+ 4 ag(zr — Ak) = 0.
Posons alors §; = a2 A--- Aag # 0. Alors a; A 01 = 1, et on peut écrire
az(re — A2) + -+ ap(wr — A\g) = 61.X1

pour un entier X; € Z. On a donc aj(x; — A1) + 91 X1 = 0 et on déduit du théoreme 1.2
que 01 | (1 — A1) et donc 21 = A1 + 61\ pour un certain X € Z. On a alors X; = —\ay.
Pour tout entier A € Z, Péquation asys + - - - + aryr = —Aa1d; a des solutions dans ZF~1
que ’on sait déterminer explicitement par récurrence, on sait déterminer explicitement
I’ensemble (1.1).

Il reste donc a déterminer explicitement au moins une solution de I’équation
a1ry + -+ agxp =n

lorsque aj A---Aag | n. On procede encore par récurrence sur k. On se ramene facilement
aucasoud =n=1.

Comengons par traiter le cas ou k = 2, c’est-a-dire le probléme de trouver deux
entiers = et y tels que ax + by = 1 si a et b sont deux entiers relatifs fixés vérifiant
aAb = 1. On se raméne au cas ou b > 0 et on applique I'algorithme d’Euclide pour
construire des suites (a;), (b;), (¢;) et (r;) telles que

ap = a,bg = b,a; = bjq; +1;,0 <7y <bj,a;41 = b, biy1 =1;.

Il existe un indice ¢ tel que r, = 1. On « remonte » alors I'algorithme d’Euclide de la
fagon suivante :

1=ap—bege =bp—1 —bege =bp—1 —re—1q¢
=bp—1 — (ap—1 — qe—1be—1)qe = —ar—1q¢ + be—1 (1 + qe—1q¢)

= apx + boy.
Cet algorithme est parfois appelé algorithme d’Euclide étendu.
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Exemple. En appliquant ’algorithme d’Euclide a la paire (67,59), on obtient

ag=67 bg=59 gq=1 rg=38
a1:59 51:8 Q1:7 7"1:3
(12:8 62:3 q2:2 7‘2:2
a3:3 53:2 Q3:1 7“3:1.

On a donc
1=3-2
—3-(8-3-2)=-8+3-3
= 84+ (59—8-7)-3=59-3—8-22
=59-3—(67—059)-22=—67-22+59-25.
Le couple (—22,25) est donc solution de I'équation 67z + 59y = 1.

Dans le cas général, on pose ;1 = ag A --- A ap. On commence par rechercher une
solution & I’équation a1z + 61y = 1 puis, par récurrence a 1’équation

01y = asTo + - - + apxk.

1.1.4 Nombres premiers

Sia € Z et si p est un nombre premier, alors a et p sont premiers entre eux si et
seulement si p ne divise pas a. En effet a A p est un diviseur de p, il est donc égal a 1 ou

p.
Proposition. Si p est premier et si p | ab, alors p | a ou p | b. En particulier si p | a™,
alors p | a.

Corollaire. Sip et q¢ sont deux nombres premiers distincts, alors pour tous m > 1 et
n = 1, les entiers p™ et q" sont premiers entre euz.

Théoréme 1.3. Tout entier natureln > 1 s’écrit de facon unique, a l'ordre prés, comme
produit de nombres premiers.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n > 1.
Sin =1, le résultat est vrai car 1 est égal au produit indexé par I’ensemble vide.
Supposons n > 2 et le théoreme vrai pour tout entier 1 < m < n.

Si n est premier, alors n est un produit de nombres premiers et ce d’une seule fagon,
par définition méme d’un nombre premier.

Si n n’est pas premier, alors n = ab avec des entiers 1 < a,b < n. Par récurrence, a
et b sont des produits de nombres premiers, donc n également. Montrons 'unicité de la
décomposition de n en produit de nombres premires. Supposons donc que

n:pcl"l...p?“:qll...q:fs
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oup < -+ <pretq <--- < g sont des nombres premiers et o; > 1, 3; > 1 des
entiers. On a p; | n. Il existe donc 1 < j < s tel que p; | ¢j. Comme g; est premier,
on a p; = ¢;. Ainsi p; > ¢q1. De facon symétrique, on montre que g1 > p; et donc que
p1 = ¢q1. Comme p; # ¢g; pour j > 1, on a pi* A qu pour j > 1 et donc, puisque pi* | n,
pit | qfl = pfl, ce qui implique o < f1. De fagon symétrique, 1 < aq et donc ay = 1.
On en déduit que

pgl p;}’" :q§2q?5 <n.
Par récurrence, on en déduit que r = s, p; = ¢; et o; = B; pour 7 > 1. ]

1.2 Les anneaux Z/nZ

1.2.1 Rappels sur Z/nZ

Pour n > 1 entier, 'anneau Z/nZ est 'anneau quotient de ’anneau Z par 'idéal Zn.
C’est donc un anneau commutatif. Notons 7 : Z — Z/nZ application quotient et m
pour w(m) si m € Z. Lorsque 'on veut insister sur la dépendance en n, on utilise aussi
la notation m,, pour 7(m). La division euclidienne permet de remarquer que

Z/nZ =A{0,...,n—1} et Card(Z/nZ) = n.

Proposition. Soit n € N*. Sim € Z, on am € (Z/nZ)* si et seulement sim An = 1.

Démonstration. On a en effet

mAn=1< Ia,b) €Z* am+bn=1
& JaeZ/nZ, am=1. O

Proposition. Soit n > 1 un entier. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est premier;
(ii) Uanneau Z/nZ est intégre ;

(7ii) Uanneau Z/nZ est un corps.

Démonstration. L’anneau Z/nZ est fini. C’est donc un corps si et seulement si il est
intégre. Par ailleurs, 'anneau Z/nZ est intégre si et seulement si pour tous x et y dans
Z/nZ, xy = 0 implique 2z = 0 ou y = 0, c’est-a-dire si et seulement si, pour tous a,b € Z,
n | ab implique n | a ou n | b. Cette derniére assertion est bien équivalente au fait que n
est premier si n # 1. Remarquons au passage que Z/nZ est 'anneau nul si et seulement
si n = 1 et que anneau nul n’est pas integre. ]

On note ¢ la fonction indicatrice d’Fuler définie sur N* par

(n) {Card(Z/nZ)X:Card{léménlm/\nzl} sin>2
pn) =

1 sin=1.
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Exemple. Si p est un nombre premier, on a ¢(p) = 1 et, si k > 1 p(p¥) = p* — pF~1 =
k 1
(1= ).

1.2.2 Le théoréme des restes (ou théoréme chinois)

Théoreéme 1.4. Soient m et n deux éléments de N* premiers entre eux. L’application
Z)mnZ % (Z/mZ) x (Z/nZ)
Amn — (amaan)

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration. L’application v est bien définie et ¢’est un morphisme d’anneaux. Comme
les ensembles de départ et d’arrivée ont le méme cardinal, il suffit de prouver que ¢ est
une application injective. Comme 1 est en particulier un morphisme de groupes additifs,
il suffit de prouver que Ker(1)) = {0, }. On a en effet, pour a € Z,

amn € Ker(¢) ©mlaetn|a<s mn|as Gy = 0pp. O

Remarque. Il peut étre utile de savoir calculer I'application ¢! explicitement. Si
(a,b) € Z?, déterminer ¥~ (@p,a,) revient & déterminer un entier k € Z tel que

k= — _
{k Z[[W]L] . On aen effet 11 (@, bn)) = Emn. On commence par chercher («, ) € Z2
=bn

tel que
{azl[m] {,BEO[m]
a=0[n] B=1[n]

On pose alors k = aa +bj3. Pour trouver « et 3 il suffit de déterminer (z,y) € Z2 tel que
mx + ny = 1 en utilisant I’algorithme d’Euclide étendu. On peut alors prendre a = ny
et f = mx.

Corollaire. Soit n € N* tel que n = p{™* ---p" avec p1 < -+ < p, premiers. On a alors
un isomorphisme d’anneaux

ZInZ ~T7)p L X - - X L) pr .
Corollaire. Soit n € N* tel que n = p{* ---p% avec p; < --- < p, premiers. Alors

p(n) = p(p") - e(pyr).

1.3 Polynoémes

1.3.1 Rappels

Soit A un anneau commutatif. On note A[X] 'anneau des polynémes en une indé-
terminée & coefficients dans A. Si P € A[X] et Q € A[X] \ {0}, on dit que @ divise P,
et on note @ | P, s’il existe R € A[X] tel que P = QR.
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Proposition (Division euclidienne pour les polynémes). Soit P € A[X] et soit Q €
A[X] N {0} de coefficient dominant inversible. Alors il existe un unique couple (R,S) €
A[X)? tel que deg R < degQ et A= QR+ S.

Démonstration. Commengons par prouver l'existence de (R, S). Remarquons déja que
si deg(P) < deg(Q), alors on peut prendre R =0 et S = P.

Raisonnons alors par récurrence généralisée sur le degré de P. Si deg(P) = —o0, on
est dans le cas ou deg(P) < deg(Q) qui a déja été traité.

Supposons donc 'existence de la division euclidienne de P par () prouvée pour tout
polynéme P de degré < N. Soit P un polynéme de degré N + 1. Le cas ou deg(P) <
deg(Q) a déja été vu, on peut donc supposer de plus que deg(P) > deg(Q). Notons
n = deg(Q), pn+1 le coefficient dominant de P et g, le coefficient dominant de Q.
Comme g, € A*, on peut poser

P =P —pyy1d, ' XNTIQ.

Le polynéme py1q, ' XV T17"¢ est de degré N + 1 et de coefficient dominant py 1, on
en conclut que P et pyy1g, X N+1=n() ont méme degré N + 1 et mémes coefficients
dominants, donc que leur différence P; est de degré < N. Par récurrence, il existe
(R1,51) € K[X]? tel que P, = R1Q + Sy et deg(S1) < deg(Q). On peut donc écrire

P = Pi+pni1g, ' XVT"Q = RiD+S1+pn11¢, XV 7"Q = (Ri+pn+1g, ' XN TH)Q+S:.

On peut donc prendre R = Ry + pyy1q;, ' XVt et § = 5.

Montrons a présent 'unicité de la division euclidienne. Supposons qu’il existe des
couples (R1,S1) et (R2,S52) tels que

P=RiQ+ 5 =RQ+ 5>
et deg(S),deg(S2) < deg(®). On a alors
S1— 82 = (Ry — R1)Q.

Supposons par absurde que Ry — Ry # 0. On a alors, puisque @ est de coefficient
dominant inversible,

deg(S1 — S2) = deg(Q) + deg(R2 — R1) > deg(Q).

Comme par ailleurs deg(S; — S2) < deg(@), on aboutit & une contradiction. On en
conclut que Ry = Ry et donc que S1 = So. O

Dans le cas particulier ou 'anneau A est un corps K, la condition sur ) est équi-
valente & @@ # 0. On en déduit que anneau K[X] est euclidien. Il est en particulier
principal et factoriel. On en déduit, comme dans la cas de 'anneau Z,
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Théoréme 1.5. Si K est un corps commutatif, tout polynome unitaire P € K[X] s’écrit
de facon unique a l’ordre prés comme un produit de polynéme irréductibles et unitaires.

Exemple. Dans R[X], on a
X441 = (X2 +V2X +1)(X? - V2X +1).

Dans Q[X], on a
X' —1=(X24+1D)(X -1)(X +1).

Remarque. Si K est un corps fini et si P € K[X] ~\ {0}, anneau K[X]/(P) est un
anneau fini. Ces anneaux ont des propriétés fort similaires a celles des anneaux Z/nZ. 1l
existe effectivement une arithmétique dans K [X| parallele a celle que nous allons étudier
dans ce cours.

1.3.2 Polyndomes a coefficients entiers

L’anneau Z[X] n’est pas un anneau principal. On peut en effet montrer que 1'idéal
engendré par 2 et X n’est pas principal. En effet supposons qu’il existe un polynéme
P € Z[X] tel que PZ[X]| = 2Z[X] + XZ[X]. Alors P | 2 donc P est de degré 0. Comme
P | X,ona P = =£1. Cependant les éléments @ de 2Z[ X |+ X Z[X] vérifient tous 2 | Q(0).
I’idéal engendré par 2 et X n’est pas principal.

Le résultat suivant montre que les racines rationnelles d’un polynéme de Z[X] sont
faciles a déterminer.

Théoréme 1.6. Soit P = Zdeg(P a; X" € ZIX]~ {0}. Sixz = g € Q est une racine de

P, avecpNq=1, alorsp|ag et q| Qdeg(P)-

Démonstration. On a

p _
r <q) = 0 aqeg(Pyp ") + @aeg(py- 10" g + - 4 apg ) = 0.
deg(P) ot comme p A g =1, on a p A ¢gi8) =1 donc p | ap. On montre de

deg(P) ot donc que q | Gdeg(P)- -

Ainsi p | apq
meéme que ¢ | ggeg(p)P

Soit n > 1 un entier. On définit un morphisme surjectif d’anneaux en posant

Z[X] —  Z/nZ[X]

P=Y%,0,X" — P=Y%, X"

Son noyau est 1'idéal {ZZ 0@ X" | Vi >0, n|a;} quiest aussi I'idéal principal engendré
par 'entier n (vu comme polynéme constant).

Définition. Soit P = Zdeg a; X" € Z[X]. On définit le contenu du polynéme P comme
le pged de ses coefficients. On le note ¢(P). On dit que le polynome P est primitif si
c¢(P)=1.
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Sin e N* et P € Z[X], on a donc n | ¢(P) si et seulement si P = 0[n].

Lemme. Pour P,Q deux éléments de Z[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Démonstration. Si k € Z et P € Z[X], on a ¢(kP) = |k|c(P). On peut donc se ramener
facilement au cas ou ¢(P) = ¢(Q)) = 1. Supposons par 'absurde que ¢(PQ) # 1. Ceci
implique qu’il existe un nombre premier p tel que p | ¢(PQ) et donc tel que PQ = 0
dans Z/pZ[X]. Comme PQ = P-Q, on a P-Q = 0 dans Z/pZ[X]. Comme Z/pZ est
un corps, I'anneau des polynémes Z/pZ[X] est un anneau intégre. On a donc P = 0 ou
Q =0, c’est-a-dire p | ¢(P) ou p | ¢(Q), ce qui est absurde. O

Définition. Soit A un anneau. Un élément x de A est dit irréductible si z n’est pas
inversible et si x = ab avec a,b € A implique a € A* oub e A*.

Proposition. Soit P € Z[X]. Supposons que P = QR dans l'anneau Q[X]. Il existe
alors des nombres rationnels a,, B € Q* tels que aff =1 et aQ € Z[X], SR € Z[X].

Démonstration. On peut supposer P # 0. Dans le cas contraire, le résultat est facile.
Comme @ et R sont dans Q[X], il existe dy,da € N* tels que d1Q € Z[X] et daR €
Z[X]. On a alors didaP € Z[X]. On a de plus ¢(d1daP) = didac(P) et c¢(didaP) =

c(d1Q)c(daR). Posons alors o = % et B = 5(252(23. On a bien, par définition de ¢(d1Q)

et c(dsR), aQ € Z[X] et BR € Z[X]. De plus aff = 5 = 1. O

Théoréme 1.7. Soit P € Z[X] un polynoéme primitif. Pour que P soit irréductible dans
Z[X], il faut et il suffit que P soit irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons que P est réductible dans Z[X]. On peut donc écrire P = QR
avec @ ¢ Z[X]* et R ¢ Z[X]*. Comme ¢(P) =1 et que ¢(P) = ¢(Q)c(R), on en déduit
que ¢(Q) = ¢(R) = 1. Les polynémes @) et R, n’étant pas inversibles, ne peuvent étre
constants. On a donc @ ¢ Q[X]* et R ¢ Q[X]*. Ainsi P est réductible dans Q[X].

Supposons réciproquement que P est réductible dans Q[X]. On peut écrire P = QR
avec @, R € Q[X] et deg(Q) > 1, deg(R) > 1. On peut donc trouver « et [ dans
Q* vérifiant aff = 1, Q1 = a@ € Z[X] et Ry = SR € Z[X]. Ainsi P = Q1R avec
deg(Q1) = deg(Q) > 1 et deg(Ry) = deg(R) > 1, de sorte que Q1 et Ry ne sont pas
inversibles dans Z[X]*. On en conclut que P est réductible dans Z[X]. O

Corollaire. Les éléments irréductibles de Z[X|] sont les polynomes constants de la forme
+p ot p est un nombre premier et les polynomes primitifs irréductibles dans Q[X].

Démonstration. Soit P un polynéme irréductible de Z[X]. On peut donc écrire P =
c¢(P)Py avec Py primitif. Si ¢(P) ¢ Z*, alors c¢(P) ¢ Z[X]*, donc P; est inversible,
c’est-a-dire P, = £1. Comme ¢(P) doit étre irréductible dans Z, P = £1¢(P) = £p
pour un nombre premier p. Si ¢(P) € Z*, alors P; est primitif et irréductible, donc est
irréductible dans Q[X]. O
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Corollaire. Tout polynome non nul de Z[X] s’écrit de fagcon unique a l’ordre prés comme
produit d’un élément de Z et de polynomes primitifs irréductibles a terme dominant
positif.

Démonstration. On rappelle que si A est factoriel, 'anneau A[X] est factoriel. Comme
Z est factoriel, 'anneau Z[X]| l'est aussi. Comme Z[X|* = Z*, le résultat est une consé-
quence de la classification des éléments irréductibles de Z[X]. O

Exemple. La décomposition du polynéme 12X? — 3 en produit d’irréductibles dans
Z[X] est
12X? -3=3-(2X —1)---(2X +1).

Théoréme 1.8 (Critére d’Eisenstein). Soit P(X) = Y1, a; X" € Z[X] un polynéme a
coefficients entiers. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que p { an, p | a;
pour 0 <i<n—1etp*tag. Le polynome P(X) est alors irréductible dans Q[X].

Démonstration. Comme p | ag mais p { a,, on a nécessairement n > 1. Comme p { a,, on
a p1c(P). Le polynome ¢(P)~' P € Z[X] a donc exactement les mémes propriétés que P
mais est de plus primitif. Comme P est irréductible dans Q[X] si et seulement si ¢(P) =P
lest, on peut supposer sans perte de généralité que ¢(P) = 1. Supposons donc ¢(P) =1
et supposons par I'absurde que P est réductible dans Q[X]. Alors on peut écrire P = QR
avec deg(Q),deg(R) > 1 et Q, R € Z[X]. De plus ¢(P) = 1 implique ¢(Q) = ¢(R) = 1. En
réduisant P = QR modulo le nombre premier p, on obtient QR = P # 0 dans Z/pZ[X].
Par ailleurs P = vX™ pour un certain v € (Z/pZ)*. Comme X est irréductible dans
Z/pZ[X] et que Z/pZ|X] est principal, on en déduit que Q est de la forme aX” et R
est de la forme SX* avec aff = v et r + s = n. Comme r < deg(Q), s < deg(R) et
deg(Q) + deg(R) = deg(P) =n,on ar =deg(Q) > 1 et s = deg(R) > 1 de sorte que les
termes constants de @ et R sont divisibles par p, ou encore p | Q(0) et p | R(0). On en
conclut que p? | P(0) = Q(0)R(0), ce qui contredit p? 1 ao. O

Exemple. Soit p un nombre premier. Soit ®,(X) = XP~! + XP~2 4 ... + X + 1 de
sorte que X? —1 = ®,(X)(X —1). Le polynoéme ®,(X) est irréductible dans Q[X] si et
seulement si ®,(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Par ailleurs

(1+XxX)P-1 22/ p ool
DX +1) =" = X' =Y aXx
rE T )Y g

Onaapq1=1letp|a;si0<i<p—2etenfina) =p. On en conclut que ®,(X + 1),
et donc ®,(X), est irréductible dans Q[X].

1.4 FEtude du groupe (Z/nZ)*

Le groupe multiplicatif (Z/nZ)* joue un rdle trés important dans nombre de procédés
cryptographiques.
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1.4.1 Le petit théoreme de Fermat

Théoréme 1.9 (Fermat). Soit a € Z et soit p un nombre premier tel que p t a. Alors
aP~1 = 1][p].

Démonstration. Comme p est premier, Z/pZ est un corps et le groupe (Z/pZ)* est
de cardinal p — 1. Le théoréme de Lagrange implique alors que @?~' = T pour tout
a € (Z/pZ)*, c’est-a-dire aP~! = 1 [p] pour tout p 1 a. O

Remarque. On en déduit que si p est premier, a = a [p] pour tout a € Z.
La généralisation suivante du petit théoreme de Fermat est due a Euler, la démons-
tration est identique.

Théoréme 1.10 (Euler). Soit n € N* et soit a € Z tel que aAn = 1, alors a®™ = 1][n].

1.4.2 Nombres de Carmichael

Inversement, on peut se demander si un entier n > 2 vérifiant a” ' = 1 [n] pour tout
a premier avec n est toujours premier. La réponse est non. Il existe effectivement de tels
entiers. Un entier m > 2 non premier et tel que a™ ! = 1[m] pour tout a Am = 1 est
appelé nombre de Carmichael. Le plus petit d’entre eux est

561 =3-11-13.
On a en effet
a?=1[3] = a™ =13
' =1[11] = a®° = 1[11]

a'® =1[17] = a°° = 1[17] car 16 | 560.

On peut montrer que les nombres de Carmichael ont les propriétés suivantes
— un nombre de Carmichael est sans diviseur carré;
— si m est de Carmichael et p | m est premier, alors p— 1| m —1;
— un nombre de Carmichael m posséde au moins 3 diviseur premiers ;
— il existe une infinité de nombres de Carmichael (Alford, Granville et Pomerance,

1994).

Exemple. Les entiers suivants sont des nombres de Carmichael

561, 1729, 2465, 10585, 101101 . ..

On peut montrer une version beaucoup plus faible du théoréeme d’Alford, Granville
et Pomerance.
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Proposition. Soit a > 2 un entier. Il existe une infinité de m € Z non premiers tels
que a™ 1 = 1[m).

Démonstration. Soit p un nombre premier impair tel que p { a(a®? — 1). Posons alors

2
mz%fjll :f:llajjll.Commep}Beta}Z a? —1>a—1letaP+1>a+1, donc

m n’est pas premier.

Par ailleurs, on a
(@ =1D(m—-1)=a® -1—(a®> = 1) = a®@*?™V —1) = a®(@ ' = 1)(a? ' +1).

Le petit théoréme de Fermat implique que p | a?~* — 1. Comme p — 1 est pair, on a
a® -1 | aP~! — 1 et, puisque a® — 1 et p sont premiers entre eux, p(a2 1) aP~t — 1.
Comme a ou a?~+1 est pair, on a 2 | a?(a?~!+1) de sorte que 2p(a®—1) | (a®?—1)(m—1).
On en conclut donc que 2p | m — 1.

Ainsi a® = 1 +m(a® — 1) = 1[m] et donc ™! =1[m). O

A titre d’illustration, nous donnons le critére de primalité suivant, mais qui n’est
guere utile car il implique de savoir factoriser m — 1.

Proposition. Soit a € Z et soit m > 2 un entier vérifiant a™' = 1[m] et a* # 1[m]
pour tout diviseur £ de m — 1 tel que £ #=m — 1. Alors m est un nombre premier.

Démonstration. Soit d l'ordre de @ dans le groupe (Z/mZ)*. Par hypothese, d | m — 1.
Comme @’ # T pour tout diviseur strict de m — 1, on a d = m — 1. De plus le théoréme
d’Euler implique que d | ¢(m) de sorte que m — 1 | ¢(m). Comme ¢(m) < m —1, on a
p(m) =m — 1, ce qui implique que m est premier. O

1.4.3 Structure des groupes (Z/nZ)*

Sin > 2, on peut écrire n = pi* - p& avec p; < p2 < -+ < p, premiers et o; > 1
entiers. Le théoreme des restes implique que

(Z/nZ)* ~ (Z)pZ)* x -+ x (Z/p ).
11 suffit donc d’étudier la structure des groupes (Z/p“Z)* pour p premier et o > 1 entier.

Théoréme 1.11. Sip est un nombre premier, le groupe (Z/pZ)* est cyclique.

Démonstration. Nous allons prouver plus généralement que si K est un corps commutatif
fini, alors K* est cyclique. Soit N le cardinal de K. Le théoréme de structure des groupes
abéliens fini implique que si G est un groupe abélien fini, alors G contient un élément
dont 'ordre est le ppcm de tous les ordres des éléments de G. On applique ce résultat au
groupe k* et on note d le ppcm de tous les ordres de K*. On a donc z% = 1 pour tout
z € K*. Comme K est un corps commutatif, le polynéme X¢ — 1 a au plus d racines
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dans K. On a donc N — 1 < d. Par ailleurs, K* contient un élément d’ordre d. On a
donc d < N —1, ce qui permet de conclure que d = N —1 et que K™ contient un élément
d’ordre N — 1, ce groupe est donc cyclique. ]

Exemple. Le groupe (Z/7Z)* est engendré par 3. On a en effet P =2et3 =T,

donc 3 est d’ordre 6.

On peut en profiter pour mentionner la célébre conjecture d’Artin sur les racines
primitives.

Conjecture (Conjecture d’Artin). Soit a € N* un entier qui n’est pas un carré parfait.
Alors il existe une infinité de nombre premier p tels que @ est un générateur de (Z/pZ)*.

Remarque. On sait (Hooley, 1967) que la conjecture d’Artin est une conséquence de
I’hypothese de Riemann généralisée (GRH) dont nous parlerons plus tard. On sait aussi
qu’il existe une infinité de valeurs de a pour lesquelles la conjecture d’Artin est vraie
(Gupta et Murty, 1984) et méme qu’il existe au plus deux valeurs de a pour lesquels
la conjecture est fausse (Heath-Brown, 1986). On ne connait malheureusement aucune
valeur explicite de a pour laquelle la conjecture est vraie. On par exemple juste dire que
parmi 2, 3 et 5 il y a au moins un nombre vérifiant la conjecture.

Théoréeme 1.12. Soit p un nombre premier impair et soit o > 1 un entier. Le groupe
(Z/p*Z)* est cyclique d’ordre p*~'(p —1).

Démonstration. Considérons le morphisme d’anneaux Z/p*Z — Z/pZ définie par Gpe +—>
G.Sia € Z,onaalp=1siet seulement si a Ap® = 1, ainsi Gpe € Z/p“Z si et seulement
si @y € Z/pZ. On en déduit un morphisme surjectif de groupes (Z/p“Z)* — (Z/pZ)*.
Notons G, son noyau. Comme (Z/p“Z)* est un groupe de cardinal p(p®) = p*~(p—1),
une comparaison des cardinaux montre que G, est de cardinal p®~!. Soit a € Z tel que
a, engendre le groupe (Z/pZ)* et posons g = Gpa et h = gpa_l. Puisque ag*l =1, les
éléments ¢ et h ont méme image dans (Z/pZ)*. Comme de plus g"" =1 = 1 d’apres
le théoréme de Lagrange, on a hP~' = 1, ce qui prouve que I’élément h est d’ordre
exactement p — 1. Notons H le sous-groupe de (Z/p®Z)* engendré par h. Comme G,
est un groupe de cardinal p®~!, on a G, N H = {1} et, par cardinalité, (Z/p* 1Z)* est
isomorphe au groupe produit G, x H. Comme H est cyclique d’ordre p — 1, le groupe
(Z/p*~17Z)* est cyclique d’ordre p®*~!(p — 1) dés lors que 'on sait que G, est cyclique
d’ordre p*~1.

Nous allons en fait prouver que I'élément 1+ p,. est un générateur de G,. Pour

cela, il suffit de vérifier que (1 + p)pw2 # 1[p]®. On vérifie en effet par récurrence sur
5> 0 que (1+p)P" =1+p*t [p*+2], ce qui suffit puisque 14 p®~! < p®. La congruence
est évidemment vrai pour s = 0. Supposons qu’elle est vraie pour s > 0. On a alors
(14 p)?" =1+ kp**! pour un entier £ = 1 [p]. On a donc

p
(1 +p)ps+1 = (14 kptYP =14 kp*t2 + Z (1;’) (kpst1)i.
=2
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Sii>3,onas+3<i(s+1),donc p**? | (kp*T1)" et, puisque p = 3, ona p | (), ce qui
prouve p* | (B)(kp*™1)2. On a donc (1 +p)?"" =1+ kp*2 = 1+ p*+2 [ps+3]. O

Il reste a s’occuper du cas ou p = 2. Dans ce cas, on peut remarquer que (Z/47)* =
{T, T} est cyclique mais que (Z/8Z)* = {#1, 43} ne I'est pas, puisque 3% = 1[8].

Théoréme 1.13. Soit a > 2. Alors le noyau du morphisme surjectif de groupes (Z/2“7)*
(ZJAZ)* défini par réduction modulo 4 est cyclique d’ordre 2°~2 et il existe un isomor-
phisme de groupes

(Z)2°7)* ~ 7J27 x 7./]2% *Z.

Démonstration. Notons G, le noyau de ce morphisme. On montre que I’élément 1 + 490 =
Baa est un générateur de Go. Il suffit de prouver que 52°° # 1 [2]* si @ > 3. C’est une
conséquence de la congruence 52° = 1 + 252 [25%3] pour tout entier s > 0. On montre
cette congruence par récurrence sur s. Elle est trivialement vraie pour s = 0. Supposons
alors que 52" = 1 + k2°%2 avec k impair. On a alors

52°F _ (1+ k25+2)2 — 1 4 k2513 4 [2925+4

Comme 25 +4 > s+4, on a 52 =1 4 2573 [25+4],
Soit H = {+£130} le sous-groupe de (Z/2°Z)* engendré par —Isa. Comme H NG, =
{1}, on obtient par cardinalité un isomorphisme de groupes (Z/2°Z)* ~ H x G,. O

Corollaire. Soit n > 2 un entier. Pour que le groupe (Z/nZ)* soit cyclique, il faut et
il suffit que n soit de la forme p® ou 2p® avec p premier impair et o > 1 entier ou que
n € {2,4}.

Démonstration. Commencons par plusieurs remarques.
— Si G et Go sont deux groupes abéliens finis de cardinaux respectifs n; et ng
vérifiant ny A ng # 1, alors le groupe abélien fini G; X G2 n’est pas cyclique.
— Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Supposons alors (Z/nZ)* cyclique et posons n = pi* -+ p2r avec p; < - -+ < p, premiers.
Posons également G; = (Z/p;Z)*. 1l suit des deux remarques ci-dessus que les entiers
Card(Gh),...,Card(G,) sont premiers entre eux deux a deux. Parmi ces entiers, il y en
a au plus un qui est pair et donc, parmi pq,...,p, il y a au plus un nombre impair. On
en conclut que 7 < 2 et que

{2,p} p impair
{p1,p2} = ¢ {p}  pimpair
{2}

Comme de plus (Z/2%Z)* est cyclique si et seulement si o < 2, on en conclut que n €
{2,4,p",2p®, 4p®} pour un nombre premier p impair et un entier & > 1. Comme ¢ (p®)
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est pair, le groupe (Z/4p®Z)* n’est pas cyclique. Ainsi n est de la forme 2,4, p®, 2p~.
Réciproquement on vérifie facilement que pour ces valeurs, le groupe (Z/nZ)* est cy-
clique. ]



Chapitre 2

Fonctions arithmétiques

2.1 Définitions et premiéres propriétés

2.1.1 Définitions

On appelle fonction arithmétique une application de N* dans C. Une fonction arith-
métique f est dite multiplicative si elle vérifie les conditions suivantes

f) =1
V(m,n) € (N2 tel que m An=1, f(mn)= f(m)f(n).

Une fonction arithémtique f est dite complétement multiplicative si

f) =1
V(m,n) € (N*)?, f(mn) = f(m)f(n).
La notion de fonction arithmétique complétement multiplicative peut sembler plus na-

turel, mais nous rencontrerons en pratique un grand nombre de fonctions arithmétiques
qui sont multiplicatives mais non complétement multiplicatives.

Une fonction arithmétique multiplicative est donc déterminée par ses valeurs sur
I’ensemble des nombres de la forme p* ot p est un nombre premier et k£ > 1 un entier.
Une fonction arithmétique compléetement multiplicative est déterminée par ses valeurs
sur I’ensemble des nombres premiers.

Exemple. a) La fonction indicatrice d’Euler ¢ est une fonction arithmétique qui
est multiplicative mais pas completement multiplicative.
b) La fonction constante 1 est complétement multiplicative.

c¢) La fonction e définie comme d7, la fonction indicatrice du singleton {1} est com-
pletement multiplicative.

23
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d) Considérons la fonction arithmétique « nombre de diviseurs », ¢’est-a-dire la fonc-
tion d : N* — C définie par d(n) = Card{d € N* | d | n}. C’est une fonction multiplica-
tive. On a en effet, si m An =1 et d | mn, U'entier d peut s’écrire de fagon unique sous
la forme dydy ou di | m et dg | n. L'unicité vient du fait que dj = m A d et dy = n Ad.
L’existence vient du fait qu’en posant di = m Ad et do =n Ad, on a d = didy puisque
mAn=1.

e) La fonction Id : N* — N* est également une fonction arithmétique complétement
multiplicative.

2.1.2 Loi de composition

Notons F l’ensemble F(N* C) de toutes les fonctions arithmétiques. C’est un C-
espace vectoriel. Cet espace est de plus muni d’une loi de composition arithmétique définie
comme suit. Si f et g sont deux éléments de F, on définit une fonction arithmétique
f * g en posant

e, (From =Y f@(5)= X fdga)
i st

Théoréme 2.1. Le triplet (F,+,%) est un anneau commutatif d’unité e = 01. Son
groupe des inversibles est donné par

FX={f e F|fQ) #0}.

Démonstration. 11 faut prouver que la loi de composition arithmétique est associative,
commutative, distributive par rapport a + et d’élément neutre e.

La commutativité et la distributivité sont immeédiates. Prouvons 1’associativité. Si
f,9,h sont dans F, on a, pour n € N*,

(fxg)xh)(n)= > (f*g)(di)h(do)
(d1;idlzcg2€:(§*)2

= D > F(8)g(8") | h(da)
(d1,d2)€(N*)? | (6,6)€(N*)?
dido=n 66'=dy

= > J(01)g(d2)h(d3).
((51 ,62,63)€(N*)3
010203=n

On montre de méme que
(fx(gxh)m)= > f(01)g(d2)h(ds)

(61,62,63)€(N*)3
010203=n
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et on en déduit ’associativité. La fonction e est neutre pour * car, si f € F et n € N*,
on a

(exfim)= > eld)f(d2) = f(n).

. a,—/
(dlgzczf:(ﬁ )’ Lo=di=1

Prouvons enfin que f € F* si et seulement si f(1) #0.Si f € FX,onae= f* f et
donc 1 = e(1)f(1)f~1(1) de sorte que f(1) # 0.
Supposons réciproquement que f(1) # 0. Il suffit de montrer qu’il existe une fonction

g € F telle que f * g = e. On construit g par récurrence. Plus précisément, montrons
par récurrence sur n, qu’il existe des nombres g(k) € C, 1 < k < n tels que

Vi< m<n, f(d)g n =e(m).
> ()

Comme f(1) # 1, I'hypothése est vraie pour n = 1, il suffit de prendre g(1) = f(1)~!.
Supposons le résultat vrai pour n et montrons le pour n-+ 1. Suffit de trouver un nombre
g(n+1) € C tel que

> fd)yg (nl—l) =e(n+1)=0.

d>1
dln+1

1l suffit donc de poser

— ()] m
gln+1) =~ 1(1) Zglf(d)g(d). =

On note M C F* I’ensemble des fonctions multiplicatives et M¢ C M D’ensemble
des fonctions compléetement multiplicatives.

Théoréme 2.2. L’ensemble M est un sous-groupe de (F*,*). On a de plus, pour f €
M€ et (g,h) € M2,

flgxh)=(f-g)=(fh)

Démonstration. Montrons que F est stable par . Il faut donc prouver que si f et g sont
deux fonctions multiplicatives, alors f * g est multiplicative. Soient donc (m,n) € (N*)?
tel que m An = 1. Rappelons que I'on a une bijection

{di €N*|di |n} x {do €N* |do | n} — {deN*|d|n}
(dl,dg — dldg.
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On a donc

(Feamn) = Y e (%) = X sdayo ()

=1 (d1,d2)€(N*)?2
dlmn dilm

da|n

(d“‘ge:(N*)? fnrideis <Z> g (52)

dilm
da|n

| T s (F) || T st ()

di>1 da>1
dilm da|n
= (f*g)(m)(f xg)(n)

de sorte que f * g € M.

Montrons que F est stable par inverse. Soit f € M. Il faut prouver que f~* € M. Soit
g l'unique fonction multiplicative telle que, pour p premier et k > 1, g(p*) = f~1(p*).
Posons h = f % g. Il faut prouver que h = e, on aura alors g = f~! et donc f~! € M.
Comme h est multiplicative, il suffit de prouver que h(pk) = 0 pour tout nombre premier
p et tout entier £ > 1. On a

k k

hp*) =" F)g(" ) =D FEO) )

i=0 =0

=(f+fHEH=0

=

par définition de g et f~1.
Vérifions la derniére propriété. Supposons que f € M€ et (g,h) € M2. Sin € N*, on

(f-(g*h)(n) = f(n) Y g(d)h (Z) =Y f(m)g(d)h (Z)

d>1 =
_ (;f(d)g(d)f (Z) h (Z> (g % (F B, .
din

2.1.3 Construction de fonctions arithmétiques multiplicatives

La fonction de Mdbius La fonction constante 1 est un élément de F. On note p son
inverse pour la loi x. Comme 1 est multiplicative, la fonction p l'est aussi. La fonction
arithmétique u est appelée fonction de Mobius. Par définition de u, on a donc 1xu = e et



2.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES 27

(1) = 1. Déterminons ses autres valeurs. Si p est un nombre premier, la relation 1xy = e
implique p(p) + (1) = 0, c’est-a-dire u(p) = —1. On a également u(p?) +p(p)+u(1) = 0,
ce qui implique p(p?) = 0. En raisonnant par récurrence, on vérifie immédiatement que
w(p*) = 0 pour tout entier k& > 2. Comme p est multiplicative, on a donc

Vn € N*,

(n) {(—1)’“ si n est un produit de £ nombres premiers distincts;
pn) =

0 sinon.

Exemple. Rappelons que la fonction indicatrice d’Euler ¢ est définie, pour ¢ € N*, par

la formule
= > 1= 3 emrg= > (px1(nAq)
1<n<gq 1<n<q 1<n<q
nAg=1

Comme un entier d > 1 divise n A ¢ si et seulement il divise n et ¢, on a

S ) =) Y 1= 3wl

n=1d>1 d>1 1<n<q d>1
dln dn dlq dlq
dlq

Ainsi ¢ = pxId et donc Id = ¢ *x 1. On a donc prouvé que, pour n € N*,

n=> ¢(d)

d>1
dln

Les fonctions diviseurs Si k € N*, on note di la fonction arithmétique 1% ---x 1.
—_—

k fois
Comme la fonction 1 est completement multiplicative, la fonction dj est multiplicative.

Dans le cas particulier ou £ = 2 on retrouve la fonction « nombre de diviseurs » :

=Y " 1(6)1(%) = Card{(d1,dz) € (N*)* | n = dyda}.
5|>1
d|n

Plus généralement, une récurrence sur k montre que
di(n) = Card{(dy,...,d) € (N | n=dydy---di,}.

Comme la fonction dj est multiplicative, elle est complétement déterminée par ses valeurs
sur les entiers de la forme p" ou p est un nombre premier. Calculons directement dy(p™).

Card{(dy,...,dy) € (N*)k | didg - - d, =p™}

= Card{(my,ma,...,mg) € N* | m = Zml}
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L’ensemble dont le cardinal apparalt sur la droite est en bijection avec I’ensemble des
fonctions strictement croissantes b : {1,...,k} — {0,1,...,m+k — 1} telles que h(k) =

m+k—1. En effet, on peut associer a un k-uplet d’enters (my, ..., mg) tel que Zi-“:l m; =
m la fonction h définie par h(i) = ny + --- 4+ n; + i — 1 et réciproquement, a une telle
fonction h, le k-uplet (mq, ..., my) oum; = h(i)—h(i—1)—(i—1). Ces deux fonctions sont

bien réciproques I'une de 'autre. Enfin, on peut remarquer que les fonctions strictement
croissantes h : {1,...,k} — {0,...,m+k—1} vérifiant h(k) = m+k—1 sont uniquement
déterminées par I’ensemble de leurs k — 1-iemes premiéres valeurs, qui forment une partie
de cardinal k — 1 de {0,...,m + k — 2}. Ainsi di(p™) est égal au nombre de parties a
k — 1 éléments dans {0,...,m + k —2}. On a donc

di(p™) = (m;jfl‘l) - <m+n’j‘1>.

Les fonctions sommes de diviseurs Si k > 1 est un entier, on pose o, = 1 * (Id)*.
Comme 1 est Id* sont complétement multiplicatives, la fonction oy est multiplicative.

O’k<n) = de

a>1
din

Ses valeurs sont les

La fonction de von Mangoldt Dans tout ce cours, on note log la fonction logarithme
népérien. La fonction de von Mangodlt est définie comme le produit A = log *u. De sorte
que log = Ax1. Sin > 2 est un entier, on peut écrire n = p*ps? -+ pdr o p; < -+ < py
sont des nombres premiers. Les seuls diviseurs d de n pour lesquels u(d) # 0 sont les
[I;cr pi o I est une partie de {1,...,7}. On a donc

NOESDY <—1>Cafd<f>1og( - )

Ic{1,...r} Hie[pi

= Y ()% Dlogln) — Y (1D Y log(py)

Ic{1,...,r} Ic{1,...,r} el

SO (AT ST SR EE
k=0 i=1 eIc{l,...,r}

_Slogl) Y (—1Cm),
=1

JC{L, 4}

Nous avons donc A(n) =log(p1) sir=1et A(n) =0sir > 1.

2.1.4 Produits eulériens

Si n € N* est un entier, nous utiliserons trés souvent I’abus de notation []

[Iper ol P désigne I'ensemble des nombres premiers.
psn

p<n DOUr
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Si (ap) est une suite de nombres complexes indexée par les nombres premiers et si la

suite (Hpgn ap) est une suite convergente, on note [, a, sa limite.

Théoréme 2.3. Soit f une fonction arithmétique telle que la série 3, -, f(n) est ab-
solument convergente. Si f est multiplicative, on a

n=1 p k>0

d o) =] (Z f(p’“)) :

Si de plus f est complétement multiplicative, alors |f(p)| < 1 pour tout nombre premier

p et on a
=011

n>1 p

Démonstration. Soit N > 1 un entier. Supposons dans un premier temps que la fonc-
tion f est multiplicative. La famille (f(n)),>1 est sommable. En particulier la série
dYoksof (p*) est absolument convergente. Soient py, ..., p, les nombres premiers plus pe-
tits que N. La formule du produit de Cauchy nous donne donc

II <+02f(pk)> = > li[f(p?i) = > f (i:f[lp?’)-

PN \k= (n1yee,np)ENT =1 (n1,n2,...,ny)ENT

Soit Ay I'ensemble des entiers n € N* dont les diviseurs premiers sont compris entre 1
et N. L’anneau Z, étant factoriel, on a

11 (Zf(pk)) =Y fn).

p<N \k>0 neAy

Comme N est I'union de tous les ensembles Ay et que la famille (f(n))n>0 est sommable,

on en conclut que la suite (HpgN > k>0 f(pk)> converge vers y_, - f(n), c’est-a-dire

p k>0 n>1

11 (Z f(p’“)) =Y f(n).

Si f est complétement multiplicative, on a f(p¥) = f(p)* si p est un nombre premier
et k > 1 entier. En particulier pour que la famille (f(n)),>1 soit sommable, il faut que
|f(p)| < 1 pour tout nombre premier p. On a de plus

Zf(p'“)ZZf(p)’“zl%. O
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Si feFetsiseC, on appelle série de Dirichlet associée a f la série
f(n
(s, =3 L
n>1 n

définie aux valeurs de s € C pour lesquelles elle est convergente. Si f € M€ et si s € C
est telle que la série D(f,s) est absolument convergente, on a alors

091 (=)

(p)p—*

11 s’agit du développement en produit eulérien de la série D(f, s).

Exemple. Dans le cas f = 1, la série de Dirichlet obtenue est le fonction zeta de
Riemann 1
((s) =) —
n=1 n

La convergence de cette série est absolue pour Re(s) > 1. Le développement en produit

eulérien est alors )
C(S) = 1;[ (1 _p—s> ’

2.1.5 Fonctions sommatoires

Soit f € F une fonction arithmétique. Sa fonction sommatoire notée My est la
fonction R — C définie par

My(z) =) f(n)

neN*
n<e

pour tout x € R. Dans la suite de cours, nous utiliserons la notation ), ., pour désigner

> nen+. La fonction My est une fonction localement constante sur R. Remarquons que
n<x
si f et g sont deux fonctions arithmétiques, on a, pour z € R,

Mpyle) = X 5 s (5) = X 1@ X o (%)

n<zT din d<z n<e
din (2.1)
X
- @, (3).
d<zx

Théoréeme 2.4. Soient f et g deux fonctions arithmétiques sommables. Alors la fonction
arithmétique f x g est sommable également et on a

Y (fxg)(n) = (Z f(n)) (Z g(n)) :
nzl n>1 n>1

En particulier, en toute valeur s € C telle que les séries D(f,s) et D(g,s) sont absolu-
ment convergentes, D(fxg, s) est absolument convergente et D(fx*g,s) = D(f,s)D(g,s).
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Démonstration. Comme f et g sont sommables, les fonctions M|y et M|, sont croissantes
et ont pour limite en +oo les sommes -, ~[f(n)| et 32,~1/g(n)|. On a alors, pour tout
r €R,

Migugi(@) < My () = £y (£) < (ann) (ngmn) <.

n<e n=1 n>1

On peut écrire

Myoglz) = X £y ()

n<e

ot My() — >2,>1 9(n) quand x tend vers +oo. Par convergence dominée, on en conclut
que

i Myeg(x) = (Z f<n>) (Zg<n>)
n=1 n=>1

et le résultat. O

Nous utiliserons treés souvent le résultat dans I’étude des fonctions sommatoires.

Lemme (Sommation par parties). Soit g € F une fonction arithmétique. Soit 0 < a < b
deux nombres réels et soit f € C'([a,b],C) une fonction de classe C'. On a alors

b
> Fmgln) = My(6)10) = My(a)fa) = [/ (0)My (1) d.
neN* @
a<n<b

Démonstration. Remarquons tout de suite que, puisque M, est une fonction continue
par morceaux, 'intégrale dans le terme de droite est bien définie.

Remarquons dans un premier temps que ’on peut se ramener au cas ou a et b sont
entiers. On a en effet

o]
Y. fmgn) = > f(n)g(n)
L e

et, puisque M, est constante sur les intervalles [|a|, a] et [[b], ],
[} M0 = 2y (0) @) = F(la]) = My(a)(e) = My(a])f(a))
/Lb F1 (&) Mg(t) dt = My(b)(f(b) — f([b])) = My(b) f(b) — My([b])f([D)).

b
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On peut donc supposer que a € N et b € N*. On a alors

b b
Y fn)gn) = Y F(n)(My(n) — My(n —1))

n=a+1 n=a+l
b b
= Y f)My(n)— > f(n)My(n—1)
n=a+1 n=a+1
b b—1
= Y fn)My(n) = 3" f(n+1)My(n)
n=a+1 n=a

b—1
= f(b)M,y(b) — f(a)My(a) — Z_: My(n)(f(n+1) = f(n))

b—1

n+1
— FOM,(0) - fa)My(0) = X [T FeM, (0 dt

1? n
= FOMy(b) ~ F@My(a) ~ [ ()M (1) at 0

2.2 La suite des nombres premiers

La suite des nombres premiers est la suite (py)n>1 ou p, désigne le n-itme nombre
premier. On a

pl:27])3:2,])3:5,‘--7])9:237”-

Six € R, on pose
n(z) = Card{n € N* | p,, < z} = Z L.
pPsT

Théoréme 2.5 (Euclide). La fonction m tend vers +o0o quand n tend vers +oo.

Démonstration. Cet énoncé est une fagon pompeuse de dire qu’il existe une infinité de
nombres premiers. Rappelons la preuve d’Euclide. Si k € N*, posons N, = p1---pg + 1.
Si p est un diviseur premier de Ny, on a p ¢ {p1,...,pr}. On en déduit que I'ensemble
des nombres premiers est infini. O

La preuve précédente nous permet d’obtenir une borne inférieure concernant la taille
de 7(x). On en déduit en effet que, pour tout & € N*, on a pgy1 < p1---pr+ 1. On en
déduit, par récurrence sur n > 1 que

271,—1

Vn}l, pn<2

Si x > 2 est un nombre réel, soit n le plus grand entier tel que p, < z. On a alors
7(x) = n. On vient de voir que z < p,11 < 22". On en déduit log(z) < 2" log(2) et donc
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loglog(z) < nlog(2) + loglog(2) = m(x)log(2) + loglog(2). On a donc montré que

loglog(z) — loglog(2)
m(z) > o2(2) .

I s’agit d’une minoration explicite de 7(x) dont le seul mérite est de montrer que 7 tend
vers +o0o. Nous allons voir que cette minoration est tres mauvaise.

En étudiant les tables de nombres premiers, Gauss et Legendre ont conjecturé, vers
la fin du XVIIleme siecle que
x
W(x) ~Nr—+oo TN

log(z)

Cette conjecture a été démontrée indépendamment par Hadamard et de La Vallée-
Poussin en 1896, un siecle plus tard.

Remarque. On peut montrer que I’équivalent de 7(z) conjecturé par Gauss et Legendre
est équivalent & py, ~yn 400 nlog(n).

2.2.1 Les fonctions de Tchebychev

L’équivalence recherchée x ~ m(x)log(z) suggere qu'’il peut étre intéressant de comp-
ter les nombres premiers en les pondérant par leur logarithme. C’est une bonne raison
pour définir les quantités suivantes, pour z € R :

0(z) = log(p)

psT

U(z) =) log(p).

nx

Remarquons que la fonction 4 est la fonction sommatoire de la fonction arithmétique
1p log, alors que la fonction ¥ est la fonction sommatoire de la fonction de von Mangoldt

A.

Le résultat suivant montre qu’étudier la fonction 7 revient a étudier les fonctions 6

et .

Théoréme 2.6. Soient 0 < A < B deuz nombres réels. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe une fonction € : R — Ry telle que Eme =0 et
o
Az — ze(x) < Y(x) < Bx + ze(z);
(i) il existe une fonction € : R — Ry telle que I}_ms =0 et
[e.9]

Az — ze(x) < 0(z) < B + ze(x);
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(iii) il existe une fonction € : R — Ry telle que llme =0 et
oo

T x T x

og(@) ~ Toa@" ™ <™ <SPy Vs

e(x).

Démonstration. Commengons par vérifier I’équivalence entre (i) et (ii). On a clairement
0(x) < ¢(x) pour tout = € R. De plus

vle) 0w = 3 loglp) < X tog(p) (|12 ~1)

<x pé\/i 1Og (p)

n=>2

car p" < x & nlog(p) <log(z) & n < “Eig” On en déduit que

0 < ¢(x) —0(x) <log(z) Y < xlog(x)
p<VT
pour x > 0, ce qui implique ’équivalence recherchée.

Supposons (ii) et posons g = 1plog de sorte que § = M,. Pour z > 1, le lemme de
sommation par parties implique, en choisissant 1 < a < 2,

r@) = Y g(n)logn) ! = & 9(04)) N /m a(t)

a<n<z - log($) - ].Og(O[ a t10g2(t>
_ b= )
~ log(z) +/z tlog?(t) dt.

Sous I'hypothese (ii), on peut trouver un réel By > B tel que 6(z) < Bjz pour tout

x = 2. On en conclut que
T0(t T dt
/ U u| < B, / 2
2 tlog(t) 2 log®(t)
log —1

log(t)—1 e 42z . .
Cl’fg(g)(t) ), et que l'intégrale de la fonction og? diverge, on en

A lgdta) e ? </ loli(g% 1 dt) =0 (i)

Ceci prouve assertion (iii).

1
Comme m =400 O(
conclut que

Enfin supposons que (iii) est vérifiée. On a 0 = Mp1os ol h = 1p est la fonction
indicatrice de ’ensemble des nombres premiers. Par sommation par parties, on obtient
cette fois, pour 1 < a < 2,

0(a) = m(2) log(w) — m(@)log(a) — [T dt = (e tog(e) ~ [T .

a t t
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Sous I'hypothese (iii), on peut trouver un réel B; > B tel que 7(z) < Blﬁ pour tout

1

x > 2. Comme log(t)™" =4 0(1), on en déduit que

0(x) — 7(2) log(x) = 400 0l2)

ce qui implique (ii). O

2.2.2 L’encadrement de ¢ (z)

Théoréme 2.7 (Tchebychev). Pour tout réel x > 2, on a

xlog(2) — 1 —3log(x) < ¢(x) < 2xlog(2) + 10g3(2) (log ).

On déduit donc des théoreme 2.6 et 2.7 qu’il existe une fonction € : R — Ry tendant
vers 0 en +oo et telle que

log@) ~ Tog(e) ") S ™) < ZlB@) i 5+ ey

Ve >2, (log2) e(z).

Nous utiliserons le lemme suivant qui permet de remplacer une somme par une inté-
grale.

Lemme. Soit f : [1,400] — R4 une fonction croissante. Alors pour tout réel x > 1, on

a |1 - < [ 1+ s,

Démonstration. Remarquons déja que la fonction f est croissante. Elle est donc mesu-
rable et bornée sur tout intervalle de la forme [1, z]. Elle est donc intégrable sur de tels
intervalles.

n<a:

Pour tout entier n > 1, on a f(n) < fg“ f < f(n+1). On en conclut que
n+1 T
Sim= Y i) X[ rr@= [ 1+
n<x n<|z|—1 n<|z|—1 1
Concernant l'autre inégalité, on a

=]

Zf(n)znng(n) / f+ra /f+f /f

n<x

>/lzf+f(1)—f(x)(w— ) >/1 [+ 1)~ f@). 0
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Preuve du théoréme 2.7. On part de I'égalité log = A x 1, équivalente a ’égalité A =
log *u. L’idée est de remplacer la fonction p par une fonction v plus simple a utiliser

mais vérifiant I'égalité > . U(:) = 0. On pose pour cela

1 sin=1
v(n) =< -2 sin=2
0 sin > 3.

On calcule alors la fonction sommatoire Z de v xlog = v*1*x A = w* A ot w est la
fonction arithmétique v * 1. En utilisant la formule (2.1), on obtient

x x

2(@) = X 0(d)Miog () = M) — 20 (5 )

d<z

Par ailleurs, on peut calculer explicitement w ce qui nous donne

1 si n est impair
w(n) = : :
1—-2=—-1 sin estpair

de sorte que
Z(z) = dg(_l)dﬂw («Z) — (a) — (923) . (g) .

Il faut maintenant obtenir un encadrement correct de M. Comme la fonction log est
croissante, une comparaison avec une intégrale nous donne, pour = > 1,

/ log —log(z) < Migg(z) < / log + log(x).
1 1

Comme [{"log = zlog(z) — z + 1, on en déduit

zlog(z) —z + 1 — log(x) —2(§log§—;+1+logg) < Z(x)

X X X X
< — —2(ZlogZ — = +1—1log= ).
< wlog(z) — o+ 1 +log(x) — 2 (2 log 5 3 +1—log 2)

Ce qui donne
xlog(2) — 1 — 3log(z) + 2log(2) < Z(z) < xlog(2) — 1 + 3log(z) — 2log(2).

Nous pouvons a présent utiliser les bornes obtenues sur Z pour en déduire des bornes
sur la fonction ¢. En effet, par croissance de la fonction ¢, on a ¢ (%) —4(;,37) = 0 pour
tout réel x > 1 et tout entier n > 1. En particulier, pour tout réel x > 2,

Y(x) —p(3) < Z(z) < Y(x).
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On en déduit immeédiatement la borne inférieure

Y(z) = xlog(2) — 1 — 3log(x) + 21og(2).

Par ailleurs, on a les inégalités suivantes

[u——

0g(2) — 1 + 3log(z)
og(2) — 1+ 3log(%)

g 8
—

V(gw) — Y(sr) < g7 log(2) — 14 3log(57)

En sommant ces inégalités pour n allant de 0 a £ = max{k [ 2 < 5 }, on obtient

P(x) < (Z 21n> xlog(2) +3(¢ + 1) log(x) — (£ +1).

n=0
Comme ¢ = Hiiggj — 1, on a finalement
¥(w) < 2010g(2) + - (logr)
z) < 2xlog og(2) ogx)”.

2.3 Quelques applications des estimées de Tchebychev

2.3.1 La constante d’Euler

37

Le lemme de sommation par parties nous donne la description suivante des sommes

harmoniques. Pour x > 1 réel,

lem_@_/x o, Lwl+/xwdt

—n z 1 12 z t2
=1- {x} + / U
=log(z) +1— {x} {t} dt.
1

Cette dernitre écriture est trés intéressante car la fonction ¢ — 8 est intégrable sur

+2
[1,4+00] de sorte que
1
>~ =toc log(z) +7+ 0@

n<x
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ouvy=1-— 1+oo % dt. Le réel ~v est appelé la constante d’Fuler. On sait tres peu de

choses sur ce nombre réel, pas méme s’il est irrationnel. Il apparait souvent dans les
formules faisant intervenir la fonction ¢ et la suite des nombres premiers.

Soit s € C tel que Re(s) > 1. En appliquant le lemme de sommation par parties aux
sommes partielles des nombres n~%, on montre que

((s) = lim <L;SJ + 8/1+oo tEZJl dt> =5 /:Oo tEiJl dt

+oo ¢ +o0 {t}
:3/1 t—s—s/1 ts_Hdt

1 +o00 {t}
:s_lqtlfs/1 tstt.

Remarquons que la fonction s — {t}t*(s“) est holomorphe sur C. De plussia > 0, on
a [{tyt= D] < rletD) et [F04=(0+1) gt < 400, Ainsi la fonction s — [;7{t}t=(+D) at
est holomorphe sur toute partie de C de la forme {s € C | Re(s) > a} et donc sur
{s € C | Re(s) > 0}. On a donc montré que la fonction ¢ admet un prolongement en une
fonction méromorphe sur {s € C | Re(s) > 0} et que ce prolongement a un unique pole,
c’est un pole simple en 1 de résidu 1.

2.3.2 Les théorémes de Mertens

Les résultats suivants ont été obtenus par Mertens autour de 1874.

Théoreme 2.8. On a les comportements asymptotiques suivants pour x € R :

)0 2 rog(a) + 0(1); (2.2
(i) 3 log;p) — log(z) + O(1); (2.3)
(iii)];w; — log log(x) + 7 + ; {mg (1 _ ;) + ;] +O(og(x)™):  (2.4)

(iv) I] (1 — ;) ~ oo 1;_(;)' (2.5)

p<T

La formule (2.3) est également connue sous le nom de premier théoréme de Mertens
et la formule (2.5) sous le nom de formule de Mertens.

Démonstration. Commengons par comparer les formules (i) et (ii). On utilise 'encadre-
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ment
A(n) log(p) log(p)
o<y Ay o 5
n<x PsT Pz
m>=2

1 1
< zp:log(p) <p2 +> Zglog(p)p(p_ 7y <t

qui montre que (i) implique (ii).

Montrons (i). On utilise pour cela la formule log = A * 1. Ainsi

Z (A 1)( Z log(n) = Miog(x) = xlog(x) + O(x)
n<e n<x
et par ailleurs
x x A(d) x
LD = A (d>:d§A<d>{dJ:xd§d _§A<d>{d}.
Or on a |y 4, Ad){5}] < , donc d’apres le théoreme de Tchebychev, ce dernier
terme est en O(z). On en conclut que
A(d)
x ——= =zlog(x) + O(1
35 = wlost) + O

et le résultat.

Il est immédiat de vérifier que la formule (iii) implique la formule (iv) en passant &
I'exponentielle. Il reste donc a vérifier (iii). Posons, pour = € R,

() = 32— rogta) +00)

pET

ou le comportement asymptotique est donné par (ii). Pour § > 0 réel, et x € R, on pose

également
1

Cs(x) = pRErE
p<T
En utilisant la formule de sommation par parties avec 1 < « < 2, on obtient, pour z € R,

Cow)= 3 1_ S) +/”” SONS S(x))+/; S(t)

a<p<xp log(x) a tlogQ(t) log(x thgQ(t)
On note alors 7 la fonction S — log que I'on a prouvé plus haut étre bornée. On a

r(z) T dt v ()
Co(z) =1+ log( ) +/2 tlog(t) +/2 tlog?(t) “
(%)

€T
=1+ —— +logl — loglog(2 +/
log(:c) oglog(z) — log log(2) 2 tlog?(t)
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L’intégrale [y dt converge car r est bornée et

T dt _ .
/2 m =log(2)~! — log(z) L.

t12)

On peut donc écrire

Co(7) =400 loglog(z) + A+ O(log(x) ") (2.6)
ou A =1-loglog(2) + f tl 2 dt Il reste donc essentiellement a prouver que
1 1
Az’y—kZ[log(l—) —i—}.
” p/) b

Pour cela nous allons faire varier 4. Si & > 0, la fonction Cy a une limite en +o0o que
nous notons Cj(00). De plus, par sommation par parties on obtient, pour = > 2,

Ci() = 270Co(a +5/ tw

En utilisant 'estimation (2.6), on voit que l'intégrale apparaissant sur la droite est

convergente et on obtient
+oo CO t
Ci(o0) = 5/2 tlié) dt.

L’idée est a présent de faire apparaitre A en étudiant le comportement de Cs(c0) quand
6 tend vers 0. Pour cela, posons, pour = > 2,

B(x) = Co() — loglog(z) — A =40 Olog(z)"1).
Il existe donc un réel B > 0 tel que E(z) < Blog(x)~! pour 2 > 2. On en déduit

oo Bt Foo dt too du
B ———2B u_,
5‘/ 148 dt’ 5/ log (t)t1+? 5/610g(2) ‘T

Comme e “u~!' ~¢ u~!, on en déduit que
+oo u du 1 d
5/ e Y 00 o —0(log(d) + loglog(2)).
dlog(2) U dlog(2) U
Ainsi 0 Jog]
> loglo
C5(00) =0 5/2 glj Aé/ o).
On peut préférer réécrire cette expression en intégrant a partlr de 1 pour obtenir
o0 Jog 1 oo dt T2 Jog1
Cs(oc) =0 | 108 108(0) gy va6 [ o) =6 [ 108 10810 4t 4 4+ (1)
1

+oo
:0/ ”log< >du+A+o()
0 4]

+o0o
=0 / e “log(u) du+ A —log(d) + o(1).
0
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Pour z > 2, la somme partielle Cs(z) est proche du logarithme d’une somme partielle
harmonique. En effet I'inégalité

1
Yzl < 5, [log(l— @) +af < [of?

montre que la série de fonctions ¢ — 37 [log(1 — p~%) +p~?] converge uniformément sur
[1,4+00] de sorte que

> [log (1 — 1) + 1] = lim(—1log(¢(1 + 9)) 4+ Cs(c0)).

7 p P 6—0

Comme on sait par ailleurs que ((1+6) =¢ 1+ O(1), on en déduit que log(¢(1+J)) =¢
—log(0) + O(0) et donc on obtient

1\ 1 too
Z [log (1 - ) + } = / e “log(u) du + A.
) p p 0

Il reste donc & prouver 1’égalité 0+°° e “log(u) du = —.

Pour prouver cette derniere égalité, on peut considérer la suite de fonctions (fy,)n>1
de [0, +oc[ vers R définie par f,(t) = 0sit > net f,(t) = (1 —tn 1) si t < n. Cette
suite de fonction converge vers t — e~ tout en étant dominée par cette fonction. On en

conclut que
+oo

/+Oo e "“log(u)du = lim fn(u)log(u) du.
0

n—+o00 Jo

Par ailleurs un changement de base montre que

+oo n n n 1
[ nwogtdu= [ gt tog(uydu= " (log(m S M) |

On en déduit le résultat. O

Le nombre réel A =~ + 3 [log(1+ p~1) + p~ ! est appelé constante de Mertens.

2.4 Quelques comportements en moyenne

Pour conclure ce chapitre, donnons quelques illustrations du comportement en moyenne
des fonctions arithmétiques faisant intervenir la constante d’Euler.

Si n € N*, on pose

w(n) =Card{p € P |p|n}
Q(n) = Card{(p,m) € P x N* | p"* | n}.
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Théoréme 2.9.

(1) Z w(n) =400 zloglog(z) + Az + O (

n<e

10;;56)) ; 27)

(74) Z Q(n) =400 x(loglog(z) + A+ Z o(x); (2.8)
(idi) > d(n) =400 zlog(x) + (27 — 1)z + O(\/:E). (2.9)

n<x

Démonstration. Commencgons par prouver I’équivalent (i). On a
IFOESHRESI EIESIEED R EIEEIIEED R
n<x n<T pln p<T p<x p<z p<z p<x

D’apres le théoreme de Tchebychev, on a Zp@{xp_l} < 71(T) =400 O(zlog(x)~1). Ainsi
la formule de Mertens nous donne

Z w(n) = zloglog(x) + Az + O (ng(x)) .

nLx

Passons au point (ii). Encore une fois, on utilise le fait que des sommes sur les nombres
premiers ou sur les puissances de nombres de premiers different peu.

Yam) =Y > 1=> fwn)+ > 1

n<x n<z p,k n<T p,k>2
pin pFin
1 x
=2 wlm+ 3 |G| = w3 = > ()
n<z p,k>2 n<T p,k>2 p,k>2
ph<z pr<a pF<a
D’une part

Z Z +00.

p,k=2 p
D’autre part on a

p,k>2 p p,k=2 log(p) log(z)
pi<z pF<x

comme on I’a déja vu. On en déduit le résultat.
Le point (iii) est une illustration de la méthode de I’hyperbole. On peut en effet écrire

Z d(n) = Z 1.

n<z (d1,d2)€(N*)?
dido<x
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Il s’agit donc de compter le nombre de point a coordonnées entieres et strictement
positives se trouvant dans la zone située sous ’hyperbole d’équation dids = .

ddn)y= > D> 1+ > Y 1- > 1

n<z di <@ d2<gr da<Vm di< g di<y/x
da<y/z
X X
—2 % H ~WEt=2 Y Lto(a) -z
d d
d<vE d<vz

= 22(log(v@) + 7+ O(Vz 1)) —z + O(Vz)
= xlog(z) + (2y — 1)z + O(Vx). O
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Chapitre 3

Caracteres

3.1 Le symbole de Legendre

3.1.1 Motivations

Fixons m € N*. On cherche a résoudre des équations algébriques dans ’anneau
Z/mZ. Le cas des équations de degré 1 fait appel a des techniques déja bien rodées dans
ce cours. En effet, soit a,b € Z et cherchons & résoudre ’équation ax = b dans Z/mZ,
ce qui revient & chercher les entiers x tels qu’il existe k € Z vérifiant ax = b + km. Soit
0 = a Am. On a déja vu que cette équation a des solutions si et seulement si § divise
b. Supposons que c’est le cas et posons a = da’, b = db' et m = dm’ de sorte que o
et m/ sont premiers entre eux. Dans ce cas a’ € (Z/mZ)* et on est ramené a résoudre
I'équation a’x = b’ dans Z/m’'Z dont 1'unique solution est 7'y que l'on sait résoudre
explicitement. On a donc montré que I’équation ar = b a exactement § solutions dans

Z/mZ.

Passons & présent aux équations de degré 2 et commencons par le cas 2 = a[m]. Le
théoreme des restes nous invite a factoriser m en produit de facteurs premiers, c’est-a-dire
a écrire m = pf* - p¥ ol p1 < -+ < p, sont des nombres premiers et les o; des éléments

de N*. La congruence 22 = a [m] est donc équivalente au systéme de congruences

2

. 2 (e}
Vi<i<r, z"=alp]
On s’est donc ramené & étudier le cas ot m = p* avec p premier.

Commencons par considérer le cas ot a = 0, alors p* | 22 si et seulement si p(g] | z.
On peut donc supposer a = A\p” avec 0 < v < k et pt A. Alors

:L’2 =a [pk] o x2 — pu(/\ +€pk7u)

pour un ¢ € Z. Si v est impair, il n’y a pas de solution mais si v est pair et v = 21/,
/. . . ! —

x € 7 vérifie 22 = a [p*] si et seulement si x = p*'x1 avec 27 = A [p]*7¥. On s’est donc

ramené au cas ol p{a. Ce dernier est cas traité par le résultat suivant.

45
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Théoréme 3.1. Soit p un nombre premier et soient k € N* et a € Z tels que aNp = 1.

(i) Sip =2, la congruence x> = a[p*] a des solutions si et seulement si k = 1 ou

k=2e¢ta=1[4] ouk >3 eta=1[8].
(i) Si p est impair, la congruence x*> = a[p*] a des solutions si et seulement si

p—1

a2 =1[p|.

Démonstration. Commengons par traiter le cas ou p = 2. Le cas ou k = 1 est immédiat.
Si 2 € Z est impair, alors #? = 1 [4]. La condition est donc nécessaire. Elle est suffisante
car 1 est évidemment solution de 22 = 1[4]. Si k > 3 et 22 = a[2¥], on a en particulier
2?2 = a[8]. Comme tous les éléments du groupes (Z/8Z)* sont d’ordre 2, on en conclut
que 22 = 1[8] et donc a = 1[8] est une condition nécessaire. Cette condition est suffisante.
En effet, on sait que le noyau du morphisme de réduction (Z/2FZ)* — (Z/AZ)* est
engendré par la classe de 5. Si @ = 1[8], on peut donc écrire @ = 5" pour un certain
m € N dans Z/2¥7Z. Cherchons alors Z sous la forme 5 pour un certain entier » € Z. On
a alors
57 = 5™ 28] & 2r = m [2872).

Comme a = 1[8], entier m est pair et cette congruence a une solution.

Supposons désormais p premier impair. Remarquons que si 22 = a [p¥], alors 22 = [p]
et donc a"7 = 2Pl =1 [p] d’apres le petit théoréeme de Fermat. La condition est donc
nécessaire. Réciproquement supposons a7 =1 [p]. On sait que le groupe (Z/p*7Z)* est
cyclique, fixons g un générateur de ce groupe et fixons m € N tel que @ = ¢g". La relation

p—1

T =1 [p], nous donne P5=m = 0[p — 1], c’est-a-dire m pair. Il suffit donc de choisir

T = g% pour obtenir une solution. ]

Au vu des considérations précédentes, il paralt judicieux d’introduire la définition
suivante. Si m € N*, un entier a € Z est dit résidu quadratique modulo m si I’équation
22 = a[m] admet une solution dans Z.

Nous avons en particulier prouvé que si p est nombre premier impair, les résidus

1
quadratiques modulo p sont les entiers a tels que p | a ou a7 =1 [p].

3.1.2 Définition et propriétés
Soit p un nombre premier impair et soit a € Z. On appelle symbole de Legendre de a
et p la quantité

0 si p divise a;
a
() =<1 si a est résidu quadratique modulo p et p 1 a;

p
—1 sinon.

Exemple. Dans Z/5Z, on a
(z/572)* = {1,2,3,4}
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avec 2° =3> =Zd et > = 4° = T de sorte que

0 sia=0[5];

a

(): 1  sia=1ou4l[5];
-1 sia=2ou3l5l.

Théoréme 3.2. Soit p un nombre premier impair. Soient a et b deux entiers.
(i) sia=blp], alors (%) = (%) ;
.. p—1
(ii) onaa =z = (%) [p] ;

@ ma ()= (3)(2)

(iv) il y a eractement % résidus quadratiques premiers a p modulo p et % non
résidus quadratiques modulo p ;

_ p=1 1 sip=1[4]
(v) 0na(71):(—1) ’ :{—1 si§53[4]'

Démonstration. Le point (i) est évident. Prouvons le (ii). Si p | a ou si a est résidu
quadratique modulo p, cette formule a déja été prouvée dans la section précédente.
Supposons donc a non résidu quadratique. En particulier p t a. De plus le petit théoreme
de Fermat implique que @”~! =T dans Z/pZ. Ainsi I'élément a7 est de carré égal & 1
dans Z/pZ. Comme Z/pZ est un corps commutatif, le polynéme X2 — T a au plus deux
solutions dans Z/pZ de sorte que @ € {+1}. Comme a n’est pas résidu quadratique, on

_p—1 =
aa 2 = —1etdonc

Le point (iii) est alors une conséquence immédiate de (ii). En effet, on en déduit que

(%’) = <%> (%) [p]. Comme p est impair, on a, pour = et y dans {0,+1}, x =y [p] si et

seulement si z = y. Ainsi (%’) = (%) (g).

Pour le point (iv), on remarque que, puisque Z/pZ est un corps commutatif, le
polynoéme X S| a au plus % solutions dans Z/pZ. Ainsi il y a au plus % résidus
quadratiques modulo p qui sont premiers a p. Par ailleurs le morphisme de groupes
(Z/pZyp)* — (Z/pZ)* défini par = — 2"7 est un morphisme de groupes dont 1'image
est contenu dans {£1}. Le cardinal de son noyau est donc supérieur ou égal a %. Comme
son noyau est par ailleurs ’ensemble des résidus quadratiques modulo p premiers a p,
on en déduit le résultat.

Le point (v) est une conséquence de la congruence (%) = (—1)% [p] et du fait

que deux éléments de {1} sont égaux si et seulement si ils sont congrus modulo p (car
p = 3). O
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3.1.3 Une autre description du symbole de Legendre

Soit p un nombre premier impair. Si a € Z, on appelle résidu minimal absolu de a
modulo p l'unique entier a tel que a = a[p] et —% <a< %. Cet entier existe. En
effet si r désigne le reste de la division euclidienne de a par p, on a @ = r si r < % et
a=r—psir> %.

On pose alors

vy(a) = Card({1 < k < 7%1 | ka < 0}).

Exemple. Sip=1leta=4,0n a

k|12 [3[4] 5
4k |41 -3 1|5 | -2

Ainsi v11(4) = 2.

Théoréme 3.3 (Gauss). Sipfa, ona (%) = (=1)wr(@),

Démonstmtz’on Soit 1 < k < %1 un entier. Posons ka = epmy ou g € {£1} et

1 < my < BL. Supposons que 1 < k, ¢ < %1 vérifient my = my. Alors ka = +fa [p)
et donc, pulsque aNp=1k==xLl[p. Si k= —L[p],onap|k+{ cequicontredit
2<k+¢<p—1. Ainsi k = £[p] et k = £. On en déduit que I'application k — my est
une permutation de ensemble {1,..., %} On peut donc écrire

p—1 p—1

v ‘

[T ka) = (-1 Tk = (-1 (251 )

k=1 k=1
b1 )
Comme Hk Z1(ka) =a'T (pT) et que p { 2511, on en conclut que o' = (1)@ [p]
et, puisque p > 3, on a (%) — (_1)Vp< ). =

Lorsque a = 2 un phénomene intéressant, que nous allons mettre a profit, se produit.
Prenons par exemple p = 13.

L1234 5] 6
el 1|11 =1]=1]-1

Tous les 1 sont a gauche et tous les —1 a droite. C’est un phénomeéne général que nous
allons utiliser pour calculer (%)

Théoréme 3.4. Soit p un nombre premier impair. On a

(£)- o

ou de fagon équivalente (%) =1 si et seulement si p = £1[8].




3.1. LE SYMBOLE DE LEGENDRE 49

Démonstration. Si 1 < k < % est un entier, on a 2 < 2k < p — 1. Ainsi 2%k > 0
si et seulement si 2k < %, c’est-a-dire si et seulement si k > 194;1. On en déduit que
vp(2) = % - L%J. Calculons ce nombre selon la congruence de p modulo 4. Sip = 1 [4],

on a v,(2) = 271 et donc
<2)_ 1 sip=1][§
p) |-1 sip=5[8].
Sip=3[4],ona(2)= % et donc
(2)_ 1 sip=7[§
p)  |-1 sip=3].
On en déduit le résultat. O]

3.1.4 La loi de réciprocité quadratique

Nous venons de prouver que la fonction p (%) est périodique de période 8. On

peut se demander plus généralement si, étant donné un nombre premier ¢, la fonction
P> (%) est périodique. La réponse a cette question est fournie par la loi de réciprocité
quadratique. Conjecturée par Euler, elle fut démontrée par Gauss en 1801.

Théoréme 3.5 (Loi de réciprocité quadratique). Si p et q sont deux nombres premiers

mpairs, on a
‘1) — (-5 (p)
(5 ;

Démonstration. Nous allons utiliser les formules (%) = (1)@ et (%) = (=1)a(p),

Remarquons que, pour 1 < k < %, on a

IQE[<0<:>HEEZ, —g<k‘q—€p<0.

Si ];& < 0, un entier ¢ comme ci-dessus est unique. On en déduit que

Vp(q)=Card{(w,y) €Z2!0<x<§, —123 <xq—yp<o}
1

=Card{(m,y)ez2|0<x<p, xq<y<xq+}.
2" p p 2

Remarquons que si 0 < x < % ety < x% + %, alors y < % puisque g est impair. En posant
R=7%n10,5[x]0,%[, on en déduit

1
vp(q) = Cal"d{(w,y) €ER| x% <y< x% T 2},
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On montre de méme que
qg 1 q
vp(q :Card{ z,y) € R x—<y<x}.
(@) @y eR|zl—; :
On en déduit que

—1qg—-1 1
L =@ =) = Card { (@) [y > 22+ 5} + Card {9 |y <ad — 1.

A B

Les deux ensembles A et B ont le méme cardinal. En effet, on définit une bijection

f:A— Ben posant f(z,y) = (% -, q_g—l — ). Ainsi pT_lqgl — 1p(q) — v4(p) et pair

et on en déduit
(‘1> <p) —(—1)5 0
p q

Exemple. La loi de réciprocité quadratique permet d’accélérer le calcul du symbole de
Legendre. Considérons les deux nombres premiers 379 et 397. Comme 397 est congru a
1 modulo 4, on a

(s50) = () = (s20) = (o) (370) = (az0) =

Donc 379 n’est pas un carré modulo 397.

Déterminons a quelle condition sur le nombre premier p # 3 impair, I’entier 3 est
résidu quadratique modulo p. La loi de réciprocité quadratique nous donne

() == ()

Comme (§) =1 si et seulement si p = 1[3], on en conclut que
(3) _ {1 sip=1oull[12]
D —1 sip=5ouT[l12].
En particulier la fonction p (%) est 12-périodique.
De fagon plus générale, si q est un nombre premier, la fonction p — (%) est périodique

sur I’ensemble des nombres premiers impairs et de période 8 si ¢ = 2, ¢ si ¢ = 1[4] et 4q
si g = 3[4].

3.1.5 Le symbole de Jacobi

On aimerait désormais étendre la définition du symbole de Legendre (%) a des
dénominateurs plus généraux que les nombres premiers. Soit a € Z un entier et soit
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b € N* un entier impair. Le symbole de Jacobi de a et b est la quantité

()-1()

ou b= p;---p, avec les p; premiers.

Remarquons que si a est un résidu quadratique modulo b, alors a est un résidu
quadratique modulo p; pour tout 7, de sorte que (ﬁ) € {0,1}. Ainsi, la relation (§) = —1

implique que a n’est pas résidu quadratique modulo b. Cependant la réciproque est fausse.

En effet la relation (§) = 1 n’implique pas nécessairement que a est résidu quadratique

modulo b. Prenons par exemple le cas de (1—25) = (%) (%) = (=1)?2 = 1. On vérifie
facilement que 2 n’est pas résidu quadratique modulo 15 puisque 2 ne I'est pas modulo
3.

Le symbole de Jacobi a cependant des propriétés calculatoires tres proches de celles
du symbole de Legendre.

Théoréme 3.6. Soient a1,as € Z et soient by, by € N* deux entiers impairs.

(i) On a ay = ay [b1] = (g—ll) = (%f) ;

(ii) ona (2) = () () 1

Démonstration. Les propriétés (i) a (iii) sont immédiates d’apres la définition du symbole
de Jacobi.

Pour prouver (iv) a (v), il suffit de prouver les deux assertions suivantes et d’utiliser

les propriétés analogues du symbole de Legendre : si 71, ..., 7, sont des entiers impairs,
alors

iri—l_rl Tm 1[2]

= 2 2

ir?—lzr%- r?n—lm

— 8 8

=1

Une récurrence immeédiate sur m nous ramene a prouver le cas ou m = 2. Supposons
donc m = 2. Comme r; et ry sont impairs, on a (r; — 1)(re — 1) = 0[4] de sorte que
rire + 1 = r1 + ro [4]. En retranchant 2 de chaque c6té et en divisant par 2, on obtient
nre=l = nzl 4 122l (9] Pour la seconde congruence, on utilise le fait que 77 = 1 [4] pour
i = 1,2 de sorte que (r? — 1)(r2 — 1) = 0[16)]. O
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L’intérét du symbole de Jacobi est qu’il permet d’accélérer le calcul du symbole de
Legendre en remplacant des factorisations d’entier par des divisions euclidiennes et des
divisions par 2.

Exemple.

(5m) = (or) = Gr) = (57) = (57) = (52) = (52) = (5) = (5) -
379) \161) \161/) \57/) \57/) \57) \57) \5/) \5)
Ainsi 161 n’est pas résidu quadratique modulo 379.

Théoréme 3.7. Soit a € N* un entier qui n’est pas un carré parfait. Alors il existe une
infinité de nombres premiers p tels que a n’est pas un résidu quadratique modulo p.

Démonstration. Remarquons tout de suite que ’on peut choisir a sans facteur carré car,
si @ = bc? et p est un nombre premier ne divisant pas a, alors a est résidu quadratique
modulo p si et seulement si ¢ ’est.

On peut donc supposer que a s’écrit a = 2°g;---q, o e € {0,1} et les ¢1 < -+ < ¢y
sont des nombres premiers impairs.

Commencons par traiter le cas ou a = 2. Choisissons /1, ..., {; des nombres premiers
> 3 distincts et posons b = 8¢1 - -+ ¥, + 3. Soit p un nombre premier divisiant b. Alors

p¢{2,3,01,...,0}. Commeb=3[8],ona (%) = —1. Il existe donc un diviseur premier
p de b tel que (%) =—1.

Supposons a présent que a # 2. On a donc r > 1. Soient ¢, ..., ¢, des nombres
premiers distincts de 2 et des ¢;. Soit b € N* tel que

Vi<i<k,  b=1[(]
Vi<j<r—1 b=1]g]
b=1[8]
b=slq]

ou s est non résidu quadratique modulo g.. On en déduit que (%) =1et ( qz) = (%)

puisque b = 1[4]. De plus (%) =lpourl<<i<r—1et (—) = —1. On en déduit que

q
(%) = —1. Il existe donc un diviseur premier p de b tel que (

p¢ {27q1>"'7QT7€17"'>£k}-

On a donc montré que, pour toute liste finie de nombres premiers, il existe un nombre

a

—) = —1. Par ailleurs, on a
p

premier p n’appartenant pas a cette liste et tel que (%) = —1. Il existe donc une infinité

de nombres premiers p tels que a n’est pas résidu quadratique modulo p. ]
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3.2 Caracteres de ]F];<

3.2.1 Définition

Soit p un nombre premier. L’anneau Z/pZ est alors un corps. Lorsque p est premier,
nous utiliserons la notation F, = Z/pZ.

Un caracteére de F; est un morphisme de groupes
x: (Fy, x) = (C*, x).
Exemple. a) Le caractére trivial, noté ¢, est défini par £(a) = 1 pour tout a € F;.

b) Le symbole de Legendre (5) est aussi un caractere de ).

Plus généralement, considérons x un caractere quelconque de F,. Comme il s’agit
d’un morphisme de groupes, on a nécessairement x (1) = 1. Soit a € F*. Comme le groupe
F est fini de cardinal p — 1, on a nécessairement x(a)?~" = X(ap_lp) = x(1) = 1. Ainsi
le nombre complexe x(a) est une racine p — 1-iéme de 'unité. On a donc en particulier
Ix(a)] =1 et x(a™') = x(a)~" = x(a) ol I'on note Z le complexe conjugué d’un nombre
complexe z.

Souvent, il peut étre pratique de prolonger x en une fonction définie sur F, = FU{0}.
On choisit la convention suivante

0 sixy#e
x(0) = { .
1 siy=e.
Remarquons que, avec cette convention, pour tout (a,b) € IE“Z, on a x(ab) = x(a)x(b).
Le résultat suivant résume quelques unes des propriétés d’un caractere de IE*‘;,(.
Théoréme 3.8. Soit x un caractéere de F;. Alors
(i) x(1) =1;
(i) sia €F), x(a) € pp—1;
(iii) sia € F, x(a™') = x(a)"" = x(a) ;

(iv) Crex, X(£) = {0 X Fe
P SiY =E€.

Démonstration. Les propriétés (i) a (iii) ont déja été démontrées. Concentrons-nous sur
(iv). Si x = €, c’est évident étant donné notre convention de prolongement en 0. Suppo-
sons donc x # . Cela signifie qu'il existe a € F)’ tel que x(a) # 1. En remarquant que
I’application ¢ — at est une permutation de F,, on a

> x(t) =) x(at) = x(a) Y x(1).

teF,, teF,, teF,,

Comme x(a) # 1, on en conclut que 3 ;cp x(t) = 0. O
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3.2.2 Structure du groupe des caracteres

Considérons x1 et x2 deux caracteres de ). L’application x1x2 de F) dans C*
associant le nombre complexe x1(a)xz2(a) a a € F)' est un autre caractere de F. On
vérifie facilement que I'ensemble des caracteres de F est un groupe pour cette loi de
composition interne. Son élément neutre est le caractere trivial € est I'inverse du caractére
X est le caractere y ! = ¥.

Remarque. Il faut prendre garde au prolongement a I, quand on parle du produit
de caracteres, il n’est pas toujours vrai que (x1x2)(0)x1(0)x2(0). Prenons par exemple
x # 1. Alors

(ox)(0) = £(0) = 1 # 0 = x(0)x™'(0).

On sait que le groupe F)’ est cyclique de cardinal p — 1. Soit g un générateur de ce
groupe. Un caractére x de [/, est intégralement déterminé par le nombre complexe x(g).
En effet tout élément de F)’ est de la forme g" et x(g") = x(g)". Réciproquement si
Z € -1, on peut construire un caractere x tel que x(g) = z. Il suffit de poser x(¢") = 2"
pour n € Z. Il faut juste penser a vérifier que cette définition est cohérente. En effet
sig" =g¢™ onap—1|n—m Ainsi 2" = 2™ puisque z € pp—1. On vient donc de
démontrer que lapplication x — x(g) induit une bijection de ’ensemble des caractéres
de ) sur jup—1.

Fp = pp
x + x(9)
jective et c’est visiblement un morphisme de groupes, c’est donc un isomorphisme de
groupes. On a donc prouvé une partie du théoréme suivant.

On note F, le groupe des caracteres de IF';. L’application est bi-

Théoreme 3.9. Le groupe des caractéres de ¥y est un groupe cyclique de cardinal p—1.
De plus, un caractére x de F; est un générateur du groupe des caractéres si et seulement
si x est une bijection de F) sur pp—1. On en déduit que si a € F) ~ {1}, il existe au
moins un caractére x tel que x(a) # 1.

Démonstration. La premiere partie du théoreme a déja été démontrée. Démontrons 'as-
sertion concernant les générateurs du groupe des caracteres. Soit g un générateur de F ;.

—

Comme application x — x(g) est un isomorphisme de F) sur u,_1, x est un générateur

de Fy si et seulement si x(g) est un générateur de p,—1. Comme x(F)) = x(g)%, on en

conclut que x est un générateur de F) si et seulement si x est une surjection de F) sur
pp—1, c'est-a-dire si et seulement si x est une bijection de F’ sur p—1.
Il reste a vérifier que si a # 1, il existe un caractere x tel que x(a) # 1. On choisit x un

générateur de Fy. Comme y est une bijection de F) sur 1, on a x(a) # 1= x(1). O

o~

Remarque. a) Pour construire un générateur de F; , on peut commencer par fixer

2w

un générateur g de F)¢ et considérer I'unique caractere vérifiant x(g) =e » .
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b) Les groupes F; et F)X sont tous deux cycliques de cardinal p — 1. Ils sont donc
isomorphes. Cependant il n’existe pas vraiment d’isomorphisme privilégié entre ces deux

groupes. De méme que pour construire un isomorphisme entre Fy et j,_1, il faut com-
mencer par choisir un générateur g de )’ et il n’y a pas vraiment de choix canonique.

Corollaire. Soit a € Fy,. On a alors

1 sta=0
Zx(a): p—1 sia=1
XEFS 0 sia €¢{0,1}.

Démonstration. Les cas ou a € {0,1} sont immédiat. Concentrons-nous sur le cas a ¢
{0, 1}. Soit A un caractere de )\ tel que A(a) # 0. Comme F est un groupe, I'application

X + Ax est une permutation de F;'. On a alors

Z\X(@) = > (W)(a) = Aa) ZAX(CL)-

—

x€Fy X€Fy xEFy

X
P

Comme A(a) # 1, on en conclut que > % x(a) =0. O
X

3.2.3 Sommes de Gauss

2mi

Soit p un nombre premier. Posons ¢, = e » . Il s’agit d'un générateur du groupe pi,.

Définition. Soit a € F), et soit x un caractére de F. La somme de Gauss associée d a
et x est la quantité

9a(X) = Y x(t)¢".

teF,

Remarque. La fonction a — g,(x) est un analogue discret de la transformée de Fourier
de 'application x. En effet, si f est une fonction 1-périodique de R dans C, c’est-a-dire
une application de R/Z dans C, on a f(n) = fol f(t)e=2™t dt et les fonctions t s 2™t
sont des morphismes du groupe R/Z dans C*. De méme si f est une fonction de R dans
C, sa transformée de Fourier est Papplication f (z) = Jp f(t)e 2@t dt et t s 2™ est
un morphismes de groupes de (R, +) dans C*.

Toutes ces opérations peuvent se généraliser dans un méme cadre : I'intégration sur
les groupes localement compacts.

Théoréme 3.10.

X —1

(i) Sia €Ty et six# ¢ estun caractere de Fyy, on a go(x) = x(a)

(it) Six # e, on ago(x) =0 et |ga(x)| = /P pour a # 0.
(iii) Sia #0, on a gq(c) = 0.

g1(x)-
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(iv) On a go(e) = p.
Démonstration. Commengons par prouver le point (i). On a

X) = > x(@)x®¢ =" x(at)¢d = > x(t)¢ = g1(x)-

teF,, teFy, teFy,
D’ou le résultat.
Le point le plus délicat est sans doute le point (ii). On commence par calculer

=D _x(t) =

teF,

D’apres (i), il suffit alors de prouver que |g1(x)| = /P pour x # € car [ga(X)| = |91(X)|
si a # 0 et x # . On utilise cette observation pour calculer de deux facons la somme
suivante

> 909000 = Y 9a(x)9a(x) = (0 — D]g1(x)I

ackFp a€Fy

=2 X [ o XOG ) = D xOx(w) Y G

a€F, \teF, telF, (t,u)€F2 a€l,
=0 si t#u

=Y Ixt)PPp=pp-1).

teF,
On en conclut que |g1(x)|? =p
Les cas (iii) et (iv) sont des calculs explicites et sans difficulté. O

Le théoréme précédent implique donc que, si x est un caractére non trivial, on peut
écrire g1(x) = \/ﬁew. Les sommes de Gauss sont des objets ayant un role trés important
en arithmétique, les décrire le plus précisément possible est donc un probleme important.
Malheureusement ’argument 6 est compliqué a appréhender. Nous allons & présent nous
concentrer sur le cas ou le caractére est quadratique, c’est-a-dire vérifie x? = 1.

3.2.4 Sommes de Gauss quadratiques

On dit qu’un caractere x de IF; est quadratique si x? = € et x # €. Lorsque p est
un nombre premier impair, il existe un unique caractére quadratique de 7, il s’agit du
symbole de Legendre. La somme de Gauss associée au symbole de Legendre possede une
autre interprétation. Posons

21r1i2

:ZC E}p

teF,
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Théoréme 3.11. Sip est un nombre premier impair, on a G(p) = ¢1 ((5»
Démonstration. Rappelons que si a € Fy, le symbole de Legendre encode le fait que
I'équation X? = a ait ou non des solutions. Il permet plus précisément de préciser
exactement combien cette équation a de solutions. Comme ), est un corps, si a € F
est un carré, disons a = b%. Alors les solutions de I’équations X2 = a sont b et —b et,
puisque p > 3, ces deux solutions sont distinctes. Par contre ’équation X2 = 0 a une
unique solution qui est 0. On a donc

1 sia=0
Card{z € F, |2 =a} =42 sia#0et 2)=1
0 sia#0et % =—1.

Ainsi Card{z € Fp |22 =a} =1+ (%) On en déduit

SO (R10) ERRTY () BRI (6) N

aclFy,

Nous allons a présent calculer explicitement la quantitué G(p). Pour simplifier les

notations, posons y = (13)' Remarquons dans un premier temps que, puisque x est

1

quadratique, alors x = xy~ " = . Ainsi

90) =D x(1)G "= 9100 = x(=1) "1 (x) = x(=1)g1(x)-
teF,

On en déduit que
p=9(x)g(x) = x(~=1)g(x)*
Comme x(—1) = (—1)%, ona g(x)? = (—1)1)2;119 et donc
+/p sip=1/4
o) = { VP SP=1l
+i/p sip=3[4].
Le signe précis qui intervient dans cette égalité est un peu plus compliqué a déterminer
précisément.
Théoréme 3.12 (Gauss). Sip est un nombre premier impair et si x = (5>, on a
_Jvp sip=1 [4]
iv/p sip=3[4].

Lemme. Soit p un nombre premier impair. On a alors

2

[LIG =™ =7
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Démonstration. De 'égalité entre polynémes de F,[X] :

p—1
(X-DA+X+-+XPH=XP-1=][(X-¢),
i=0
on tire ’égalité
p—1 )
1+ X+ 4 XP = [(X = ().
i=1
En évaluant cette égalité en X = 1, on obtient la factorisation p = H (1 — Cp)

Remarquons a présent que tout élément de F s’écrit de facon unique sous la forme
4k —2ou 4k — 2 pour un entier 1 < k < 25+ En effet si 4k — 2 = £(4¢ — 2) [p] pour

<kl< B~ onap|k—Lloup]|k+{¢—1. La deuxieme possibilité est exclue car
3 < k+£€— 1 < p—2. On en conclut que k = £ et que le signe est 4+. On peut donc écrire

,_.

pP—

2

p= H 1%1 <(1 _ Cgk—Q)(l _ Cp—(4k 2 ) (C% 1 —(2k— 1))

e
ey

—1

)5 1 ﬁ( 2%—1 gp,(%,l))?.

k=1

"3

Lemme. Soit p un nombre premier impair. On a alors

= k1 _ (k1)) _ JVP sip=1[4]
H( ~% ) {i\/ﬁ sip = 3[4].

Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a
p—1

p—1

2 27 (2k — —1 p—1 2 4k — 2
H(gk_l (2k: D) H2zsm< m( )) — ok Sm( w).
k=1 P g

Pour 1 < k < %, on a %W €10, 27| et 4kp k=2 ¢ ]0 7| si et seulement si k < p+2 . Le

p—1
produit [].2, sin (@) a donc exactement — | = +2J termes négatifs, c’est-a-dire

% termes négatifs si p = 1[4] et & T termes negatlfs si p = 3[4]. On en conclut que

sip=1[4]
iz (=1) 7 /p sip=34].

H( 2k—1 Cp—(Qk—l)) _

——
-~
IS

I v
—
—
—_
S~—
IS
Bl
-
=

Ce qui donne le résultat. O
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Preuve du théoréme 3.12. Posons x = (5). On sait déja que g1(x) = EHk, (¢ Zk—1 _

G (%_1)) pour ¢ € {1, —1}. Les lemmes précédents montrent qu’il suffit de prouver que
€ = 1. Posons

P=> x(j)X/ —¢ ﬁ(xzj—l — xP~ ) e 7[X].

Par choix de ¢, on a donc P((,) = 0. Rappelons que le polynéme ®, = 14+ X +- -+ X7~ !
est irréductible dans Q[X] et possede (, comme racine. On en déduit que ®, divise P
dans Q[X]. Comme le polynéme ®, est primitif, on en déduit que cette division a lieu
dans Z[X]. On a de méme ®,(1+ X) | P(1+ X). En réduisant modulo p cette relation,
on en conclut que Phiy(1+ X) | P(1 + X) dans F,[X]. Par ailleurs ®,(1 + X) = XP~L.
On en déduit que les coefficients des termes de degré < p—1 de P(1+ X) sont divisibles

par p.

Par ailleurs le terme non de plus petit degré du polyndéme H (X -1 X p_(2j+1))

est en degré £ —. En effet, pour 1 < k < %, on a

(14 X)) — (1 4+ X)P~ k=1 = (4 — 2 — p) X [X?].
p—l
On observe méme que le coefficient du terme de degré pT vaut [, 2, (4k — 2 — p).
Déterminons ensuite le coefficient de degré % de

£ (e -EE(Joe-F(E D)

Il s’agit de Zf:i;l X(])(p];l)
—e -
On a donc prouvé que

p—1

SRUCNES T

'717*1
=5

—1

En multipliant cette congruence par (pT) et en utilisant x(j) =72 [p], on obtient
p—1 e Bz

1

= H(j-f)zs<p;

L op—1 _
j=tz =0

)!ﬁ(4k‘—2)[p].

k=1

Comme ]F; est un groupe cyclique de cardinal p — 1, on vérifie facilement que

sip—1tk

z:: { —1[p] sip—1]Ek.
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p=3
En remarquant que j — [],2,(j — ¢) est un polynéme en j de degré %, on en conclut

que

p—1 1 1)2;3 p— 1 %
po1= 3 ST LG-0=2 ("5 ) T2 bl
_p-1 (=0 k=1
2
Par ailleurs
p=1 p=1 bt -1
2 2 pfl
[J4k-2) = H 2% —1) = 2" (p— 1) [[ex]| = k.
k=1 k=1 k=1 k:%
Finalement e(p — 1)! = —1 [p] et on déduit du théoréme de Wilson que € = 1 [p]. Comme
p=>3,onac=1. O

3.2.5 Sommes de Jacobi

Soit p un nombre premier. Soient x et A deux caracteres de I\ La somme de Jacobi
associée a y et A est la quantité

> x(@)A)
(a,b)€F2
a+b=1

Les sommes de Jacobi peuvent s’exprimer en termes de sommes de Gauss.

Théoréme 3.13. (i) Six#e, A#Fecetx\#e, ona

(ZZ) Si X 7é g, ona J(X?X71) = _X(_l)

(iii) Six # ¢, on a J(x,e) =J(g,x) =0.
(iv) On a J(e,e) = p.

Démonstration. Prouvons (i). On a

910091(A) = (Z x(t)g;@) (Z )\(u)qj) S XA
(

telF, u€l), t,u)€F2

=> | 2 x®Aw) |G-

a€Fp (t,u)E]F%
t+u=a
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Sia=0,ona Z(t,u)GFZ XA (w) = Yier, A(=1)(xA)(t) = 0 puisque xA # €. Si a # 0,

.. . t+u=a
on a une leeCtIOII

{(tbw) eFolt+u=1} = {(t,u) eF2|t+u=a}
(t,u) — (at, au)

de sorte que

Yo xWAw) = Y x(a)Aau) = x(@)A(a) Y x(OAu) = (xA)(@)J(x, V).

(t,u)eF? (t,u)eF? (t,u)eF2
t+u=a t+u=1 t+u=1
Ainsi

g1 ()71 (A) = Y (XM (@) T, ¢ = g1(xA) I (x, A).-

aclFy,

Comme g1(xA) # 0, puisque |g1(xA)| = /P, on obtient le résultat.
Passons au (ii). Soit x # €. Alors

Joox =D xx—-t"t=" > xt(1-t).

teF, teF,~{0,1}

Comme 'application t — ¢(1 —¢)~! induit une bijection de F, \ {0, 1} sur F, ~ {0, —1},
on a

Joox D= > x(uw)=-x(-1)

u€F,~{0,—1}

puisque -, cr, x(u) =0 et x(0) =0.

Les points (iii) et (iv) sont immédiats. O

Corollaire. Soient x et A deuz caracteres non triviauz de F tels que xA # €. On a
alors |J(x, \)| = \/p-

3.2.6 Applications

Nous allons étudier les valeurs premieres prises par certaines formes quadratiques
tres particulieres.

Théoréme 3.14.
(i) Soit p un nombre premier impair. Il eviste (a,b) € Z* tel que p = a® + b* si et
seulement si p = 1[4].

(ii) Soit p un nombre premier impair et différent de 3. Il existe (a,b) € Z? tel que

p=a®—ab+b? si et seulement si p=1[3].
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Démonstration. Commengons par prouver le point (i). Supposons p = 1[4]. Le groupe

o~

F, est alors cyclique de cardinal p — 1 donc de cardinal divisible par 4. Il posséde donc
un élément x d’ordre 4. Comme x* = ¢, on a x(Fy) C{1,-1,i,—i}. En conséquence

J(x,x) € Z[i] = {a +bi | (a,b) € Z*}.

Par ailleurs x # ¢ et x? # ¢ puisque x est d’ordre 4. On en conclut que |J(x, x)| = /D>
c’est-a-dire |J(x, x)|? = p. Soit (a,b) € Z?* tel que J(x,x) = a+ bi. On a donc a® + b =
|J(x, x)|?* = p. Réciproquement supposons qu’il existe (a,b) € Z? tel que p = a® + b?.
Comme p n’est pas un carré, 0 < |al, |b] < p et donc a et b ne sont pas divisible par p.
On a donc, dans I, (6571)2 = —1 de sorte que (_71) =1 et donc p=1[4].

Passons au (ii). Supposons p = 1[3]. Cette fois-ci le groupe cyclique F, posséde un
élément y d’ordre 3. On a x # ¢ et x? # ¢ de sorte que |J(x, x)|?> = p. Par ailleurs,

x(F)) C {1,7,7%} avec j = ¢ . Comme j2=-1—3j,ona
T € 2] = {a+bj | (a,b) € 721,
Soit (a,b) € Z? tel que J(x,x) = a+ bj. On a alors
p=la+bj|? =a® —ab+ b2

Réciproquement supposons qu'il existe (a,b) € Z? tel que a®> —ab+b> =p. Onapta et
p1b. En effet, supposons un instant que p | a. On en déduit alors p | b et donc p? | p, ce
qui est absurde. Posons = = —a@b € Fp. On a alors 2?2 + 2+ 1 =0 de sorte que = # 1
(car p # 3) et 2® = 1. Ainsi F} posséde un élément d’ordre 3 et donc 3 | p — 1. O

Un nombre complexe z € C est dit constructible s’il existe une suite finie de sous-corps
de C
Q=K¢cKyC---CK,

telle que z € K, et [K; : K;—1] = 2 pour tout 1 < ¢ < n. Un nombre constructible z est
donc algébrique. De plus [Q(z) : Q] | 2" de sorte que son degré est nécessairement une
puissance de 2. On montre facilement que I’ensemble des nombres constructibles de C
est un sous-corps de C.

Remarque. On peut montrer qu'un nombre complexe est constructible si et seulement
si il est 'affixe d’un point du plan que 'on peut construire a la régle et au compas a
partir des points d’affixes 0 et 1.

Nous allons a présent déterminer quelles racines p-iéme de 1'unité sont constructibles
pour p premier.

Théoreme 3.15. Soit p un nombre premier. Alors (, est constructible si et seulement
st p=2" 41 pour un certain entier n = 0.
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Remarque. Les nombres (3, (5, (17 sont constructibles.

Démonstration. On a montré que le polynéme ®,(X) est irréductible dans Q[X] et de
degré p — 1. C’est donc le polyndéme minimal de ¢, sur Q et [Q((,) : Q] = p — 1. On
en conclut que si ¢, est constructible, alors p — 1 est une puissance de 2. Montrons la
réciproque.

Commengons par un lemme intermédiaire.

Lemme. Soit n > 2 un entier et soit p un nombre premier tel que p = 1[n]. Soit x un
caractére d’ordre n de IF;. On a alors

9100™ = x(=DpJ (x, )T X2) -+ T X" 2).

Démonstration. Si n = 2, on a x2 = € et on a déja montré que gi(x)> = x(—1)p.
Supposons donc n > 2. Montrons par récurrence sur 2 < k <n — 1 que

910" = T06 0TGN -+ T 06X H g (h).

On a x2 # ¢, donc g1(x)? = J(x, X)g1(x?) ce qui donne la formule pour k = 2. Supposons
le résultat démontré pour 2 < k < n — 2. On a alors x**1 # ¢, de sorte que

= 100 g1 (0) = T06 )T 06X -+ T X g1 (X g1 (x)

= J06)T06 ) - T06 X g (T I (, x5).

gl(X

On a donc
100" =J06x) - TG X ) (X gi(x)-

Comme x"~' = ¥, on a gi(x = g-1(x) = x(=D)g1(x) (car x(=1) € R). Ainsi
g1(x" Hg1(x) = x(=1)p, ce qui donne le résultat. O

1 n—l)

Revenons a la démonstration du théoreme. Supposons donc que p = 2" 4+ 1 pour un
certain entier n > 1. On commence par exprimer (, en terme de sommes de Gauss. On
a

p—1

p—1
2ol =3 2 xtG =31 X x|

% t=0 t=0

xEF, x€F, x€F,

Rappelons que >, x(t) vaut 0 sauf si t = 0, ou la somme vaut 1 ou si ¢ = 1, ol la somme
vaut p — 1. On a donc

Y ai(x) =1+ (p—1)¢.
XEF

X

On en conclut que si gi(x) est constructible pour tout caractere y de Fr,

constructible.

alors (, est
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Soit x un caractere de ;. Alors x est d’ordre 2 pour un certain entier 0 < m < n.
On a donc

)2m 2m_2)‘

a(x)" =x(=pJ(xx) (X x

Remarquons que comme Y et x* sont d’ordre un diviseur de 2, ils prennent leur valeurs
dans pgm de sorte que J(x,x") € Q((am). Comme [Q((yit1) : Q)] = 2 pour i > 1
et Q(¢2) = Q, on en conclut que tous les éléments de Q({am ) sont constructibles. Ainsi
toutes les sommes de Jacobi J(x, x?) sont constructibles et gi(x)?" est constructible.
Comme g1(x) est obtenu & partir de g1(x)?" par une suite d’extractions de racines
carrées, g1(x) est constructible. C’est ce que 'on cherchait. O

3.2.7 Nombres de solutions d’équations dans les corps finis

Dans un premier temps, nous allons utiliser la théorie des caractéres pour déterminer
le nombre de solutions de 'équation X" = a dans F, ou p est un nombre premier.
Supposons dans un premier temps que a # 0. Rappelons que F’ est un groupe cyclique.
Fixons g un générateur de ce groupe et posons a = g% pour un certain o € Z. Recherchons
les solutions de X™ = a sous la forme ¢¢ avec £ € Z. On a alors

()" =g*enE=alp-1].

On a déja étudié ce type de congruence. Elle admet des solutions si et seulement si le
pged § de n et p — 1 divise . Supposons que ce soit le cas, on a alors

g=alp-1]ede= 220

nE=alp— &= —-[—].
b PRI
Cette congruence a alors une unique solution modulo pT_l, c’est-a-dire § solutions modulo
p — 1. Par ailleurs remarquons que la condition ¢ | a est équivalente a
1 _

pié aEO[p—l]<:;>apT1 =1.
Théoréme 3.16. Soit a € F),. Soit n > 1 un entier et soit N(X" = a) = Card{x € F,, |
z" =a}. Posonsd=nA(p—1). On a alors

N(X" =a) = Z\)da).

x€F,
x‘=e

—~

Démonstration. Remarquons que comme le groupe F; est cyclique et que d | p—1, il y
a exactement d caracteres de IF; tels que x¢ = . Décomposons la preuve en trois cas

Cas 1. Si a = 0, comme F}, est un corps, on a N(X" = 0) = 1. Par ailleurs 37, a__ x(0) =
e(0) = 1.
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Cas 2. Supposons a # 0 et N(X"™ = a) > 0. Alors 'équation X" = a a des solutions.
Comme d | n, il existe donc b € F, tel que a = b%. On en déduit que, si ¥ = 1, on a

alors x(a) = x(b)* = 1. Ainsi
> x(@)=d
xd=e

Par ailleurs, on a déja remarqué que, dans ce cas, N(X" =a) =d.

Cas 3. Supposons & présent N(X™ = a) = 0. On sait alors que otT # 1. Soit A
un élément de Fj tel que )\(a%) = )\%(a) # 1. Ainsi le caracteére ¢ = AT est
un caractere tel que ¥? = ¢ et 1(a) # 0. La multiplication par ¢ induit donc une

—~

permutation du sous-groupe de F, constitué des éléments d’ordre divisant d. On en

conclut que
Y xla) =Y @Wx)(a) =¥(a) Y x(a).
xd=e xd=e xd=e
Comme 1(a) # 1, on en conclut que
Z x(a) =0=N(X" =a).
x=e

On a donc démontré 1’égalité dans tous les cas. O

Théoréme 3.17. Soit p > 5 un nombre premier tel que p = 1[3]. Soit d € Z. Notons
N, le nombre de couples (x,y) € Flz) vérifiant 1’équation Y2 = X3 +d. Siptd, on a

N, — p| < 2/p.

Démonstration. Comme p = 1[3], il existe un caractére x de Fg qui est d’ordre 3.
L’ensemble des caracteres 6 de F) tels que 63 = ¢ est donc {e, x, x*}. Posons également

1 = (=) l'unique caractére d’ordre 2 de FX. On peut alors décrire N, en utilisant la
P P P
formule suivante

Ny= Y NY?’=a)N(X’=-b)= > N(Y*’=a)N(X*>=b)

(a,b)€F?2 (a,b)eF?
a+b=d a+b=d
= > (1+9(a)(1+x(b) +x*0)
(a,b)elﬁ‘f7
a+b=d
= > (1+9(a) + x(0) + X*(b) + 1(a)x(b) + ¥(a)x*(b))
<
=p+ > vlax®+ Y ¢@x’®)
(a,b)E]Fg (a,b)E]Fg
a+b=d a+b=d

= p+U(d)x(d)J (¥, x) + (d)x(d)* T (¥, x*).
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Remarquons que, puisque x¢ # ¢ et x?1 # ¢, on a |[J(¢, x)| = [J (¢, x?)| = /D, on a
[Np = pl < [T (@, )] + T (%, x%)| = 2v/p.

L’inégalité est en fait stricte puisque 2,/p n’est pas un entier. O

Remarque. Si = 2[3], 'application x + 23 est un permutation de Fp, on en déduit
que, dans ce cas, on a toujours N, = p.

3.3 Caracteéres de Dirichlet

Nous allons a présent généraliser la notion de caracteére aux groupes (Z/nZ)* pour
tout entier n > 2. Plus généralement, nous allons définir la notion de caractére pour tout
groupe abélien fini.

Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractére de G un morphisme de groupes
G — C*. On note G 'ensemble de tous les caracteres de G. Si X est un caractere de G
et g € G, le nombre complexe x(g) est d’ordre fini et vérifie donc |x(g)] = 1. On peut
également munir G d’une structure de groupe en posant, pour xi,x2 € G et g € G,
(x1x2)(9) = x1(9)x2(g). Nous avons déja rencontré ces définitions dans le cas particulier
de G = F; pour p premier. Dans le cas de F, la situation était simplifiée par le fait
que le groupe }F; est cyclique. Ce n’est pas vrai pour un groupe abélien fini quelconque.
Dans cette optique, le résultat suivant pourra étre utile.

Théoréme 3.18. Soient G1, ..., G, des groupes abéliens finis. L application G — é\l X
-+ X Gy définie par x — (x|Gys--->X|G,.) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que I'application qui associe a la donnée de caracteres
X1,---5Xr de Gi,...,G, le caractere de G définie (ay,...,a,) — xi(a1)---xr(a,) est
réciproque du morphisme de I’énoncé. O

On peut désormais considérer le cas particulier ou G = (Z/nZ)* avec n > 2 entier.
On peut alors décomposer n = p{* - -+ p2” ol p; < -+ < p, sont premier. L’isomorphisme
(Z/nZ)* ~ (Z/p{*)* x -+ x (Z/pS")* montre alors que se donner un caractére de
(Z/nZ)* revient & se donner un caractére du groupe (Z/p;“Z)* pour tout 1 < i < 7.

Théoréeme 3.19. Si G est un groupe abélien fini, les deux groupes G et G sont iso-
morphes. Si de plus g € G est différent de [’élément neutre, il existe x € G tel que

x(g) # 1.

Démonstration. Commencons par traiter le cas ou G est cyclique, ce qui se fait comme
pour le groupe F,7. On choisit un générateur g de G et on remarque que I'application
X — Xx(g) induit un isomorphisme de G sur le groupe des racines m-iemes de 1'unités
ou m = Card(G). Le cas général se déduit alors du théoréme de structure des groupes
abéliens finis qui implique que tout groupe abélien fini est isomorphe & un produit de
groupes cycliques. On utilise alors le résultat sur le groupe dual d’un groupe produit. [
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Corollaire. Soit G un groupe abélien fini. Si x € é, on a

S

prre: Card(G) sinon.

Sige G, ona

ZX(Q):{O st g # eq

p Card(G) sinon.
x€G

Soit m > 2. Si x est un caractére de (Z/nZ)*, on peut prolonger x en une fonction
de Z dans C en posant

a) =
x(@) x(amodn) siaAn=1.

{0 siaAn#1

La fonction y est alors périodique de période n et vérifie la propriété x(mn) = x(m)x(n)
pour tous m,n € Z. En particulier, restreinte a8 N* on obtient une fonction arithmétique
complétement multiplicative.

Tout ceci nous amene & introduire la notion de caractére de Dirichlet.
Définition. Soit n > 2 un entier. Un caractere de Dirichlet de module n est une appli-
cation x : Z — C vérifiant

(i) pour tout a € Z, x(a+n) = x(a);

(ii) un entier a est premier a n si et seulement si x(a) # 0;

(iii) pour tout (a,b) € Z2, on a x(ab) = x(a)x(b).

Il est évident que les caractéres de Dirichlet de module n sont en bijection naturelle
avec les caractéres du groupe (Z/nZ)*.

Les résultats concernant les caractéres de (Z/nZ)* impliquent alors le résultat sui-
vant.

Théoreme 3.20. Soit n > 2 un entier. Pour la loi de multiplication, l’ensemble des
caractéres de Dirichlet de module n est un groupe abélien fini de cardinal o(n). Son
élément neutre estle caractére xo défini par xo(a) =1 siaAn =1 et xo(a) = 0 sinon.
De plus, on a

Vaez, 1 Z X(a):{(l] sia=1[n]

(n) x mod n sinon.
v d 1 nz_:l (a) 1 six=xo0
mod n, —— a) =
X p(n) = X 0 sinon

ot l'on a utilisé 'abbréviation x mod n pour « x est un caractére de Dirichlet modulo
ny.
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Chapitre 4

Méthodes analytiques

4.1 Le théoreme des nombres premiers

4.1.1 Séries de Dirichlet

Soit f une fonction arithmétique. La série de Dirichlet associée a f est la série de

fonctions ;
s D(f)(s) =) =

s
n=1 n

définie sur ’ensemble des s € C ot elle converge.
Théoréme 4.1. Soit f une fonction arithmétique. On suppose que la série D(f)(so)

converge en sg = og + itg, avec og,tg € R.

(i) Soit 0 < 0 < 5. La série D(f) converge uniformément sur l’ensmble {s € C |
Re(s) = oo et |Arg(s — so)| < 6}.

(ii) La fonction D(f) est holomorphe sur {s € C | Re(s) > o¢}.
(iii) La série D(f) converge absolument pour Re(s) > oo + 1.

(iv) Si la fonction arithmétique f est non nulle, il existe un réel o1 > oq tel que
Vs € {s € C|Re(s) =01}, D(f)(s)#D0.

(v) Sila série D(f) converge absolument en so, alors elle converge normalement sur

{s € C| Re(s) = op}.

Démonstration. Prouvons (i). Quitte a remplacer f par la fonction arithmétique n +—
f(n)n=°°, on peut supposer que so = 0 et donc que la série >, f(n) est convergente.
Posons Dy (s) = SN, f(n)n=* pour N > 1 et Dy = 0. Pour M > 1 entier et = > M
réel, posons également Ans(x) = >3/ n<y f(n). On applique le procédé de sommation

69
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par parties a la fonction arithémique f1j/ [ et on obtient I'égalité

ivj fn) _ Au(N) | /N Am() o

ns NS § Mo tstl
Comme la série > f(n) est convergente, on peut poser ey = supyr|An (V)| qui tend

vers 0 quand M tend vers +oo. En posant o = Re(s), on en déduit

N dt
Dv(s) = Dar(s)| < % +2lsl [ oo

Comme o = |s| cos(Arg(s)), on a |s| < ;Z5 de sorte que

g (3
|Dn(s) — Dar(s)] < Niﬁ + cofe (M~ = N~%) < ep(1+ (cos)™h).

On en déduit la convergence uniforme.

Le (ii) est alors une conséquence immédiate du (i) et du fait qu’une limite uniforme
de fonctions holomorphes est holomorphe.

Prouvons le (iii). Supposons que 0 = Re(s) > o9 + 1. La suite (f(n)n™%),>; est
bornée, on a donc
o :

< (suplf(n)n=")

7’L>1 nO’—O’O

Comme o — og > 1, on en déduit la convergence absolue de la série par comparaison
avec une série de Riemann.

Prouvons (iv). Posons ng = min{n € N* | f(n ) 7& 0}. Posons alors D(f)(s) =

(Zk>1 fézf};k)) Soit s € C tel

%%0)(1 +g(s)) ou g est la fonction définie par g(s)
que o = Res(s) > o¢ + 2. On a alors

f( )<n0+ 0' o0— 2 n0+k 00—1—2

l9(s)] <

Le (iii) montre que la série définissant g(s) converge absolument. De plus on a

ng \700"2 pgot? |f(no + k)|
1< () T

s <[ ———
‘9( ) no + 1 (no)’ — (no + k)"0+2

o—-+00 0.

Il existe donc o1 > 09 + 2 tel que |g(s)| < & des que Re(s) > o1, et donc D(f)(s) # 0.
< [ )

ne

Le point (v) est immédiat car |%| des que Re(s) > oy. O

On déduit en particulier de ce résultat que la fonction arithmétique f est entierement
déterminée par la fonction holomorphe D(f) dés lors que son domaine de convergence
est non vide. On voit aussi qu'il existe un ¢ € R U {—o00, +00} tel que

. = {s € C|Re(s) > c} C {s € C| D(f)(s) converge} C II. = {s € C | Re(s) > c}.
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Ce nombre c est appelé abscisse de convergence de la série de Dirichlet D(f). On le note
aussi o.. Plus explicitement, on a

o. =inf{oc € R| D(f)(o) converge}.
On peut également considérer ’abscisse de convergence absolue définie par

o, =inf{oc € R | Z|f(n)\n*” converge}.

n=1

On déduit du théoreme 4.1 que
o< 0q <o+ 1

De plus, la fonction D(f) est holomorphe sur 'ouvert I, .

Théoréme 4.2. Soient f et g deuzx fonctions arithmétiques. Alors la série D(f + g, s)
converge en les valeurs de s ou les deuzr séries D(f,s) et D(g,s) convergent. On a
alors D(f + g,s) = D(f,s) + D(g,s). On a donc o.(f + g) < max(o.(f),00(g)). Si
D(f,s) et D(g,s) convergent absolument, D(f*g,s) converge absolument et D(fx*g,s) =

D(f,s)D(g,s). Ainsi o4(f * g) < max(oa(f),04(g)).

Démonstration. L’assertion concernant la somme est évidente et celle concernant le pro-
duit est arithmétique est une conséquence du théoreme 2.4. O

4.1.2 Exemples

Si f =1, 0n a D(f,s) = ((s). Son abscisse de convergence absolue et son abscisse
de convergence sont égales a 1.

Sin > 1, on a |u(n)] < 1. Ainsi la série de Dirichlet D(u,s) a une abscisse de
convergence absolue o,(11) < 1. De plus, si Res(s) > 1, on a alors

D(p, 5)((s) = De,s) = 1

de sorte que ((s) # 0 pour Re(s) > 1 et

1 )
ORI

Rappelons que d(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans N*. On a d = 1 % 1,
de sorte que o,(d) < 1. Par ailleurs, d(n) > 1 = 1(n) pour tout n > 1, donc o4(d) >
04(1) = 1. Enfin, la fonction d est positive donc o.(d) = o4,(d) = 1. De plus, pour
Re(s) > 1, on a
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Théoreme 4.3. Soit f une fonction arithmétique. L’abscisse de convergence de la fonc-
tion arithmétique flog est < oc(f). De plus, si s € U, (5), on a

D(f,s) = — Z f(nzliogﬂl = —D(flog,s).

n>1

Démonstration. On sait que si (h,)n>1 est une suite de fonctions holomorphes conver-
geant uniformément vers f sur un ouvert Q de C, alors la suite (h],),>1 converge unifor-
mément sur tout compact de § vers la fonction f’. On obtient le théoréme en appliquant
ce résultat a h,(s) = >p_; f(k)k™* a tous les ouverts de la forme {s € C | Re(s) >
o, |Arg(s)| < 0} pour o > o (f) et § < 5. O

On en déduit par exemple une expression pour la dérivée de la fonction ( :

1
VseTly, (s)=—3 —="

s
n=1 n

Comme log > 0, sur N*, on a o.(log) = o,(log) = 1. On en déduit que la fonction
A = pxlog a une abscisse de convergence absolue qui est < 1 et, pour s € Iy,

4.1.3 Produits eulériens

On rappelle que si f est une fonction arithmétique multiplicative, on a

Vs € o, (), D(f,8)=H<1+f2§f) +f1()f:) +---+f;fzz) +>
p

Si f est de plus compléetement multiplicative, alors

Vs € ,,(5), D(f,s)= 1;[ (1 B J;()f)>

On en déduit par exemple, si x est un caractere de Dirichlet modulo N, que

X)) Cx)\ 7!
Vs € 11y, D(X,s)fn%L e 1;[(1 pe ) .
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4.1.4 La fonction I

On définit, pour s € I,

+oo +o0 dt
I'(s) = / t et dt = / tSe t—.
0 0 t

Une intégration par parties nous donne
Vs eIly, T'(s+1)=sI(s).

Une récurrence immédiate montre que I'(s+n) = (s+n—1)(s+n—2)---(s+ 1)s['(s)
pour tout s € II; et n > 1. Comme on calcule immédiatement que I'(1) = 1, on en déduit
I'(n) = (n — 1)! pour n € N*. Par ailleurs la formule

1
F(S):s(s—i—l)---(s—l-n—l)

I'(s+mn)

pour tout n € N* permet de définir un prolongement analytique de I' en une fonction
holomorphe sur C \. —N. La méme formule nous donne alors, pour n € N,
(=" 1

1N ~g
(5) ~smsn n! s+n

ce qui prouve que I' peut se prolonger, de facon unique, en une fonction méromorphe sur
C dont les poles sont exactement les points de —N. De plus, le pole en —n est simple et

de résidu (—n1!)"

On peut montrer plus précisément que le prolongement analytique de la fonction I’
vérifie une équation fonctionnelle.

Théoréme 4.4 (Formule des compléments). Pour s € C\Z, on a

s

Ls)r'(1—s) =

sin(ms)’
Démonstration. Pour s € C\ Z, on a
s+ 1)I'(1—(s+1)) = sI'(s)I'(—s) = —=T'(s)['(1 — s).

Ainsi la fonction s — F(s) =I'(s)['(1—s)— sin(rs) €St 2-périodique. Remarquons de plus
que la fonction s — I'(s)['(1 — s) a un pole en n € Z qui est simple de résidu (—1)" et
qu’il en est de méme de la fonction s +— ﬁ Ceci implique que la fonction F' est en
fait holomorphe sur C.

Pour 0 < Res<1,ona

+oo
ID(s)] = |s~'T(s + 1)| < |s|*1/ £Re() ot gy
0

1 00 1 3
<bl () e [Toeta) < (o ) <o
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Par ailleurs, en utilisant l'inégalité |1 — z| > |1 — |z|],
—7 Im(s)

2

mSs _ ,—Tis —7mIm(s) )
isin(rs)| = 1€ 26 | _e T e

e

|1 o e27rlm(s) |

On en conclut que

9 e—wIm(s) (s -1
|F(s)] < T (3)? + ( 5 |1 — e2rIm( ),)

et donc que F'(s) — 0 quand |Im(s)| — 400 uniformément en Re(s). La fonction F', étant
continue, est donc bornée sur la bande {0 < Re(s) < 1}. Par 2-périodicité et imparité,
elle est bornée sur C. Comme elle est de plus holomorphe, le théoréme du maximum
local montre qu’elle est constante sur C. Comme elle tend vers 0 quand Im(s) tend vers
400, on en déduit que F' = 0. On a donc prouvé ’égalité recherchée. O

En évaluant cette formule en s = 3, on obtient I'(3)? = 7 et donc I'(3) = /7 qui est
équivalente a 1’égalité

/ et dt = Nz
R

Par ailleurs on en déduit que I'(s) # 0 si s ¢ Z. De plus I'' a un péle aux points de —N
et I'(n) = (n — 1)! # 0 si n € N*. On a donc prouvé que

VseC, T(s)#0.

De fagon équivalente, la fonction % est holomorphe sur C et ses zéros sont simples, ce

sont les points de —N.

La formule suivante peut également étre utile.

Théoréme 4.5 (Formule de duplication). Pour s € C, on a
1 1-2s
I'(s)C s+ 5) = 21 725/7(2s).

Démonstration. La démonstration peut se mener comme celle de la formule des complé-
ments. O

4.1.5 La fonction Zeta de Riemann

Rappelons qu’il s’agit de la série de Dirichlet associée a la fonction arithmétique 1.
Ses rayons de convergence et de convergence absolue valent 1.

Lemme. Soit f : [0, 400 — C une fonction de classe C*° vérifiant de plus f(t) =100
O(t™™) pour tout n > 1. Alors la fonction définie par L(f,s) = F(ls) Jo° tsf(t)%
s € Iy admet un prolongement holomorphe a C tel que

vneN, L(f,—n)=(=1)"f™(0).
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Démonstration. Commencons par remarquer que sous nos hypotheses, la fonction s —
Jo 5 f(t)2 est holomorphe sur IIj.

Supposons dans un premier temps que le support de la fonction f est inclus dans
10, +oo[. Alors la fonction s — [5°t°f(t)% est méme définie et holomorphe sur C.
Comme la fonction % est holomorphe sur C et s’annule en tout point de —N, on en conclut
que L(f,—n) = 0 si n € N. Comme dans ce cas, f(")(O) = 0, la formule recherchée est
trivialement vraie.

Supposons maintenant que f est a support compact. Supposons que son support est
contenu dans [0, A] pour un certain A > 0. On a alors, pour Res > 0,

o o odt 1 LA g dt 1o, dt
[Tern = serw] -5 [Cenrof = [TenreT

A

0

On en conclut que L(f,s) = —L(f',s + 1) et L(f,s) = (=1)"L(f"™, s + n) pour tout
s € IIy et n € N. On en déduit que s — L(f, s) se prolonge en une fonction holomorphe
sur C tel que, pour tout n € N,

D, =) = (() B0, 1) = (1 [* e )= (1)),

Pour traiter le cas général, on choisir une fonction ¢ : [0, +00[ — R de classe C*°
telle que ¢(x) = 1 pour z < 1 et ¢(x) = 0 pour z > 2. On décompose alors L(f,s) =
L(fe,s)+ L(f(1 —¢),s). La fonction f(1 — ) vérifie les hypotheéses du premier cas et
fo les hypotheses du second cas. O

Considérons alors la fonction définie sur [0,+oo[ par f(t) = —45. Il s’agit d’une

fonction développable en série entiere sur [0, +0o[. On note B, = £ (0) pour n € N de
sorte que

B,

f)y =Y ="

|
n=0 n:

pour ¢ € [0,400[. De plus, on a B,, € Q. Le nombre rationnel est appelé n-ieme nombre
de Bernoulli.

Exemple. On a By = —%, By=1 By=

8 Bg = 2... On a Bo,+1 =0 pour n > 1.

30’

Théoréme 4.6. La fonction ( se prolonge en une fonction méromorphe sur C ayant un
unique pole simple en s = 1 de résidu 1. De plus, sin € N, on a

(- = (-1t eq

Démonstration. Pour s € 111, on considere

+Oot —t _ +oo$ —nt ﬁ_ +oo$ 1 ﬂ_ _ _
Z/ _/0 ¢ (Ze ) : _/0 t S = D=L, 5-1)

n>1 n=1
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ou f(t) = =. On en déduit que ((s) = F(S( 1)L(f, s —1) = —=7L(f,s —1). Le résultat
est alors une conséquence immédiate du lemme 4.1.5. Les caracterlsthues du poéle en 1
se déduisent de 1'égalité L(f,0) = f(0) =1 et, pour n € —N, on a

1 Bn—H

((=n) = _n+1L(f’_n_ )= (_1)nn+1'

O]

Nous allons a présent en dire un peu plus sur le prolongement de la fonction ¢ a C.
Nous allons prouver que ce dernier possede une équation fonctionnelle.

Pour s € C, on pose £(s) = W%F(%)C(S).

Théoreme 4.7. La fonction méromorphe £ vérifie I’équation fonctionnelle
§(1—s) =¢&(s).

La preuve de ce théoreme repose sur ’équation fonctionnelle d’'une « série theta »
reposant elle-méme sur la célebre formule de Poisson.

Soit f : R — C une fonction intégrable. La transformée de Fourier de f comme est
la fonction f : R — C définie par

VzeR, f(z / f(t)e 2t gt

Lemme (Formule de Poisson). Soit f : R — C une fonction de classe C? telle que f, f’
et f" sont toutes les trois intégrables sur R. On a alors

> fm) =3 fn)

neE”L nez

Démonstration. Remarquons que puisque f” est intégrable, la fonction f’ est bornée.
Le caractere intégrable de f implique en particulier que, pour tout x € R, la famille
f(x 4+ n)pez est sommable et la fonction g : R — C définie par

Vr € R, g(z Zf:z‘+n
neL

est bornée. Elle est de plus continue et 1-périodique. Calculons les coefficients de Fourier
de la fonction g. Pour n € Z, on a

k+1 . ~
/ g 727T’L77,t dt = Z/ k—l—t —2mint dt = Z/ 727r1nt dt = f(n)

kEZ keZ

Comme f est de classe C2 et que f' et f” sont intégrables, on a f(z) =100 O(x~2). Ainsi
la famille des coefficients de Fourier de g est sommable. On en conclut que g est égale a
la somme de sa série de Fourier, c’est-a-dire

Ve eR, g(x)= Z g(n)ermine,
nez

En évaluant cette égalité en = = 0, on obtient la formule de Poisson. O
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Pour ¢ > 0, on pose 0(t) =>,cz e~ Cette série est appelée série theta.

Lemme. Pourt >0, on a 0(t) = F%Q(t_l).

Démonstration. Soit t > 0. Nous allons appliquer la formule de Poisson a la fonction
fi définie, pour x € R, par fi(z) = e~ ] s’agit d’une fonction C* dont toutes les
dérivées successives sont intégrables. Il faut donc calculer la transformée de Fourier de
fi- Remarquons que f/(z) = —2nxtfi(z) et que

fi () = —2miue T te T2 gy — —/ 2t~ Lpe T 2T gy — —omt~ ' fy ().
R R

Les fonctions f;-1 et J?t sont donc solutions de la méme équation différentielle ordinaire
de degré 1, il existe donc un nombre réel C' tel que f; = C'f,—1. On peut évaluer cette
égalité en x = 0 pour déterminer C. On obtient

R R

La formule recherchée est alors une conséquence de la formule de Poisson :

o) =3 filn) =3 Filn) =t72 3 fra(n) = t720(t™"). 0

nel neL ne’

Preuve de ’équation fonctionnelle de la fonction &. Soit s € II;. On a alors

S S +OO S S dt
£(s) = 3T () o) =X [ it
2 ws170 t
+o00 400
— Z/ tgefﬂnztﬂ _ / t% Z e*ﬂth ﬂ
n=>1 0 t 0 n=1 t
too ] dt
= tz=(0(t) —1)—.
ANCHUORRIC

Remarquons que

de sorte que la fonction
dt

s—>/1+oot§;(9(t)—1)t

est définie et holomorphe sur C. Nous allons donc couper l'intégrale en 1 et utiliser
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I’équation fonctionnelle de 6 :

)= [ e300 -0+ [ e -1
= [Teiee - o [Tien -0
_ 1+oot_§;(t26(t)—l)it—i—/:oot;;(ﬁ(t)—l)cf
= 1+mtlzsé(9(t)—1)dt+/+mt§;(9(t)— )Cit+/1+m;(tlzs —f%)%
= [Tt 02 [T len -n 2 (L L)
A B

Comme nous 'avons plus haut, le terme A est holomorphe sur C et reste invariant si
I’on remplace s par 1 —s. Le terme B est méromorphe sur C et vérifie la méme condition
d’invariance. La fonction £ se prolonge donc a C en une fonction méromorphe vérifiant
&(s) = &(1 — s). Notons au passage que la fonction £ a exactement deux poles : en 0 et
en 1. O

Donnons quelques conséquences remarquables de cette équation fonctionnelle.

Corollaire. La fonction & ne s’annule pas en dehors de la bande {s € C | 0 < Re(s) <
1}. De plus, les seuls zéros de la fonction ¢ hors de la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1}
sont les éléments de —2N*.

Démonstration. Comme les fonctions s — I'(s/2) et ¢ ne s’annulent pas sur l'ouvert
II1, la fonction £ ne s’y annule pas non plus. En utilisant ’équation fonctionnelle, on en
conclut qu’elle ne s’annule pas pour Re(s) < 0. On en déduit le résultat pour la fonction
¢ en remarquant que les seuls zéros de la fonction s — I'(s/2) ! de partie réelle < 0 sont
les éléments de —2N*. O

Corollaire. Sin € N*, on a

Démonstration. L’équation fonctionnelle de £ nous donne £(2n) = £(1 — 2n). Ainsi en
utilisant successivement la formule des compléments, la formule de duplication et la
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formule donnant la valeur de ((1 — 2n), on obtient

¢(2n) = 7"T'(n)~'T (; — n>)7r2"{1g(1 —2n)

= 7"(n)~IT <n + ;)1 sin (;T + 7m> ¢(1—2n)

= 72 (—1)"2% 10 (2n)71¢(1 - 2n)

2n an
(2n)!"

Remarque. 1) Les zéros de ¢ hors de la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1} sont appelés
zéros triviaux de la fonction (.

O]

1 .
= 5(2%1)

2) Il est conjecturé que les seuls zéros de ¢ dans la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1} ont
une partie réelle égale & 1/2, autrement dit sont situés sur I’axe de symétrie de I’équation
fonctionnelle. Cette conjecture, connue sous le nom d’Hypothése de Riemann reste non
démontrée ou infirmée a ce jour.

3) On sait tres peu de choses sur les valeurs de {(n) lorsque n est un entier impair
supérieur & 3. On sait que ((3) est irrationnel (Apéry, 1978) et qu'il existe une infinité
d’entiers positifs impairs n tels que ((n) est irrationnel (Rivoal, 2000).

4.1.6 La fonction zeta sur la droite Re(s) =1

Le but de cette partie est de prouver le résultat suivant, dii & Hadamard et de la
Vallée-Poussin.

Théoréme 4.8. Sit € R*, on a ((1+it) #0.

Démonstration. Pour (o,t) € |1, +o0[ x R, on pose
f(o+it) = ((0)3¢(0 + it)*¢ (o + 2it).
Rappelons que si |z| < 1, on pose

(_1)71—1 n
log(1+2) = Z —2z"
n=>1 n
On a alors log|1 + z| = Re(log(1 + z)). Si p est premier, et (o,t) € |1,4+00[ X R, on a
lp~ | < 1 de sorte que

1
1— ——

1= po+2it

log|f(o +it)| = —3210g
P

1
1—]90‘—42105; il —Zlog
p p

1 1 ; 1 ,
=3 Z Z %p—ka +4 Z Z - Re(pfk(a+zt)) + Z Z - Re(pfk(aJert))

P k21 P k21 P k>1

Yy %p—ka(g + 4 cos(kt log(p)) + cos(2kt log(p))).
P k>1
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Remarquons alors que, pour 0 € R,
3+ 4cos(f) + cos(20) = 3 + 4 cos() + 2cos*(f) — 1
= 2(1 + 2cos(f) + cos?(8)) = 2(1 + cos )% > 0.

On en conclut que
Vo >1, VteR, |[f(oc+it)]>1. (4.1)

Soit ¢t € R* et supposons par I'absurde que ¢(1+it) = 0. Soit > 1 l'ordre du zéro de ¢
en 1+it. On a donc (o +it) ~,—1 c(c —1)" pour un certain ¢ # 0. Comme par ailleurs
((0) ~an (7~ 1)}, on 2

C(0)3¢(o +it)t ~gy1 ¢l — 1)+ 3
et donc, puisque ¢ n’a pas de pdle en 1 + 2it,

lim ¢(0)3¢(o + it)*¢(o + 2it) = 0

o—1

ce qui contredit I'inégalité (4.1). O

4.1.7 Le théoréme taubérien d’Ikehara

Théoréme 4.9 (Théoreme d’Tkehara). Soit h : [0, 4+o00[ — [0, 4+00[ une fonction crois-
sante et continue par morceaux. On suppose qu’il existe un nombre réel og > 0 tel que,
pour s € Iy, la fonction t — e 5'h(t) est intégrable sur [0,+oo[ et qu’il existe un réel
A > 0 tel que la fonction

A

s — 0g

+o00
S / e St h(t) dt —
0

se prolonge une fonction continue sur Il,,. Alors

lim e 7°h(t) = A.

t——+o0

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons en déduire une version adaptée aux
séries de Dirichlet.

Théoréme 4.10. Soit f une fonction arithmétique a valeurs dans [0, +oo[ d’abscisse de
convergence og = o.(f) = o4(f). On suppose qu’il existe un nombre réel A > 0 tel que
la fonction holomorphe

A

s — 0o

s+— D(f,s)—
se prolonge en une fonction continue sur Iy,. Alors

My (x) = Z F(n) ~pospoo Aoy 2.

n<e
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Démonstration. Pour t > 0, posons h(t) = Y, f(n) = My(e'). La fonction h est &
valeurs positives, croissante et continue par morceaux sur [0, +o0o[. Pour tout € > 0, on
a

Z f(n) < poote Z 75:(02-)5 — ZZ‘UO+€D(f, o0 +5) — O(:L‘UO+€).

n<x n<x

On en déduit que la fonction ¢ — h(t)e ! est intégrable pour tout s € II,,. Calculons

+00 +oo
/0 h(t)e st dt = /1 u” ) My (u) du

N
— i —(1+s)
N1—1>r-15—1<>o . u My (u) du

1
= lim = —s — s INTSM(N
N;rgmsngvn f(n)—s £(N)

=s7'D(f,s),

le passage de la deuxiéme ligne a la troisieme ligne découlant d’une sommation par
parties. On a alors, pour s € II,,

+oo Y| A 1A
/ ht)estar — T A _ -1 (D(f, 5) — ) _ %
0

S — 0y S — 0y S

et cette fonction se prolonge donc en une fonction continue sur II,,. On déduit du
théoréme 4.9 que M (et) ~ Aoy et en 400 et donc que My(z) ~ Aoy 'z en +oo. [

On peut en déduire le théoreme des nombres premiers.

Théoréme 4.11. On a

X
P(x) ~poox et T(T) ~hoo logz’

Démonstration. D’apres le théoreme 2.6, il suffit de prouver que ¥(x) ~1o 2. On ap-
plique alors le théoréme 4.10 a la fonction arithmétique A. On a déja remarqué que, pour
selly

ks — L6

C(s)
Comme la fonction ¢ est méromorphe sur C, ne posséde pas de zéro sur la droite Re(s) =
1 et possede un unique pdle simple en s = 1, on en conclut que la fonction -< possede un

unique pole sur Iy, il s’agit d’un pole en s = 1, qui est simple et de résidu 1. Autrement
dit la fonction holomorphe s — D(A,s) — ﬁ se prolonge en une fonction continue sur
II;. En appliquant le théoréme 4.10, on en conclut que

Mp(z) = Y() ~400 . O
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4.1.8 Démonstration du théoréme d’Tkehara

Nous allons a présent démontrer le théoreme 4.9. Commencons par choisir une fonc-
tion K de R dans [0, +oo[ intégrable et dont la transformée de Fourier est a support
compact. Pour montrer qu'une telle fonction existe, partons de k définie par

k() = {0 six ¢ [—1,1]

- x| size[-1,1]

La fonction k est alors continue et a support compact. Calculons sa transformée de
Fourier. Si z € R~ {0}, on a

7 ; 1 . 0 .
k?(x) = / k(t)e—Qﬂ'zxt dt = / (1 o t)e—%mxt dt 4+ / (1 + t)e—27rzxt dt
R 0 _1

= 2/01(1 — t) cos(2mat) dt

1 g 1
B 2/ sin(2mxt) g — [_2005(27?3%)}
0 0

2nx (2mx)?
1 sin? (7
= W(l — cos(2mx)) = (7m(:)2)

Par continuité de k, on a alors %(0) = 1. Comme k est intégrable, la formule d’inversion

de Fourier et la parité de k impliquent que k£ = E, on peut donc choisir K = k. Pour

A > 0, on pose alors
Ky = K(\).

Remarquons que, pour z € R,
Klz) = A / K()e2™ o gt — R(\z)
R

et donc que K est a support dans [— A, A]

Lemme. Soit H : [0, +0o[ — [0, +00[ une fonction continue telle que [;"°° H(t)e "t dt
converge pour tout s € Iy et telle qu’il existe A > 0 pour lequel la fonction
o0 A

S H(t)e stdt — —
0 s

se prolonge par continuité sur Ily. Alors, pour tout X\ > 0, le produit de convolution
H x Ky est défini et
YA>0, lim (H=x*K))(z)=A.

T—+00

Démonstration. Soit H une fonction vérifiant les hypotheses du lemme. Pour ¢ > 0 et
t >0, posons Hy(t) = H(t)e %, G,(t) = H,(t) — Ae % et on pose Hy(t) = G,(t) =0
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pour ¢ < 0. Les fonctions H, et G, sont alors intégrables et leurs transformées de Fourier
valent, pour x € R

A

o+ 2mix’

I7i _ oo h(t —(o+2mix)t dt G _ oo h(t —(o+2mix)t dt —
o) = [ he G = [ he

Pour A > 0, la fonction G, * K est intégrable et sa transformée de Fourier vaut é;f(:
Cette derniere, étant continue & support compact, est intégrable et la formule d’inversion
de Fourier nous donne

A

o~

Ve eR, (GyxK))(x)= / Go () K\ (t)e> ™ dt.

—-A

Pour ¢t € R, posons alors g(t) la valeur en it du prolongement continue de la fonction
s [ h(t)e™*t dt — 2. Par compacité de [0, 1] x [~, A], on en conclut que

A — .
Vz € R, lin%)(Ha x K))(z) = / g(t)K(t)e*™ =t at. (4.2)
o— Y

Par ailleurs, pour x € R, on a
+00 +oo

lim (H, * K))(z) = lim H(t)e "' Ky(x —t)dt = H(t)Kx(x —t)dt
o—0 o—0 Jo 0

d’apres le théoréme de convergence monotone. Comme pour les mémes raisons,
+oo +00

im [ e Ky(w—tdi= [ Kyx—t) = / K() dt < 400
o—0 Jo 0 —0o0

on déduit de (4.2) que la convolution H x K est bien définie et que

+oo A o )
VA>0,VxeR, (HxK))(zx)=A4 Kx\(t)dt +/ g(t) K (1)t dt.
0 -\

On déduit alors du lemme de Riemann-Lebesgue que

YASO0, lim (H#Ky)(2) :A/RKA(t)dt:A/RK(t)dt:Af(\(O) _A O

T—+00

Preuve du théoréme 4.9. Soit h une fonction vérifiant les hypotheses du théoreme 4.9.
La fonction H définie par H(t) = h(t)e 90 vérifie alors les hypotheses du lemme 4.1.8.
On en déduit que, pour tout A > 0,

“+o00 x

A= lim h(t)e "' Ky(x —t)dt = lim Kx(t)h(z — t)e™ 0@ g¢,

z—+00 Jq T—+00 J_o
Par ailleurs, pour tous z < y, on a

H(y) = h(y)e 7Y > h(x)e 7% = H(;c)eUO(l“*y).
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Ainsi

a
VA >0,Va>0, A>limsup | K)(t)H(zx—1t)dt
r—+00 J—a
a
> limsup [ Kx(t)H(z — a)et= dt

r—+00 J—a

a
> limsup H(z — a)e270¢ K)\(t) dt.

T—r+00 —a
On en déduit
eZO'Oa 620'011
limsup H(z) < A =A .
e A S A e wa P k@

En prenant a = A"3 et faisant tendre \ vers 400, on obtient

limsup H(z) < A.

Tr——+00

Comme h, et donc H est continue par morceaux, cette inégalité implique H est bornée
sur [0, +o00[. Soit C' > 0 tel que H(t) < C pour tout ¢ > 0. De méme, on a

YA > 0, Va > 0, Kyxt)H(z —t)dt < | H(z+ a)e®“TIK,\(t) dt

—a —a

a
< H(z+a)e® [ Ky(t)dt

—a

et donc

YA >0, ¥a >0, lim +ian(gg) > e 2000 [ H(x—t)Ky\(t)dt

—a

> 6*2"0“/ H(z —t)K\(t) dt — Ce*2°'0“/ K(t)dt
R Rx[-a,d]

> 6—2000/ H(z — t)K\(t) dt — 06—2"0“/ K(t)dt.
R R\ [—Aa,\a]

En faisant tendre A\ vers +oo, on en déduit

Va >0, liminf H(z) > Ae 270¢

Tr—+-+00

et donc liminf, , . H(z) > A. Finalement on a

A <liminf H(z) < limsup H(z) < A

T—+00 z——+00

et donc lim, 4o H(z) = A d’ou le résultat. d
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4.2 Le théoreme de Dirichlet

4.2.1 Fonctions L de Dirichlet

Soit x un caractere de Dirichlet de module N € N*. On appelle fonction L de Dirichlet
associée a y la série de Dirichlet

Lo = Y X piys)).

s
n=1 n

Comme |x(n)| < 1 pour tout n € Z, on a g,(x) < 1. Comme la fonction y est comple-
tement multiplicative, et que x(p) =0sip| N, on a

vs € Iy, L(X,s>:1;[(1_><}§?>_1:p1}v<1_X;f))_l.

Considérons le cas particulier ou x = o est le caractére trivial modulo N. On a alors

1\! 1
Lo =TT (1= ) =c@ T (1- ).
piN pIN
En particulier on en déduit que la fonction L(xg, —) se prolonge méromorphiquement a
. R R . L N
C avec un unique pole en s = 1, ce pole est simple de résidu [] N(1= %) = % Comme

par ailleurs,
x(n)

S

>

n>1

= L(X07 RG(S)),

on en déduit que ’abscisse de convergence absolue de toute fonction L de Dirichlet est
en fait égale & 1.

Supposons désormais que y # xo- Pour tout n > 1, on a

n qg—1 [ (k+1)N r
My(n) =Y x(k)=>_ ( > x(i)) + x(i)
=1

k=1 k=1 \i=kN+1

=0
oun=¢qN +r avec 0 <r < N. On en déduit en particulier que
Vn>1, |My(n)| <N.

Le procédé de sommation par parties nous donne alors

) M) AR,
1 $st+1 ’

= ks ns
Comme la fonction M, est bornée, on en conclut que cette série converge pour Re(s) > 0.
Ainsi o.(x) < 0. Cependant la suite (x(n)n~*%),>1 ne converge pas pour Re(s) < 0, on a

donc o.(x) = 0. On a donc prouvé le résultat suivant.
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Théoreme 4.12. Soit x un caractére de Dirichlet de module N .
(i) Si x = Xxo, la fonction L associé a xo se prolonge en une fonction méromorphe
sur C ayant un unique pole, simple, en s = 1.

(i) Si x # Xo, la fonction L associée a x se prolonge en une fonction holomorphe
sur Il.

Remarque. On peut en fait montrer que la fonction L d’un caractere x # xo se prolonge
en une fonction holomorphe sur C tout entier et que cette fonction admet une équation
fonctionnelle similaire a celle de la fonction ¢ mais nous n’utiliserons pas ce résultat dans
la suite.

4.2.2 Enoncé du théoréme

Soit N € N* et soit a € Z un entier. On peut se demander s’il existe une infinité
de nombres premiers p tels que p = a[N]. Une condition nécessaire pour cela est que
a AN = 1. Il est remarquable que c’est condition est en fait suffisante.

Nous fixons désormais a € Z tel que a A N = 1 et posons, pour z € R,
m(x; N,a) = Card{p < = | p=a[N]}.

Théoréme 4.13. (i) lim w(x;N,a) =400 (Dirichlet, 1830).

r—r+00
(ii) On a

1 x
N, a) ~ — .
7T(.’IJ, 7a) “+o0o QO(N) IOg.%'

4.2.3 Démonstration

Nous allons suivre une stratégie proche de la stratégie de démonstration du théoréme
des nombres premiers. Nous commengons donc par introduire un analogue de la fonction
1 de Tchebychev. Pour = € R, on pose

Y(x;Nya) = Z A(n).
nggﬁV]

Un raisonnement analogue a celui du théoréme 2.6 montre qu’il est équivalent de prouver

1

Y(x; Nya) ~4oo WCE (4.3)

Par ailleurs, comme la fonction y est complétement multiplicative, on a

e=xe = x(1xp)=(x)*(xp)
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de sorte que 'inverse de x pour la composition arithmétique est la fonction arithmétique
xu- De plus xA = (xlog) * (xu), on en déduit

Vs e 11y, —i/&(:;) = n%:l A(”Q;M = D(xA,s).

Rappelons que, d’aprés le théoréme 3.20, on a, puisque a AN =1,

1 () = 1 sin=alN]
w(N)X%:V}X( )x(n) {0

sinon.

Posons alors .
fn) = {A(n) sin =al[N]

0 sinon.

On en déduit que

B 1 L'(x,s)
Vs eIly, D(f,s)= _QO(N)X[N}X(GJ) Tons)

Comme la fonction sommatoire de la fonction arithmétique f est exactement la fonction
Y(—; N,a), le théoreme d’Ikehara 4.10 suggere qu’il devrait étre utile d’étudier le com-
portement des fonctions L de Dirichlet sur la droite d’équation Re(s) = 1. Posons, pour
s € 11y,

1 1

Q(S)ZD(ﬂS)—W;
1 L'(x0,8) 1 1 TL/(X,S)
—@(N)< L(xo0, 5) 8—1> w(N)ZX()L(X,S)'

XFX0

On sait déja que la fonction L(xp,—) a un pdle simple en Re(s) = 1. De plus, pour

Re(s) =1, on a
Livos) =< T (1- ;)

S

pIN p
On déduit donc du théoreme 4.8 que la fonction L(xo,—) ne s’annule pas sur la droite
d’équation Re(s) = 1. On en déduit que la fonction s — —% - 5%1 se prolonge en

une fonction continue sur II.

Si I’on prouve que chaque fonction L(, —) avec x # xo ne s’annule pas sur II;, on en
conclut que la fonction g se prolonge en une fonction continue sur II;. On déduit alors
I’équivalent 4.3 du théoréme d’Tkehara.

On sait déja que si Re(s) > 1, on a e = x * (xu) et donc, L(x,s)L(xu,s) = 1, de
sorte que L(y, s) # 1. L’équivalent (4.3), et le théoreme 4.13, sont alors conséquences du
résultat suivant, qu’il nous reste a démontrer.

Théoréme 4.14. Soit x # xo un caractére de Dirichlet modulo N. Alors
VteR, L(1+it)#0.
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4.2.4 Non annulation des fonctions L sur la droite Re(s) =1

Nous allons, dans un premier temps, suivre la méme stratégie que pour la fonction
zeta. Soit x un caractere de Dirichlet non trivial de module N. Posons, pour ¢ > 1 et
teR,

h(o,t) = L(x0,0)>L(x, 0 + it)* L(x?, o + 2it).

On a alors

() |

1— o'+21t

1—X[;( )‘—4210g Zlog

log|h(o,t)| = —BZlog

o+zt

On a xo(p) = x(p) =0sip| N, et, pour pf N, xo(p) =1 et x(p) = € pour un certain
0, € R. On obtient

log\hcrt|—zz

ptN n>1

(n(6, — tlogp)) + cos(2n(6, — tlogp))) > 0.

On en déduit que |h(o,t)| > 1 pour tous o > 1 et t € R.
Supposons par l'absurde que L(x, 1 + i¢t) = 0. Soit r 'ordre d’annulation de L(x, —)
en 1+ 4t. On a alors
L(XOa U)SL(Xv o+ it)4 ~o—1 C(J - 1)4T_3
pour un certain ¢ # 0. Si t # 0 ou si x> # xo, on sait que la fonciton L(x?, —) n’a pas
de pdle en 1 + it et on en déduit lim,_,; h(o,t) = 0, ce qui est absurde.

Ce raisonnement ne nous permet malheureusement pas de conclure lorsque t = 0 et
x? = xo. 1l faut donc traiter a part le cas des caracteéres de Dirichlet quadratiques.

Fixons donc y un caractére de Dirichlet modulo N tel que x% = xo et x # Xo. Pour
s € I, on pose

_ C)L(X:s) _ <= aln)

Il s’agit d’une série de Dirichlet dont on note a(n) le niéme coefficient. On peut écrire

1 _p725 1 _i_pfs
Fo=la=a- o

b x(p)p~?) 1—x(p)p—*
k k—1 k
01 (e ) g (1 50
P \k=>0 P k>1

Ainsi F est la série de Dirichlet associée a la fonction arithmétique multiplicative a

afy = I siph =1
@) {x(p)k_1(1+x(p)) sinon,

définie par
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Comme x(p) € {0,1,—1} pour tout p, on en conclut que a(p*) > 0 et donc a(n) > 0
pour tout n > 1. Remarquons de plus que la fonction F' est méromophe sur Ily et que
((2s) # 0 pour Re(s) > 3. Ainsi le seul pole éventuel de F sur H% est le pdle de ¢ en
s = 1. On en déduit que L(x, 1) = 0 si et seulement si la fonction F' est holomorphe sur
II:.

2

Lemme (Lemme de Landau). Soit a une fonction arithmétique d valeurs positives. Alors
oc(a) = gq(a) et la fonction D(a,—) ne se prolonge pas sur en une fonction holomorphe
sur un voisinage de 0 = o.(a).

Utilisons ce lemme pour conclure. Si L(x, 1) = 0, alors la fonction F' est holomorphe
sur IT1. Comme il s’agit d’une série de Dirichlet d’une fonction arithmétique positive,
2

on déduit du lemme de Landau que son abscisse de convergence o.(a) est < % En
particulier,

T
n>1 n

vz E];,l[, Flz)=%" an) - 40y = 1.

Cependant ni ¢ ni L(x, —) n’ont de pole en %, contrairement & s — ((2s). On en conclut

que F(1) =0, ce qui est absurde. On a donc L(x, 1) # 0.

Prewve du lemme de Landau. Posons o = o.(a) = 04(a). Supposons par I’absurde qu’il
existe un voisinage U de o sur lequel F' = D(a,—) se prolonge en une fonction holo-
morphe. Soient x > o et R > x — o tels que la boule ouverte B(x, R) de centre z et de

rayon R soit contenue dans U et contienne o (on peut choisir une boule B(z, ) contenue

[ N F®) N
dans U et poser x = o + §, R = §). La série entiere } ;- k!(w)Xk possede donc un

rayon de convergence > R. Par ailleurs, comme x > o, on a

F®) (z) = Z(— logn)ka:;).

n=1

On obtient donc, pour x — R < y < o,

W a(n
Pl =2 - kl( >(y —a) =3 Z(—l)k(logn)kkl(nz (y — )
k>0 ' E>0n>1 !
ain a(n z— )k
>0
_ Z a(n) WY Z a(n).
st = o

Ainsi la série D, - % est convergente de sorte que o < y, ce qui est absurde. O
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Chapitre 5

Théorie algébrique des nombres

5.1 Entiers algébriques

5.1.1 Rappels de théorie des corps (sous-corps de C)

Soit K un sous-corps de C. Un élément a € C est dit algébrique sur K s’il existe
un polynéme P € K[X]| non nul tel que P(a) = 0. Il existe alors un unique polyndme
unitaire P de degré minimal vérifiant P(a) = 0. On l'appelle le polynome minimal de «
sur K et on le note 7, k. Le degré de m, k est alors appelé le degré de a sur K et est
noté degy . On a de plus la propriété suivante : si P € K[X], pour que P(a) = 0 il
faut et il suffit que 7, x divise P. On en déduit que 7, x est I'unique polynéme unitaire
irréductible de K[X] annulant .

Lorsque « est algébrique sur Q, on dit parfois simplement que « est un nombre
algébrique. On note alors 7, = 7a,@ et dega = degg a.

Si L est un sous-corps de C contenant K et de dimension finie sur K, on note [L : K|
I'entier dimg L. Rappelons que si K C L C M sont des sous-corps de C tels que M est
de dimension finie sur L et L de dimension finie sur K, alors [M : K] = [M : L|[L : K].

Plus précisément, si (eq,...,e,) est une base de L sur K et (fi,..., fs) est une base de
M sur L, alors la famille (e; fj)1<i<r est une base de M sur K.
1<5<s

Soit a € C et soit K un sous-corps de C. Le nombre o € C est algébrique sur K si
et seulement si il existe un sous-corps L de C contenant o et K et de dimension finie
sur K et tel que o € L. On note K () le plus petit sous-corps de C contenant K et .
Ainsi « est algébrique sur K si et seulement si K («) est de dimension finie sur K. Si «
est algébrique sur K, alors la famille (1, o, a2, ..., a%!) est une base de K(a) sur K et
d = degy o = deg mq k. On en déduit que I'ensemble des nombres algébriques sur K est
un sous-corps de C. On note Q I’ensemble des nombres algébriques (sous-entendu sur
Q). C’est donc un sous-corps de C.

Soit K un sous-corps de C. Un sous-corps L de C contenant K est dit algébrique sur

91
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K si tous ses éléments sont algébriques sur K. Un sous-corps de C est dit algébrique s’il
est algébrique sur Q. Un sous-corps algébrique de C n’est pas toujours de dimension finie
sur Q. Par exemple le sous-corps Q est algébrique, mais est de dimension infinie sur Q.

5.1.2 Définition des entiers algébriques

Soit a € C. On dit que « est un entier algébrique s'il existe P € Z[X]|, unitaire, tel
que P(a) = 0.

Exemple. Le nombre /2 est un entier algébrique car il est annulé par le polynome
unitaire X2 — 2 € Z[X]. Nous démontrerons un peu plus loin que le nombre o = %\ﬁ
est algébrique mais n’est pas un entier algébrique. En effet il est annulé par le polynéme
4X? —7 € Z[X]. Comme ce polynéme n’est pas unitaire, on ne peut pas en conclure que
« est un entier algébrique.

Nous pouvons parler d’éléments entiers dans une situation bien plus générale. Soit
A un anneau commutatif et soir R un anneau contenant A. On dit qu’un élément z € R
est entier sur A s'il existe un polynéme P € A[X], unitaire, tel que P(x) = 0. Un entier
algébrique correspond & la situation ot A =Z et R = C : c’est un élément de C qui est
entier sur I’anneau Z.

Théoreme 5.1. Soit x € R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Uélément x est entier sur A ;
(i7) la sous-A-algébre Alz]| de R engendrée par x est un A-module de type fini;

(iii) il existe une sous-A-algébre B C R telle que x € B et qui est un A-module de
type find.

Démonstration. Prouvons l'assertion (i) = (i7). Supposons donc que z est entier sur A.
1l existe alors un polynéme unitaire P(X) = X9+ ag 1 X% 1 + ... +ag € A[X] tel que
P(z) = 0. Soit M le sous-A-module de R engendré par les éléments 1,x, ..., z% !, c’est-
a-dire M = Zf;ol Azx’. C’est un sous-A-module de type fini de R puisqu’il est engendré
comme A-module par une famille finie. On sait de plus que

d—1
¢ = —Zaixz € M.
i=0

On prouve alors par récurrence sur n > d que z" € M pour tout entier n > d. Ainsi
Alz] € M. L’inclusion réciproque M C Afz| est immédiate. Ainsi A[z] est bien un
A-module de type fini.

L’implication (i7) = (éi7) est immédiate, il suffit de choisir B = A[z].

Prouvons l'implication (iii) = (). On suppose qu'’il existe B C R une sous-A-
algebre contenant x qui est de plus un A-module de type fini. Soit (ei,...,e,) une
famille génératrice de B comme A-module. Comme B est en particulier un sous-anneau
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de R, on a B C B. Ainsi, pour tout 1 <7 < n, il existe des éléments m;1,...,m;, € A
tels que
n
xre; — meej. (5.1)
Jj=1
Soit M la matrice M = (m; ;)1<i<n- La relation (5.1) implique que la matrice zI, — M
1<j<n

annule le vecteur de B" de coordonnées (eq,...,e,), c’est-a-dire :

€1

(xlny,—M)|[ ] =0
€n

Rappelons que la formule de Cramer, valable dans 'anneau M,,(B), nous donne
det(xI, — M)I, =" Com(xI, — M)(zI, — M).

On en déduit que, pour tout 1 < i < n, on a det(zl, — M)e; = 0. Comme les éléments
e1,...,e, engendrent B comme A-module, il existe des éléments aq,...,a, dans A tels
que 1 =aje; + - -+ + apen. On en déduit que

det(xI, — M) = det(xI, — M)1 = 0.

Ainsi le polynéme caractéristique de M annule x. C’est un polynéme unitaire de A[X],
on en déduit que x est entier sur A. ]

Corollaire. L’ensemble des éléments de R qui sont entiers sur A forment un sous-
anneau de R.

Démonstration. Soient « et § deux éléments de R qui sont entiers sur A. Il suffit de
prouver que o+ 3, o — [ et a8 sont entiers sur A. Comme « est entier sur A, on déduit
du théoréme 5.1 que Afa] C R est un A-module de type fini. De plus [ est entier sur A,
il est donc en particulier entier sur 'anneau A[a]. Ainsi le sous-anneau Ala, 8] = Ala][S]
de R est un AlaJ-module de type fini. Comme A[a] est un A-module de type fini, on
en déduit que Ala, 5] est un A-module de type fini. Finalement B = A|q, 5] est une
sous-algebre de R, qui est un A-module de type fini et qui contient o + 5, a — (3 et af.
Le théoreme 5.1 implique alors que ces trois éléments sont entiers sur A. O

Exemple. Les nombres complexes V2 + V3, i/5 + /7 sont des exemples d’entiers
algébriques.

Un sous-corps de C qui est de dimension finie sur QQ est appelé un corps de nombres.
L’ensemble des éléments d’un corps de nombres K qui sont entiers sur Z est un sous-
anneau de K que 'on note Ok et que 'on appelle anneau des entiers de K.

Exemple. L’anneau des entiers de Q et I'anneau Z. En effet, on a démontré au cours
du chapitre 1 que si € Q est annulé par un polynéme unitaire P € Z[X], alors = € Z.
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On dispose également d’une caractérisation des entiers algébriques en terme de po-
lynéme minimal.

Théoréme 5.2. Soit a € Q un nombre algébrique. Soit 7, € Q[X] son polynéme
minimal. Pour que « soit un entier algébrique, il faut et il suffit que m, € Z[X].

Démonstration. Si m, € Z[X], alors « est un entier algébrique puisque 7, est unitaire
et annule «. Réciproquement supposons que « est un entier algébrique. Il existe alors
un polynéme unitaire P € Z[X] annulant «. Ceci implique que le polynéme 7, divise le
polynéme P dans Q[X]. Comme P € Z[X], il existe un entier m € N* tel que mm, € Z[X]
et mm, divise P dans Z[X]. En particulier le coefficient dominant de mm, divise le
coefficient dominant de P. Or le coefficient dominant de mm, est m puisque m, est
unitaire et celui de P est 1. On en conclut que m =1 et donc que 7, € Z[X]. O

Corollaire. Soit o € Q un nombre algébrique. Si o est un entier algébrique, alors les
conjugués de o sont des entiers algébriques.

Démonstration. En effet, si « est un entier algébrique, son polynéme minimal 7, est un
polynéme unitaire de Z[X]. Les conjugués de « sont alors par définition les racines de
Ta, qui sont évidemment des entiers algébriques. O

Plus généralement, on peut démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.3. Soient K C L deux corps de nombres. Soit x € L. Alors x € O, si et
seulement si m, gk € Ok [X].

Démonstration. Une direction est immédiate : si 7w, g € Ok [X], alors = est annulé par
un polynéme unitaire de Ok [X] et donc x € Op. Réciproquement si x € Oy, il existe
un polynéme unitaire P € Ok [X] annulant . En particulier 7, x divise P dans K[X].
On en conclut que les racines de 7, x sont des racines de P, tous les conjugués de x
sur K sont donc des entiers algébriques. Les relations coefficients-racines montrent alors
que les coefficients de 7, i sont des entiers algébriques, donc des éléments de O . Ainsi
Te K € Ok [X ] O

5.1.3 Entiers algébriques quadratiques

Un corps de nombres K est dit quadratique si [K : Q] = 2. Soit K un corps de
nombres quadratique et soit @ € K ~ Q. La famille (1,«) est alors libre sur Q et
est donc une Q-base de K. On en déduit que K = Q(a) et donc que degar = 2. Le
polynéme minimal 7, de o sur Q est donc de la forme X2 + a1 X + as € Q[X]. En
multipliant ce polyndéme par le ppcm des dénominateurs de a; et as on obtient un
polynéme aX? 4 bX + ¢ € Z[X] annulant o. On en déduit que o = =bEvb—dac V;f_‘lac, de sorte
que Q(a) = Q(+/d) ot d = b*> — 4ac € Z. On peut encore écrire d = m?d; ott m € N*
et di € Z est un entier sans diviseur carré. On a alors K = Q(v/d;). Remarquons que,
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puisque Q C K, on a d; ¢ {0,1}. Ainsi un corps de nombres quadratique est de la forme
Q(Vd) ot d € Z ~ {0,1} est sans diviseur carré, c’est-a-dire tel que v,(d) € {0,1} pour
tout nombre premier p.

Théoréme 5.4. Soit d € 7 ~ {0,1} sans diviseur carré et soit K = Q(v/d). Alors
Uanneau des entiers de K est de la forme

Ok = Z[a] = {a + ba | (a,b) € Z?}

avec
{\/g sid=2 ou 3[4],
o=

1+T\/3 sid=1[4].

Démonstration. Soit * = a + bv/d € K ou (a,b) € Q2. Déterminons une condition
nécessaire pour que z € Q. Posons T = a — bv/d. Comme T est un conjugué de ,
le corollaire 5.1.2 implique qu’il s’agit d’un entier algébrique. Par ailleurs le polynéme
P(X)=(X—2)(X —7) = X? — (z +7)X + 27 est a coefficients dans Q. De plus ses
coefficients z + T et T sont également des entiers algébriques. Comme les seuls entiers
algébriques de QQ sont les éléments de Z, on en déduit donc que

r+T €L, xT €.

On a donc 2a € Z et a®> — db? € Z. Posons a; = 2a € Z de sorte que a? — 4db? € 4Z.
On en déduit que 4db®> € Z. Soit p un nombre premier. On déduit de cette relation la
relation

0p(4) + 0,(d) + 20,(b) > 0

Comme d est sans diviseur carré, on a wv,(d) € {0,1} de sorte que, si p # 2, on a
vp(b) = 0 et, si p =2, va(b) > —1. On en déduit la relation 2b € Z. Posons donc by = 2b.
La relation a? — db? € 47 et le fait que d est sans diviseur carré implique que 2 divise a;
si et seulement si 2 divise b;.

On en déduit que si 2 ne divise pas a1, alors 2 ne divise pas b; et on obtient donc
d = LTFE_Q dans Z/47. En particulier d est un carré modulo 4. Comme d est sans
diviseur carré, on a d # 0 et donc d = 1[4]. Ainsi si d est congru & 2 ou 3, modulo 4,
les entiers a; et by sont tous deux pairs et donc (a,b) € Z2. En particulier = € Z[v/d). Si
d = 114], alors a; et by ne sont pas nécessairement pairs mais ont nécessairement la méme

parité. On en déduit que (a,b) € (27'Z)? avec a — b € Z. En particulier = € Z[H—Q/‘j}.

Réciproquement, posons o = 1+T\/E sid=1[M4], et a = V/d dans le cas contraire. Il
nous reste a vérifier que les éléments de Z[«a| sont bien des entiers algébriques. D’apres
le corollaire au théoreme 5.1, il est suffisant de vérifier que a est un entier algébrique.
Le nombre v/d est toujours un entier algébrique puisqu’il est annulé par le polynome

unitaire X? — d € Z[X]. Le polyndéme minimal du nombre HT‘/& est le polynome

<X—1+\/g> (X—l_\/g> :X2—X+1;d.
2 2 4
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Ce polynéme est dans Z[X] si et seulement si d = 1 [4], donc 1+2\/8 est un entier algébrique

si et seulement si d = 1[4]. O

Exemple. Les nombres 14v5 et 1+iVT sont des entiers algébriques, mais ce n’est pas le
p 5 5 gébriques, p

cas de 1*'2—‘/3

5.1.4 Discriminant d’un corps de nombres

Soient K C L deux corps de nombres. Si o € L, on note m, 'application K-linéaire

L — L

My - .
r — az

On définit alors des éléments de K par les formules
Trr k() = Tr(ma), Np/x(a):=det(mq).

Ce sont des éléments de K que 'on appelle respectivement trace et norme de « relative-
ment & L/K. Si a et 3 sont des éléments de L, on a mq4g = ma+mg et mag = mqomg.
Ainsi

Trpx(a+B) =Trp k() +Trp g (B), Npk(aB) = Npjg(a)Np(B).
De plussi a € K et 8 € L, on a mag = amg de sorte que
Trp i (B) = aTrp x(B),  Nijx(aB) = od“KINg ke (B).

De facon plus générale, on peut définir x,/x o (X) = X, (X) le polynéme caractéristique
de mg. On a alors

Xi/ra(X) = XEE 4 g XERIT 4 a1 X+ ag

avec a[r.gj—1 = —Trp k() et ag = (—1)[L:K}NL/K(Q).
Si (a1,...,0p) € L™ est une famille de n = [L : K] éléments de L, on appelle
discriminant de la famille (aq, ..., a,) I'élément
Apjrlat,...,an) = det((Trp k(i) 1<i<n )-
1<j<n

Exemple. Considérons le cas ot K = Q et L = Q(Vd) avec d € Z non carré. Si
a=a+bvd e Q(d) avec (a,b) € Q?, alors la matrice de ’endomorphisme m,, dans la
base (1,v/d) de Q(v/d) est (¢ %). Ainsi on a

_ _ 2 2
Trovayola +0Vd) =2a, Ny a gla+bVd) = a® — db”.

De plus,

2 0
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Théoréme 5.5. Soient K C L deux corps de nombres. Posons n = [L : K] et fixons
(a1,y...,an) € L™. Pour que la famille (aq, ..., a,) soit une base de L comme K -espace
vectoriel, il faut et il suffit que Ap (a1, ..., an) # 0.

Démonstration. Soit M la matrice (Try, /g (qiaj))i<i<cn € Mn(K). Si (a1,. .., a,) n'est
1<j<n

pas une base de L sur K, il existe un nm-uplet (A1,...,A,) € K" non nul tel que

>ic1 Aip = 0. En particulier, pour 1 < j < n, on a Trp g (ay 271 i) = 0. On

en déduit que le vecteur de K™ de coordonnées (A1, ..., \,) est dans le noyau de M. On

en déduit que det(M) = 0 et donc que Ay /g (a1,...,an) = 0.

Réciproquement supposons que det(M ) = 0. Supposons par 'absurde que (aq, .. ., ay,)
est une base de L sur K. Comme det(M) = 0, il existe un n-uplet non nul (A1,...,A,) €
K" tel que

A1

M| :|=o.

An
Ainsi, si ¢ = i, A\joy, on a Tr(ajz) = 0 pour tout 1 < j < n. Comme (ai,...,ay,) est
une base de L sur K, on en déduit que pour tout y € L, on a Try,/k(yz) = 0. Comme
le n-uplet (A1,...,\,) est non nul, on a z # 0. Comme de plus L est un sous-corps de
C,onaz ' € L et donc Tr(z~'z) = 0. Or Try p(z'a) = Try (1) = [L : K]. Clest
absurde. Ainsi la famille (aq,...,a;,) n’est pas une base de L sur K. O

Supposons que a = (ag,...,0,) est une base de L sur K et que 8 = (B1,...,5n)
en est une autre. Soit P € GL,(K) la matrice de passage de a a 3, c’est-a-dire P =

(Pi,j)1<i<n avec
1<jsn

n
Bi = piji.
=1

La matrice M = (Trp k(i) 1<i<n est la matrice de la forme bilinéaire symétrique
1<i<n
(z,y) = Trp k(zy) dans la base a. On a donc une égalité de matrices de M,,(K) :

(TrL/K(/@iBj))llEiin ="P(Try g (o)) 1<i<n P
IIN

1<j<n

de sorte que
AL/K(BI: e ,,Bn) = det(P)2AL/K(Oél, . .,Oén).

Théoréme 5.6. Soient K C L deuz corps de nombres. Six € O, alors Trp i (v) € O
et Nk (x) € Ok. Plus généralement xp i (X) € Ok[X]. De plus, si (a1,...,a,) est
une base du K -espace vectoriel L incluse dans Oy, alors AL/K(oq, coap) € Ok

Démonstration. Tous les énoncés sont directement conséquences de ’observation sui-
vante : si € O, alors x1/k.(X) € Ox[X]. Prouvons-la. Soit K(x) C L le sous-corps
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de L engendré par K et . On a donc une inclusion de corps de nombres K C K(z) C L.
Soit r = [L : K(x)] et soit (eq,...,e,) une base de L vu comme K (x)-espace vectoriel.
Posons d = degg(z). On a alors n = dr. Chaque K(z)-droite K(z)e; est stable par
multiplication par z, donc par ’endomorphisme K-linéaire m,.

Notons 7, i (X) € K[X] le polynéme minimal de  sur K. On a m, x(X) = X¢ +
ag-1 X% 4. +ag. Le sous-espace K (z) de L est stable par m, et la matrice de M| K ()

dans la base (1,z,22,...,2%1) est alors la matrice

0 0 -~ 0 —ag

1 0 . 0 —ay

My=10 1 0 . —a

0O -~ 0 1 —ag
On en conclut que la matrice de m, dans la base (e1, ze1, ...,x% ey, eg, zes, ...,z te,)
est la matrice par blocs

M, 04 04

0g M, 0d

04 04 M,

Ainsi X1,/k,2(X) = XK (2)/K,2(X)" = T2k (X)". Siz € Of, ses conjugués sur K sont aussi
des entiers algébriques. Ainsi les racines de 7, i sont des entiers algébriques. Les relations
entre coefficients et racines d'un polyndme montrent que les coefficients de 7, x sont
également des entiers algébriques. Comme par ailleurs ce sont des éléments de K, on en
conclut que 7, x € Ok [X]. Ainsi on a également xr,/x (X) = 7,k (X)" € Og[X]. O

Théoréme 5.7. Soit K un corps de nombres. L’anneau des entiers Ok est alors un
Z-module libre de rang [K : Q). De plus, si (aq,...,ap) est une base du Z-module libre
Ok, le discriminant Ay jg(ai, ..., an) est indépendant du choiz de la base (ai,. .., an).
On le note Ap,. /7.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que O contient une base de K vu
comme Q-espace vectoriel. Posons n = [K : Q] et fixons (aq,...,a,) une base de K vu
comme Q-espace vectoriel. Remarquons que si a € K, il existe d € Q* tel que da € Ok
En effet soit P € Q[X] unitaire tel que P(a) = 0. Posons P(X) = X™ + ap 1 X™ ! +
-+ + ag et choisissons d € Z non nul tel que da; € Z pour tout 0 < 7 < d— 1. Alors da
est racine du polynéme

d"P(d'X) = X™ + ap_1dX™ 4 4+ ard™IX A+ apd™ € Z[X].

Ainsi da est annulé par un polynéme unitaire de Z[X] et est donc un élément de Ok 11
existe donc d € Z non nul et suffisamment grand pour que do; € Ok pour tout 1 < ¢ < n,
ce qui implique que Ok contient une base de K sur Q.
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Fixons donc (a1, ..., a,) une base de K sur Q dont les éléments appartiennent a O
Posons M = Y1" | Za;. Comme la famille (o, ..., ) est Q-libre, on a M = @) Za;.
De plus, la forme (Q-)bilinéaire (x,y) — Trg/g(ry) est non dégénérée. Il existe donc
une famille (f1,...,0,) de K™ telle que

V1 < 7 < n, V1 gj < n, TI'K/Q(OQ'B]') = (51'73'. (5.2)

On en déduit en particulier que la famille (81, ..., 3,) est aussi une base du Q-espace
vectoriel K. Si xz € Ok, on peut donc écrire

n
= Nifi
i=1
avec (A1,...,A,) € Q™. La relation (5.2) implique alors que
Vi<ig<n, M= TrK/@(:Uoci).

Comme x € Ok et oy € Ok, on a xa; € Ok et donc TrK/Q(wai) € 7 de sorte que
Ai € Z. Ainsi

n

Ok C @ZBZ

i=1
On en déduit que Ok est un sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang fini n. Le
théoréme de structure des groupes abéliens finis implique que O est aussi un groupe
abélien libre de rang fini n’ < n. Cependant Ok contient le groupe abélien libre @' ; Za;
qui est de rang n. Ainsi n < n’ < n et donc n = n/, c’est-a-dire que Ok est de rang
n=[K:Q).

Soit maintenant o = (aq,...,a,) et 8 = (B1,...,0s) deux bases du Z-module libre

Ok. On a donc B

AK/Q(ozl,...,an)EZ, AK/Q(ﬁl,...,ﬁn)EZ.

De plus soit P € M,,(Z) la matrice de passage de « & 3. Comme « et 3 sont deux bases du
méme Z-module, on a P~1 € M,,(Z) et donc P € GL,(Z). Ainsi det(P) € Z* = {1},
donc det(P)? = 1. On a donc une égalité Agjolat, ..., an) = Ag/(Bs- -+, Bu)- O

Remarque. Au cours de la démonstration du théoréeme 5.7, on a montré que si x € K,
il existe d € N* tel que dr € Ok. Ceci montre en particulier que K est le corps des
fractions de 'anneau integre O . Ceci généralise le fait que Q est le corps des fractions
de 'anneau Z.

Exemple. Soit € C une racine du polynéme X3 — X + 1. Ils ’agit d’un polynéme
irréductible de Q[X] car il est de degré 3 et n’a pas de racine dans Q (on peut vérifier
par exemple que %1 ne sont pas des racines). Ainsi X? — X + 1 est le polynéme minimal
de 7, de x sur Q. Posons K = Q(z). On a donc degz = 3 et [K : Q] = 3. On en déduit
également que

XK/Q,x(X) = Wz(X) = X3 - X+1
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et donc Trg/g(z) = 0. On a également Try g(2?) = Trg/g(z —1) = —3 et

TrK/Q(m4) = Trg/g(x(r — 1)) = TrK/Q($2).

Ainsi
3 0 Tr g jq(2?)
AK/Q(].,.T,ZL‘2) = det 0 TI'K/Q(.TJQ) -3
TI‘K/Q(.%'2) -3 TI‘K/Q(.%'Z)

= 3(TI'K/@(J)2) — 9) — TI‘K/Q<JZ‘2)3.
Il faut donc pouvoir calculer Tr K/Q(xQ). Posons y = 2. On a alors
P ==l =@-1)2 =y+1-2z;
(x—1)=y—uz.

<

I

&
™

I

8

L’élément y vérifie donc la relation
v =2 +y—1=0.

Ce polynéme est encore irréductible dans Q[X], c’est donc le polyndéme minimal de y
sur Q, on en déduit que xg /gy = Ty = X3 —2X?2 4+ X — 1 et donc que TrK/@(:):Z) =
Trg/q(y) = 2. Au final

Ago(l,z,2*) = —15 -8 = —23.

On peut mettre a profit ce calcul de discriminant pour déterminer ’anneau des entiers
de K. En effet, comme x est un entier algébrique, on a Z[z] C Ok. De plus a = (1, z, 2?)
est une base du Z-module Z[z]. Soit 5 = (81, f2, 33) une base du Z-module O et soit
P = P34 la matrice de passage de 3 a a. On a alors

Aggla) = det(P)QAK/Q(@-

Mais Ag/g(e) = —23 et Ag)p(f) € Z. Comme P € Ms(Z), le nombre det(P)? est
un carré de Z. Comme 23 est premier, on a nécessairement det(P) € {£1}, c’est-a-dire
Ok = Z|z]. Ainsi I'anneau des entiers de K = Q(z) est 'anneau Z|x].

5.2 Idéaux et anneaux de Dedekind

5.2.1 Exemple

Considérons le corps de nombres quadratique K = Q(v/—2) = Q(iv/2). D’aprés le
théoréme 5.4, son anneau d’entiers est le sous-anneau A = O = Z[i\/2].

Proposition. L’anneau A est principal. De plus A* = {£1}.
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Démonstration. Commengons par déterminer le groupe des inversibles A*. Il est clair
que 1 et —1 sont des éléments inversibles. Réciproquement soit € A*. On peut écrire
& = a+biv2 avec (a,b) € Z*. D’apres le théoreme 5.6, on a N /g(z) € Z. De méme 27! €
A, donc Ngg(z~') € Z. Comme par ailleurs Ny g(z)Ngg(z™!) = Ngjglza™) = 1,
on a Ny g(x) € Z* = {£1}. Comme Ny q(z) = (a+biv2)(a—biv2) = a®+5b% > 0, on
en déduit que a? + 5b? = 1. Comme (a,b) € Z?, on a nécessairement b = 0 et a € {41}
donc x € {+1}.

Démontrons maintenant que A est principal. L’anneau A est en fait un cas particulier
d’anneau euclidien. Soit I un idéal non nul de A. L’ensemble {Ng q(x) | z € I ~ {0}}
est une partie non vide de N*. Il existe donc x € I tel que

N o(z) = min{Ng/o(y) | y € I ~ {0}}.

Soit y € I et considérons I’élément £ € K. On peut écrire ¥ = r + siy/2 avec (r,s) € Q2.
Soient (a/,b') € Z? tels que |’ — 7| < 1 et [ —s| < 5. Alors

1 1
NK/Q(yl‘il — (CLI + bll\/i)) < 1 + 5 < 1.
On en conclut que N /q(y — z(a’ + V'iv2)) < Ng g(x). Par minimalité de Ny g(z), et
puisque y — z(a’ 4+ b'iv/2) € I, on en conclut que y = x(a’ + b'i/2), c’est-a-dire y € (z).
Donc I = (z) et A est bien un anneau principal. O

Voici une application de ce résultat. On recherche ’ensemble des couples d’entiers
(m,y) € Z? satisfaisant 1’équation

22+ 2= y3.
Supposons que (z,y) est une telle solution. On peut réécrire cette équation sous la forme
(x4 ivV2)(z —ivV2) = ¢°.

Comme A est un anneau principal, si on arrive & prouver que les éléments = + iv/2 et
x—1+/2 sont premiers entre eux, ils doivent tous deux étre des cubes de A, éventuellement
multipliés par un élément inversible. Soit donc d = (z +iv/2) A (z — iv/2) leur pged. On
a en particulier d|2iv/2 et d|2x. Le nombre p := iy/2 est un élément irréductible de A.
Admettons le pour le moment et démontrons le plus tard. On a donc d|2iv/2 = —p?. Donc
si d n’est pas inversible dans A, on doit avoir p|d. Mais comme d divise = +iv/2 = z + p,
on doit avoir p|z. Ainsi p? = —2 divise #? dans A. Ceci implique que % c ANQ =272,
donc 2 divise 22 dans Z. Comme 2 est un nombre premier, on en conclut que 2 divise
dans Z, c’est-a-dire que x est pair. Ainsi ¢ doit étre pair et donc y également. On peut
en conclure que 23|y et 22|22, et donc que 22|12 = y3 — 22, ce qui est absurde. Ainsi d

est inversible dans A : x + iv/2 et x — iv/2 sont premiers entre eux dans A.

Comme A est principal, il est factoriel, on en conclut qu’il existe z € A et v € A~
tels que = + iv/2 = 723, 1l existe donc (a,b) € Z? tels que

z+ivV2 = +(a + biv2)3.
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En développant cette relation on obtient

r = £(a® — 6ab?)
1 = £(3a%b — 2b%)

ce qui implique b = +1 et 3a®> — 2 = +1. Ainsi on a nécessairement a = +1 et donc
x € {£5}. Les seules solutions de I’équations sont donc (z,y) = (5,3) et (z,y) = (=5, 3)
(on vérifie facilement que ce sont bien des solutions).

Il nous reste & démontrer I'irréductibilité de iv/2 dans A. Supposons que iv/2 = of3
avec a et 3 dans A. En appliquant la norme, on obtient 2 = Ny o(a)Ng/g(3) qui
est une relation entre éléments de Z. Ainsi Ny g(a) € {1,2}. Si Ng/g(a) = 2, alors
Ngp(B) =1et B € AX. Si Ng/g(a) =1, alors a € A*, ce qui prouve bien que o € A*
ou B € A* donc que iv/2 est irréductible dans A.

Le point essentiel de cette étude repose sur la factorialité de I'anneau d’entiers Z[iv/2].
On est bien siir tenté d’appliquer cette méthode a d’autres équations diophantiennes,
par exemple

M=a" = (@t y) (@t yQ) oz y"Th), (=en.

Malheureusement les anneaux d’entiers de corps de nombres ne sont pas factoriels en
général. En voici un exemple.

Proposition. Soit K = Q(iv/5). L’anneau O n’est pas factoriel.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.4, on a Ok = Z[iy/5] puisque —5 = 3 [4]. Mon-
trons dans un premier temps que le nombre 2 est irréducible dans Og. Si 2 = af avec
o, 3 € Ok, alors 4 = N /g(a) Nk g(8). Or

2 ¢ Nijo(Ok) = {a® + 567 | (a,b) € Z*}.

On a donc Nk g(a) € {1,4}. Si Ng/g(a) = 1, alors a est inversible dans Of. Sinon
Nk jgla) = 4 et Ngg(B) = 1, donc j est inversible dans O . Ceci implique que 2 est
un élément irréductible de 'anneau O . Le méme raisonnement permet de montrer que
les éléments 3, 1 + iv/5 et 1 — i4/5 sont irréductibles dans Q. Or on peut écrire

6=2-3=(1+iV5)(1—iV5).

Si 'anneau Ok était factoriel, I'unicité de la décomposition en produit d’irréductibles
devrait impliquer que 2 est égal & 1 4 iv/5 ou 1 — i\/5 & un élément inversible pres. On
vérifie, comme pour I'anneau Z[iv/2], que Z[iv/5]* = {1} de sorte que 'on devrait avoir
2 = +(1+4v/5) ou 2 = +(1 —1i/5). Aucune de ces inégalités n’est vérifiée, donc I’anneau
Ok n’est pas factoriel. O



5.2. IDEAUX ET ANNEAUX DE DEDEKIND 103

5.2.2 Anneaux de Dedekind

Soit K un corps de nombres. Commencons par collecter quelques propriétés des
idéaux de son anneau d’entiers O.

Lemme. Soit I un idéal non nul de Ok . Alors I N7Z # {0}.

Démonstration. Soit x € I un élément non nul. Comme z est un entier algébrique. Soit
P(X) = m;(X) € Z[X] le polynéme minimal de z (c’est a priori un élément de Q[X] mais
il est dans Z[X] puisque z est un entier algébrique). Posons P(X) = X%+ --+ag € Z[X].
Comme P(X) est irréductible dans Q[X], on a nécessairement ag # 0. Par ailleurs

d—1
aO:—xd—ZaixiEIﬂZ. ]
i=1

Proposition. Soit I C O un idéal non nul de O . Alors, pour la loi d’addition, I est
un groupe abélien libre de rang [K : Q] et l'anneau quotient Ok /I est fini.

Démonstration. Le groupe additif I est un sous-groupe de O . D’apres le théoréme 5.7,
le groupe Ok est libre de rang [K : Q]. Ainsi I est un groupe abélien libre de rang
inférieur a [K : Q]. Par ailleurs le théoreme de structure des groupes abéliens de type
fini nous donne l'existence d’'une Z-base (ey,...,e,) de O et d’entiers di|da| - - - |dy, tels
que

Ok =P Zei, I=EPZd;e;.
i=1 =1

Soit d € INZ avec d # 0 dont l'existence est assurée par le lemme ci-dessus. On a alors
dOg C I et dOg est isomorphe a O en tant que groupe abélien. C’est donc un groupe
abélien libre de rang [K : Q]. Ainsi le rang de I est supérieur ou égal a [K : Q] donc I
est un groupe abélien libre de rang [K : Q]. On en déduit que d; # 0 pour 1 < i < n et
donc que

O/l ~Z]d\Z x --- X L]d,Z.

En particulier O /I est un anneau fini. O

Nous allons en déduire une propriété importante des idéaux premiers de ’anneau

Ok.

Théoréme 5.8. Soit K un corps de nombres. Tout idéal premier non nul de Ok est un
idéal maximal de O.

Démonstration. Soit p un idéal premier non nul de O . La proposition ci-dessus montre
que Ok /p est un anneau fini. Comme de plus p est un idéal premier, c’est un anneau
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intégre. Or tout anneau integre et fini est nécessairement un corps. En effet soit a €
Ok /p ~ {0}. On peut considérer le morphisme de groupes (pour la loi d’addition)

Or/py — Oxk/p
X — axr

Comme Ok /p est intégre, ce morphisme de groupes abéliens est injectif. Mais comme
Ok /p est fini, ce morphisme est aussi bijectif. Il existe donc b € O /p tel que ab = 1.
Ainsi Ok /p est un corps et donc p est un idéal maximal. O

Un anneau A est dit intégralement clos si A est integre et si tout élément de son
corps des fractions Frac A qui est entier sur A est un élément de A.

Exemple. L’anneau Z est intégralement clos : tout élément de Q qui est racine d’un
polynéme unitaire de Z[X] est déja dans Z. Plus généralement, le méme raisonnement
montre que tout anneau factoriel est intégralement clos.

Exemple. Soit d € Z tel que d = 1 [4] qui n’est pas un carré. L’anneau Z[/d] n’est pas
intégralement clos. En effet Q(v/d) est le corps des fractions de 1’anneau Z[v/d]. De plus,
1+v4d

on a vu au cours de la démonstration du théoréme 5.4 que =5 est entier sur Z, donc

sur Z[Vd], mais 14 ¢ 7]\/d].

Proposition. Soit K un corps de nombres. L’anneau de ses entiers Ok est intégrale-
ment clos.

Démonstration. On a déja vu que K est le corps des fractions de Q. Soit € K un
élément qui est entier sur Ok. D’apres le théoreme 5.1, 'anneau Ok|[z] est un O-
module de type fini. Comme Ok est un Z-module de type fini, on en conclut que O |x]
est un Z-module de type fini. Comme Z[z] C Ok|[z], 'anneau Z[z| est un Z-module de
type fini, donc x est entier sur Z et donc x € Ok O

Exemple. L’anneau Z[iv/5] est un exemple d’anneau intégralement clos mais qui n’est
pas factoriel.

Enfin, on rappelle qu'un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A est de type
fini. On a montré dans la proposition ci-dessus que tout idéal de I’anneau des entiers
d’un corps de nombres est de type fini. Ainsi les anneaux d’entiers de corps de nombres
sont des anneaux noethériens.

Définition. Un anneau commutatif A est un anneau de Dedekind s’il est noethérien,
intégralement clos et si tout idéal premier non nul de A est mazximal.

Le théoréme suivant résume une partie des résultats démontrés dans cette partie.

Théoréme 5.9. Soit K un corps de nombres. L’anneau de ses entiers O est un anneau
de Dedekind.
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Dans la suite, nous montrerons que les anneaux de Dedekind ont des propriétés
trés semblables a celles des anneaux factoriels, & condition de remplacer les éléments de
I’anneau par ses idéaux, et les éléments irréductibles par les idéaux premiers non nuls
(donc maximaux).

5.2.3 1déaux fractionnaires

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de fractions. Un idéal fractionnaire
de A est un sous-A-module I C K tel quil existe z € A\ {0} tel que 2/ C A. En
particulier un idéal de A est un idéal fractionnaire (on peut prendre z = 1).

Exemple. Soit A = Z. C’est un anneau de Dedekind puisque c’est 'anneau des entiers
du corps de nombres Q. Si 7 € Q \ {0} le sous-Z-module I := Zr = {ar | a € Z} est un
idéal fractionnaire de Z. En effet, en écrivant r = % avec p et g entier, on a g = Zp qui
est bien inclus dans Z.

Remarquons que si I est un idéal fractionnaire de A et si x € A est tel que xl C A,
alors xl est un idéal de A.

Si I et J sont deux idéaux fractionnaires de A, on peut définir leur somme en posant
I+J={x+y|(z,y) €l xJ}

On vérifie facilement que c’est encore un idéal fractionnaire de A. On peut également
définir le produit de I et J en posant

1J = {ZZL‘WMHGN*, x; €1, inJ}.

i=1
On vérifie facilement que c’est également un idéal fractionnaire de A.

Un idéal fractionnaire I est dit principal s’il existe x € K tel que
I=(z)={ax|ac A}

Pour tout élément x € K ~\ {0}, Pensemble (z) est un idéal fractionnaire de A. De plus
si z et y sont deux éléments de K, on a (x) = (y) si et seulement si il existe u € A* tel
que y = ux.

Un idéal fractionnaire I de A est dit ‘nversible s’il existe un idéal fractionnaire J tel
que IJ = A (A est I'idéal trivial de A, engendré par 1).

5.2.4 Quelques résultats généraux sur les idéaux premiers

Cette partie contient quelques résultats techniques concernant les idéaux premiers
qui nous serviront plus tard.
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Rappelons que, dans Z, un entier b divise un entier a si et seulement si I'idéal (b)
contient 'idéal (a). C’est-a-dire

bla & (a) C (b).

De facon plus générale, dans un anneau quelconque, si I et J sont deux idéaux, il faut
penser a la relation I C J comme « J divise I ».

Dans ce contexte, le lemme ci-dessous doit étre pensé comme une version tres générale
du Lemme de Gauss sur la divisibilité dans Z.

Lemme. Soit A un anneau. Soit p un idéal premier de A. Si p contient un produit
P1--- P, alors il existe 1 <1 < 7 tel que p; C p.

Démonstration. Supposons par 'absurde que pour tout 1 < i < r, il existe x; € p; \ p.
Comme p est un idéal premier, on a [[;_; x; ¢ p. Cependant [[;_; x; € p1---p,. Ceci
contredit l'inclusion p;---p, C p. On en déduit bien qu’il existe 1 < i < r tel que
pi Cp. O

Lemme. Soit A un anneau noethérien. Tout idéal de A contient un produit fini d’idéaux
premiers. Si de plus A est intégre, tout idéal mon nul de A contient un produit fini
d’idéaux premiers non nuls de A.

Démonstration. Notons E 'ensemble des idéaux de A qui ne contiennent aucun produit
fini d’idéaux premiers de A. On veut montrer que E = (). Supposons par I’absurde que
E # (. Soit I € E. En particulier I n’est pas premier. Il existe donc deux éléments x
et y dans A \ I tels que zy € I. Posons Iy = I + (z) et Iy = I + (y). Alors soit I; soit
I, est un élément de E. En effet, dans le cas contraire, il existerait des idéaux premiers
Pl s Pr q1,---,0s tels que py - p. C Iy et q1---qs C Iz. Alors, comme zy € I,

proprqre-qs CLHila C T

ce qui contredit I € F. Ainsi I; € E ou I, € E. On peut donc construire une suite
strictement croissante d’idéaux (I,,)n>0 telle que I, € E, strictement croissante signifie
I, € I,+1 pour tout n > 0. Or un anneau noethérien ne peut contenir de suite strictement
croissante d’idéaux. En effet si (1,,)n>0 est une telle suite, I’ensemble (J,,~( I, est un idéal
de A et, puisque A est noethérien, est donc de type fini. Soient x1, ..., z; des générateurs
de cet idéal. Il existe N > 0 tel que x1,...,2; € Iy, c’est-a-dire Iy = U,>q In, donc
I, = Iy pour n > N. Ceci contredit la croissance stricte de la suite. Finalement E # ()
contredit le caractére noethérien de A, donc E = ().

Le méme raisonnement montre que si A est intégre et noethérien, un idéal non nul

contient un produit fini d’idéaux premiers non nuls. O

Lemme (Lemme de Krull). Soit A un anneau commutatif et soit I C A un idéal non
trivial (I # A). Alors il existe un idéal mazimal m contenant I.
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Démonstration. Donnons la preuve dans le cas particulier ou A est noethérien, seul
cas dans lequel nous utiliserons ce résultat. Supposons par ’absurde qu’il n’existe pas
d’idéal maximal contenant /. On peut alors construire par récurrence une suite (I, )n>0
telle que Inp = I et I, € I,4+1 © A. L'existence d’une telle suite contredit alors le
caractere noethérien de A. La démonstration du cas général nécessite 'usage de ’axiome
du choix. O

5.2.5 Décomposition des idéaux dans un anneau de Dedekind

Nous allons démontrer ici que les anneaux de Dedekind ont des propriétés similaires
a certaines propriétés des anneaux factoriels, a condition de remplacer les éléments de
I’anneau par ses idéaux.

Commencgons par prouver que tout idéal premier non nul p (ou idéal maximal) d’un
anneau de Dedekind A est inversible. Rappelons que cela signifie qu’il existe un idéal
fractionnaire q tel que pq = A.

Théoréme 5.10. Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal premier non nul p de A
est inversible.

Démonstration. Soit K le corps des fractions de A. On cherche donc & construire un
idéal fractionnaire p~! C K tel que pp~! = A. Remarquons déja que si p~! existe alors
p~! est contenu dans {x € K | zp C A}. Commencons donc par considérer cet ensemble,
que nous notons p’ :

p'={x e K|xpC A}

Il est facile de vérifier que p’ est un sous-A-module de K. Montrons que c’est en réalité
un idéal fractionnaire de A. En effet, comme p est non nul, on peut choisir d € p \ {0}.
Alors, par définition de p’, on a dp’ C A. Ceci montre que p’ est un idéal fractionnaire
de A.

Montrons & présent que pp’ = A. Ce qui est clair, c’est que pp’ C A par définition
de p’. De plus pp’ est un idéal fractionnaire de A qui est contenu dans A, c’est donc un
idéal de A. De plus, il est clair que A C p’. On en déduit donc que pA =p C pp’. On a
donc une inclusion d’idéaux de A :

p Cpp’ C A.

Utilisons a présent le fait que A est un anneau de Dedekind : on sait que p est premier
non nul, donc un idéal maximal de A. Ceci implique que pp’ = p ou pp’ = A. Dans le
deuxiéme cas, on a gagné. Il faut donc exclure le premier cas. Nous aurons besoin d’un
lemme qui sera réutilisé plus tard.

Lemme. Soit a un idéal fractionnaire non nul d’un anneau de Dedekind A. Si x € K,
ou K désigne le corps des fractions de A, est tel que xa C a, alors x € A.
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Démonstration. Soit d € A~ {0} tel que da C A. Alors x(da) C da et da est un idéal
non nul de A. Quitte & remplacer a par da, on peut donc supposer que a est un idéal de
A, ce que l'on fait. On a xa C a et donc, par une récurrence immédiate, z"a C a pour
tout entier n > 0. On en conclut que si P € Z[X], alors P(x)a C a. Ainsi, pour tout
y € Alz], on a ya C a. Rappelons de plus que a est non nul, il existe donc b € a ~ {0}.
Ainsi pour tout y € A[z], on a

y(b) Cya CaC A.

Ainsi bA[z] C A et on vérifie facilement que bA[z] est un idéal de A. Comme A est un
anneau de Dedekind, il est en particulier noethérien et bA[z]| est donc un A-module de
type fini. Ceci implique que A[z] = b1 (bA[z]) est également un A-module de type fini.
On déduit alors du théoreme 5.1 que x est entier sur A. L’élément x est donc un élément
de K qui est entier sur A. Comme A est un anneau de Dedekind, il est intégralement
clos, on a donc = € A. ]

Supposons donc, par 1’absurde, que pp’ = p. Soit x € p’. Comme pp’ = p, ona xp C p
et donc, d’apres le lemme ci-dessus, € A. Ainsi on a prouvé que p’ C A. Comme par
ailleurs on a déja vu que A C p’, on en conclut que p’ = A. En d’autres termes, on
a « simplifié par p » dans I’égalité pp’ = p, mais comme on vient de le voir, c’est une
opération qui est loin d’étre automatique!

Nous ne sommes pas encore arrivés a une contradiction. Continuons. Soit a € p~{0}.
Comme I'anneau A est noethérien et integre, I'idéal non nul (a) contient un produit fini
d’idéaux premiers non nuls pi - - - p,-. Supposons que r est minimal parmi I’ensemble des
entiers n tels que (a) contient un produit de n idéaux premiers non nuls. On a des
inclusions

pr---pr C(a) Cp.

Comme p1, ..., P, et p sont des idéaux premiers, il existe 1 < ¢ < r tel que p; C p. Mais A
est un anneau de Dedekind, donc p; est un idéal maximal! Comme p # A (puisque p est
premier), on a p = p;. Quitte a réordonner les indices 1 < ¢ < r, et par commutativité
de A, on peut supposer que i = 1. Posons I = ps---p,. On a donc pI C (a) et, par
minimalité de r, I ¢ (a). Soit donc b € I \ (a). Alors, puisque pI C (a), on a bp C (a).
Ainsi %p C A. Par définition de p’, on en déduit que 2 € p’ = A et donc alb dans A, ou
encore b € (a). C’est une contradiction. O

Remarque. Soit p un idéal premier non nul d’'un anneau de Dedekind A. Si p’ est un
idéal fractionnaire tel que pp’ = A, alors p’ est unique. On le note donc p~! et on I'appelle
inverse de A. En effet si pp’ = pp”, on a alors

/ !/ !/ 1

ppp' =ppp’ =9 =p"
=A =A

=1
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Sin € Z, on pose donc

p" sin > 0;
p" = (p_l)_” sin <0;
A sin=0.

Voici le théoréme fondamental concernant la multiplication dans les anneaux de
Dedekind.

Théoréme 5.11. Soit A un anneau de Dedekind. Notons P l’ensemble des idéaux pre-
miers non nuls de A. Si I est un idéal fractionnaire non nul de A, il existe une unique
famille presque nulle (ny)pep d’éléments de Z (c’est-a-dire ny, = 0 sauf pour un nombre
fini de p) telle que

I = Hpnp =p1---pihoPo PP
—_—— N——

peP Topy LD Tepr

De plus, si I C A, alors tous les ny sont dans N.

Démonstration. Commencons par démontrer ’existence de la décomposition. Soit a un
idéal fractionnaire non nul de A. On peut supposer que a est un idéal de A. En effet,
dans le cas général on peut trouver d € A \ {0} tel que da C A. Alors, si da et (d) se
décomposent en produits d’idéaux premiers

da=TT[v™ (@=T]¢™

peP peP

il en est de méme de a puisque

a=(d"Y)(da) = [T

peP

On est donc ramener & prouver que si a est un idéal non nul de A, il existe des idéaux
premiers non nuls py,...,p, tels que a = p;...p,. Notons E 'ensemble des idéaux non
nuls de A qui ne vérifient pas cette propriété. On veut montrer que E = (). Supposons
donc E non vide. Soit a € E. En particulier a n’est pas un idéal maximal de A. D’apres
le Lemme de Krull, il existe un idéal maximal m, donc premier, tel que a C m. D’apres le
théoréeme 5.10, on a m~'a C A. Donc m~'a est un idéal de A. On a également Iinclusion
ma C a. En multipliant les deux c6tés de cette inclusion par I'idéal fractionnaire m=1,

on obtient a C m~'a. Montrons que cette inclusion est stricte.

Supposons par I’absurde que a = am~!. Le lemme utilisé dans la preuve du théoréme
5.10 montre alors que m~! C A. Comme, clairement, A C m™!, on a A = m~! et donc
A = m en utilisant encore une fois le théoreme 5.10. C’est absurde. On a donc

aCmlac A
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Montrons enfin que b := m~'a est un élément de E. Si on peut écrire b = py - - - p, avec
p; premiers non nuls, alors, par définition de m~!, on a a = mpy - - - p,., ce qui contredit a €
FE. En continuant ce processus, on peut créer une suite strictement croissante d’éléments
de E, ce qui contredit le caractere noethérien de A.

Prouvons a présent 'unicité de la décomposition. Supposons que ’on ait une égalité

de la forme
H pnp — H pmp
peP peP

avec des entiers relatifs n, et my presque tous nuls. On déduit du théoreme 5.10 une

égalité
Lo = A
peP

Supposons par I’absurde qu’il existe au moins un idéal premier p tel que n, —my # 0.
Quitte & multiplier cette égalité par une puissance convenable des idéaux p tels que
np —myp < 0, on est ramené a une situation

ni Ny __ M1 ms
Prp" =4d s

ou P1,...,pr et g1,...,qs sont des idéaux premiers non nuls deuxr a deuzr distincts et
Ni,...,Np, M1,..., Mg des entiers > 0. Alors
ni Ny __ mi mg
pljpl...rT_ql ...qsé'

Il existe donc 1 < j < s tel que p1 D q;. Comme g; est un idéal premier non nul et
que A est un anneau de Dedekind, I'idéal q; est maximal et donc p; = q;, c’est une
contradiction. O

Exemple. Nous avons déja remarqué que I'anneau A = Z[i1/5] est un anneau de Dede-
kind qui n’est pas factoriel. Appliquons le théoréeme 5.11 a la factorisation de certains
idéaux. Prenons l'exemple de l'idéal principal a = (2) engendré par 1’élément 2. On
cherche une décomposition (2) = pj - - - p, ou les p; sont des idéaux premiers non nuls de
A. Remarquons que I'on a alors (2) C p; pour tout 1 < i < 7. Il faut donc commencer par
déterminer quels idéaux premiers de A contiennent (2). Or, dans un anneau quelconque
A, les idéaux de A contenant un idéal I sont en bijection avec les idéaux de A/I. 11 faut
donc, dans notre cas, determiner 1'anneau A/a = Z[iv/5]/(2).

Pour cela, on peut commencer par remarquer que Z[i1/5] est isomorphe & 1’anneau
Z[X]/(X? + 5). En effet, par définition de Z[iv/5], il existe un (unique) morphisme
d’anneaux surjectif Z[X] — 7Z[i\/5] envoyant X sur iv/5. L’utilisation de la division
euclidienne dans Z[X] par X2 +5 (possible car X2 + 5 est unitaire) montre assez facile-
ment que le noyau de ce morphisme est 1'idéal principal (X2 + 5). D’ot1 I'isomorphisme
recherché.

On peut & présent décrire plus facilement le quotient Z[iv/5]/(2) :

Z[iV5]/(2) = ZIX]/((X? + 5) + (2)) = Z[X]/(X? +5,2) = F2[X]/(X* +5)
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ott X2 +5 est 'image de X2 + 5 dans Fy[X]. Or, dans Fy[X], on a
X 4+5=X24+1=(X+1)%

Ainsi, Z[iv/5]/(2) ~ F3[X]/(X + 1)2. On remarque premiérement que Z[iv/5]/(2) n’est
pas intégre, donc que 1'idéal (2) n’est pas premier dans Z[iv/5]. Par ailleurs, I'anneau
Fo[X]/(X +1)? posséde un unique idéal premier : 'idéal engendré par (X +1) (en effet,
comme Fy[X] est principal, les idéaux premiers de Fo[X]/(X + 1)? sont en bijection
avec les idéaux premiers de Fo[X] contenant (X + 1), c’est-a-dire avec les élément
irréductibles de Fy[X] divisant (X +1)2). Il y a donc un unique idéal premier de Z[iv/5]
contenant (2), c’est 'image inverse p dans Z[i1/5] de I'idéal (X +1) de Fo[X]/(X +1)? ~
Z[iv/5]/(2). Cette image inverse est donc p = (2,1 ++/5). Il existe donc n > 1 tel que
(2) = p". Comme (X +1)? = 0 dans F3[X]/(X +1)?, on a p? C (2). Comme par ailleurs
(2) € p (puisque (2) n’est pas premier), on a finalement (2) = p2. On peut aussi vérifier
directement que (2,1 4 iv/5)? = (2) (exercice).

Décomposons & présent I’idéal (3) dans Z[iv/5]. Le méme raisonnement que ci-dessus
montre que

Z[i/5]/(3) ~ F3[X]/(X — 1)(X + 1).

Ainsi (3) n’est pas premier et (3) est contenu dans exactement deux idéaux maximaux
de Z[iv/5] : p1 = (3,1 +1iV/5) et pa = (3, —1 +i1/5). On vérifie alors que (3) = pipo.

Décomposons a = (11) dans Z[i1/5]. Cette fois-ci, on a
Z[iV5]/(11) ~ F1 [X]/(X? + 5).

Il faut donc décomposer 'idéal X2 +5 en produit d’irréductibles dans ’anneau principal
F11[X]. Le polynéme X? + 5 étant de degré 2, il est irréductible dans Fi[X] si et
seulement si il posseéde une racine dans Fy;. Il posséde une racine dans Fq1[X] si et
seulement si —5 est un carré dans F1;. On peut utiliser la loi de réciprocité quadratique
pour tester ceci (ou faire directement la liste des carrés de Fiq) :

() =)=~ (5)=-(5) =~

1iw) \11) \s5/) \5) 7

Donc X2 + 5 est irréductible dans Fiy, ceci implique que Z[iv/5]/(11) est un anneau
intégre et que I'idéal (11) est déja premier dans Z[iv/5)].

Remarque. Soit A un anneau de Dedekind et soit a un idéal fractionnaire non nul de
A. On peut décomposer a en produit d’idéaux premier non nuls :

a:Hp”P.
p

Il découle du théoréme 5.11 que a C A si et seulement si, pour tout p, on a n, > 0.
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De fagon générale, si a est un idéal fractionnaire non nul de A et p un idéal premier
non nul de A, on note vy(a) € Z la puissance de I'idéal p dans la décomposition de a.

On a donc
a= H pvl’(a)
peP
etaCA&VVpeP, vy(a) > 0.

Si a et b sont deux idéaux non nuls d’'un anneau de Dedekind. On dit que b divise a
s’il existe un idéal ¢ tel que a = be.

Corollaire. Soient a et b deuz idéaux non nuls d’un anneaw de Dedekind A. Alors b
divise a si et seulement st b D a.

Démonstration. Le sens a = bc = b D a est immédiat. Il faut prouver 'autre implication.
Supposons donc que b D a. On a alors

a= H pvp(a)’ b= H pvp(b)‘

peP peP
En multipliant I'inclusion b O a par b~!, on obtient

AD H p”p(‘l)—vp(b)
peP

ce qui implique bien vy(a) > vy(b) pour tout idéal premier non nul p. On peut alors
poser
¢ = H p?r(9)=vp(b), ]
peP

5.3 Groupe des classes d’idéaux

5.3.1 Définitions

Soit A un anneau de Dedekind. On note I(A) I’ensemble des idéaux fractionnaires non
nuls de A. Il s’agit d’un groupe abélien pour la multiplication des idéaux fractionnaires.
Son élément neutre est I'idéal trivial A. Pour vérifier que I(A) est bien un groupe, le point
délicat est de vérifier que tout élément possede un inverse. L’existence de cet inverse est
assurée par les théoréemes 5.10 et 5.11.

Plus précisément, le théoréme 5.11 montre que I(A) est un groupe abélien libre dont
une base est donnée par I’ensemble P des idéaux premiers non nuls de A. Autrement dit
I’application suivante est un isomorphisme de groupes :

I(A) — @pepZ
a  —  vp(a).
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On note P(A) le sous-groupe de I(A) constitué des idéaux principaux (vérifier que c’est
bien un sous-groupe) et on note Cl(A) := I(A)/P(A) le groupe quotient. On appelle
Cl(A) le groupe des classes d’idéaux de A.

On peut encore décrire le groupe Cl(A) comme le quotient de I’ensemble I(A) par la
relation d’équivalence suivante :

I~J&3dae KX, J=al.

Les éléments de CI(A) sont appelés les classes d’idéaur de A, ce sont en effet les
classes d’équivalence pour la relation ci-dessus. Le lemme ci-dessous montre que toute
classe d’équivalence contient un idéal de A (et pas uniquement un idéal fractionnaire).

Lemme. Soit ¢ € CI(A). Alors il existe un idéal a C A tel que a € c.

Démonstration. Soit b € ¢ un idéal fractionnaire de la classe c. Alors il existe d € AN {0}
tel que db C A. On peut donc choisir a = db puisque a et b sont clairement dans la méme
classe. O

Remarque. Soit A un anneau de Dedekind. I’anneau A est principal si et seulement
si tous ses idéaux sont principaux, c’est-a-dire si et seulement si tous ses idéaux sont
dans la méme classe. Ainsi le groupe CI(A) est trivial, ie C1(A) = {e}, si et seulement
si 'anneau A est principal. Le groupe Cl(A) mesure donc le défaut de principalité de
Panneau A.

Exemple. D’apres la remarque ci-dessus, on a donc
Cl(Z) = CI(Z[1]) = CU(Z[ivV2]) = {e}.

En revanche Cl(Z[iv/5]) est un groupe non trivial. Nous le calculerons plus tard.

5.3.2 Le cas particulier des corps de nombres

Théoréme 5.12. Soit K un corps de nombres. Alors le groupe Cl(O) est un groupe
abélien fini.

Le cardinal hg du groupe Cl(Of) est appelé nombre de classes du corps K. En
général, c’est un nombre assez délicat a calculer.

Remarque. Il existe des anneaux de Dedekind dont le groupe de classes est infini. Le
théoréeme 5.12 est donc particulier aux anneaux d’entiers de corps de nombres.

Afin de démontrer le théoréme 5.12, nous aurons besoin du lemme suivant qui est
une variation sur le theme du principe des tiroirs de Dirichlet.



114 CHAPITRE 5. THEORIE ALGEBRIQUE DES NOMBRES

Lemme. Il existe un entier M > 1, ne dépendant que de K, tel que pour tout o € Ok
et tout B € O ~ {0}, il existe 1 <t < M entier et w € O tels que

|Nijg(ta — wB)| < [Nk (Bl

Démonstration. Posons v = & € K. On recherche donc un entier ¢ et un élément w € Ok
tels que | Ny /Q(t'y —w)| < 1. Rappelons que d’apres le théoréeme 5.7, 'anneau O est un

Z-module libre de rang n = [K : Q]. On peut donc trouver une famille (wy, ... ,w,) € O%
telle que O = Zw1 ® - -+ @ Zw,,. Comme K est le corps des fractions de O, la famille
(w1, ... ,wy) est également une base du Q-espace vectoriel K. Posons alors v = > 1" | viw;,
v; € Q. Considérons ’application
Iy Qr — Q
" (z1,-.,m0) = Ngjolriws + - + Tpwp).

Rappelons que
Ngjg(riwr + - + zpwn) = det(Mayw) 4+ tapw,) = det(z1me, + -+ + 2pmy, ).

Comme det : M, (Q) — Q est un polynéme homogene de degré n, on en conclut que
I’application f est un polynéme homogene de degré n en les variables x1, ..., x,. Il existe
donc des éléments a(;, ;) € Q tels que

v(xla"'vxn) eQna f(xlv"'axn) = Z a(il,...,in)xlll xizn
(il,...,in)ENn
i1++in=n

En posant C' = max |a(;, . ;)| Card{(i1,...,in) € N* | i1 +--- + i, = n}, on obtient
V(z1,...,2n) € Q" |f(x1,...,zy)| < C(max |z;])".

Rappelons que l'on est parti de I’élément v = Y 7' viw; € K. Posons alors, pour 1 <
i <n,vi= |7+ {7} avec || € Net 0 < {v} < 1. On définit

7] = il_%‘Jwi €Ok, {7}:= i{%}wi € K.

Enfin, plongeons K dans R™ au moyen du morphisme, injectif, de groupes suivant :
K — R™

¢: Y miw; > (T, ..., x,).

On a alors ¢({v}) € [0,1[". Fixons un entier m > C' et posons M = m™. On peut
découper le cube [0, 1[" en m™ « petits » cubes de coté L :

01" = [ ﬁ{zﬂi’ai;l{‘

0<a;<mi=1
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Considérons les M + 1-points ¢({kv}) € [0, 1[" pour 1 < k < M + 1. IIs se répartissent
dans la partition de [0,1[" en M petits cubes. Au moins deux d’entre eux doivent donc
appartenir au méme petit cube. Il existe donc 1 < ky < £y, < M + 1 tels que ¢({k,7})
et ¢({¢y7}) appartiennent au méme petit cube. Posons t = £, — k, et ty = w + § avec
w = [Lyy] — [kyv], 6 = {lyy} — {kyv}. On a donc w € Ok et § = Y ;L diw; avec
0;] < L d’on [Nk /g(d)] < Cm™" < 1. Remarquons que ¢ est un entier 1 <t < M et
que M ne dépend pas des éléments « et 8 choisis au départ. ]

Nous pouvons a présent démontrer le théoreme 5.12. Le début de la preuve ressemble
beaucoup a la démonstration de la proposition de la partie 5.2.1. Sauf qu’ici le raisonne-
ment n’aboutit pas au caractére principal de 'anneau O mais a la finitude du groupe
de classes. C’est assez logique si on pense a la finitude du groupe de classes comme un
énoncé nous disant que Ok n’est pas principal mais presque...

Démonstration du théoréeme 5.12. Soit I un idéal non nul de O . On choisit un élément
B € I~ {0} tel que |Ng,g(B)| soit minimal. Soit a € I. D’apres le lemme, il existe
un entier M (indépendant de a) un entier et 1 < to < M tel que [Nk g(taa — wfB)| <
Nk o(B)| ot w € Ok. Or taa—wp € I. Ainsi par minimalité de [N ()| on doit avoir
taav—wp = 0, c’est-a-dire t,a € (8). Comme t,, divise M!, on a Mla € (). On en déduit
que, pour tout o € I, on a M!a € (3). Ainsi M!I C (B). Posons donc J == (3)I~!. C’est
un idéal fractionnaire de O et J ~ I~! par définition. De plus, on a (8) C I donc
J C Ok et on vient de montrer que M! € J. Notons .J l'image de J dans 'anneau
quotient Ok /(M!) par I'application quotient 7 : Ox — Ok /(M!). Comme (M!) C J,
on a J = 7 1(J). Comme l'anneau Ok /(M!) est fini, on en déduit qu’il n’y a quun
nombre fini de possibilités pour J : le nombre d’idéaux de Ok contenant M! est fini. Or
toute classe ¢ € C1(Ok) possede un élément de la forme J~1 ot J est un idéal de O
contenant M!. On en conclut que Cl(Of) est un ensemble fini. O

5.3.3 Norme d’un idéal dans un corps de nombres

Soit K un corps de nombres et soit I C O un idéal non nul. Alors 'ensemble O /1
est fini. On pose alors N(I) := Card Ok /I. C’est un entier appelé norme de 'idéal I.

On veut prouver que la norme est multiplicative.

Commengons par une caractérisation de la norme en fonction du discriminant. On
rappelle qu'un idéal non nul I C Ok est un Z-module libre de rang n = [K : QJ.

Lemme. Soit I un idéal non nul de Ok et soit (w1,...,wy) une base du Z-module I.
On a alors

Ao, wn) = N(I)*Ao, /z-

Démonstration. On a déja vu que Ag, /7 est le discriminant d’une Z-base de Ok et ne
dépend pas du choix de cette Z-base. Pour la méme raison, le nombre Ay /g (w1, ... ,wn)
ne dépend que de I et pas du choix de la base (wi,...,wy,). Le théoréme de structure
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des Z-modules libres de type fini nous assure donc l'existence d’une Z-base (e, ..., ey,)
de Ok et d’entiers dy|ds|- - - |d, tels que (dieq,...,d,e,) est une base de I. On a alors

Ak, .. wn) = Ap, jz det(D)?

ou D est la matrice diagonale de diagonale (di,da, ..., d,). Ainsi det(D) =[], d;. Par
ailleurs

Ow /I~ L)\ T % - x Z)d, T
donc det(D) = N(I). O

Vérifions maintenant que cette définition est compatible avec la définition de la norme
d’un élément de Ok

Lemme. Sil = (a), a € Ok, est un idéal principal, alors N(I) = |Ng g(a)l.

Démonstration. Fixons (w1, ...,w,) une Z-base de Og. C’est en particulier une base
du Q-espace vectoriel K. Soit M, la matrice de I’endomorphisme m, dans cette base.
Remarquons que la famille (aws,...,aw,) est alors une Z-base de I = (a) et que M,
est la matrice de passage de la base (wi,...,wy) a la base (awy, ..., aw,). Attention M,
n’est pas une matrice diagonale si a ¢ Z! On en déduit une égalité de matrices

(Tr(awiaw;)) 1<isn = "Ma(Tr(wiw;)) 1<i<n Ma.

1<j<n 1<jsn
Ainsi Agg(awi,. .., aw,) = (det MQ)ZA@K/Z et donc, d’aprés le lemme précédent,
N(I)? = (det M,)? = Nk g(a)?. On en déduit que N(I) = |Ng/g(a)|. O

On peut enfin prouver la propriété de multiplicativité de la norme.

Théoréme 5.13. Soient I et J deux idéaux de O. On a alors N(I1J) = N(I)N(J).

Démonstration. Sil'un des deux idéaux est nul, ’égalité est évidente. On suppose donc
I # 0 et J # 0. En utilisant le théoréeme 5.11, on voit qu’il suffit de prouver que
N(Ip) = N(I)N(p) pour tout idéal I non nul et tout idéal premier non nul p. Comme
Ip C I C Ok et que le groupe quotient O /Ip est fini le groupe quotient I/Ip est fini.
On a donc une égalité

N(Ip) = Card Ok /Ip = (Card O /I)(Card I/Ip).

11 faut donc prouver que Card I /Ip = Card Ok /p. Par unicité de la décomposition d’un
idéal en produit d’idéaux premiers, on a Ip C I. On peut donc choisir, et fixer, un
élément a € I \ Ip. Considérons I'application suivante

O — I/Ip

0 :
r — ax+1Ip
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Il s’agit d’un morphisme de Og-modules.

L’application 6 est surjective. En effet son image est un sous-Ox-module de I/Ip.
L’image réciproque J de ce sous-module par 'application quotient I — I/Ip est donc
un sous-Og-module de I, c’est-a-dire un idéal de Ok contenu I et contenant Ip. On a
donc une inclusion d’idéaux

IpcJCl

Comme a ¢ Ip, on a §(1) = a+ Ip # Ip dans I/Ip. Ainsi Ip C J. On en déduit que
p C JI7! C Og. Comme p est un idéal maximal de O, ona JI~! = Ok et donc I = J.
Ceci prouve la surjectivité de 6.

Calculons Ker #. Son noyau Ker 0 est un sous-O-module de Ok c’est-a-dire un idéal
de Og. De plus les éléments de p sont dans le noyau de Kerf. On a donc p C Ker¥6.
Comme de plus p est un idéal maximal de O, on a Ker) = Og ou Ker = p. Or on a
vu plus haut que 1 ¢ Ker 6, donc Ker § = p. Ainsi I'application # induit un isomorphisme
de Og-modules finis

Ok/p~1I/Ip.
On en conclut que Card O /p = Card I/Ip. O

Corollaire. Soit I un idéal de Ok tel que N(I) est premier. Alors lidéal I est un idéal
premier non nul de Of.

Démonstration. Soit I = I115 une décomposition de I en produit de deux idéaux. Alors
N(I) = N(I)N(I3) et N(I) est un nombre premier. On a donc N(I;) =1 ou N(I3) =1,
c’est-a-dire [T = Ok ou Iy, = Og. ]

Corollaire. Soient Iy C Iy deux idéaux de Ok. On a N(I1) = N(I2) si et seulement si
I = Is.

Démonstration. En effet, comme I1 C Iy, on a I; = Iy13 ou I3 et un idéal de O . Alors
N(I;) = N(I2) implique N(I3) =1 et donc I3 = Ok, d’ou I} = Is. O

Corollaire. Soit a € Of. Alors a € O si et seulement si [Ny g(a)l = 1.
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Chapitre 6

Formes quadratiques binaires

6.1 Classes de formes quadratiques

6.1.1 Définition

Une forme quadratique binaire est un polynéme homogene de degré 2 a coefficients
dans Z : ¢(X,Y) € Z[X,Y]. On peut donc écrire de fagon unique

¢(X,Y)=aX?>+bXY +¢cY? (a,b,c)eZ
On adoptera la notation [a, b, ] pour désigner la forme ci-dessus.

Une forme quadratique binaire [a,b,c| est dite primitive si PGCD(a,b,c) = 1 ou
encore si [a, b, ¢] n’est pas de la forme ng pour un entier n > 2 et une forme quadratique
binaire q.

Soit n € Z un entier et soit ¢ une forme quadratique binaire. On dit que la forme ¢
représente n §'il existe (z,y) € Z? ~ {(0,0)} tel que ¢(z,y) = n. On dit que q représente
primitivement n si on peut choisit (z,y) € Z? tel que ¢(z,y) = n et PGCD(z,y) = 1.

Exemple. La forme [1,0, 5] ne représente pas 2 mais représente primitivement 6.

Le discriminant d’une forme quadratique [a, b, ¢] est 'entier Disc(q) := b> — 4ac. Un
entier ne peut étre un discriminant que s’il est congru a 0 ou 1 modulo 4.

Théoréme 6.1. Soit [a,b,c] une forme quadratique binaire de discriminant D. Alors
pour que [a, b, c|] représente 0 il faut et il suffit que D soit un carré dans Z ou encore que
[a, b, c] soit le produit de deux formes linéaires. Si de plus D < 0, les entiers représentés
par [a, b, c|] sont tous de méme signe.

Démonstration. Commencons par étudier le cas ou a = 0. Dans ce cas la forme ¢ =
[a, b, c] sécrit ¢(X,Y) =Y (bX + ¢Y). Il est clair qu’elle représente 0 et que son discri-
minant D = b? est un carré. Enfin D < 0 si et seulement si b = 0 si et seulement si ¢ est
de signe constant sur Z?2.

119
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On peut donc supposer que a # 0. On peut alors écrire, pour (z,y) € Z2,

b \? 2
q(-%',y)—a<<:r+my> —ry + y)

V(z,y) € Z?, 4aq(z,y) = (2az + by)* — Dy (6.1)

De sorte que

On en déduit que si g représente 0, alors D est un carré dans QQ, donc est un carré dans
7 puisque D € Z. Si tel est le cas posons D = §2 avec § € Z. On peut donc écrire

daq(z,y) = (2ax + (b —0)y)(2az + (b+ 9)y)

Ainsi 4aq se factorise comme le produit de deux polyndémes homogenes de degré 1 de
Z[X,Y]. De plus 4a divise (b —6)(b+ ¢) = 4ac. Ainsi b — 9§ et b+ J sont tous deux pairs
et on peut écrire a = af3 avec (a, B) € Z2, alb— 6 et B|b+ J de sorte que

=3 +155) (B 5h).

Par ailleurs si ¢ se factorise comme produit de deux polynémes homogenes de degré 1 de
Z[X,Y], q représente 0 puisqu'un polyndéme homogene de degré 1 de Z[X,Y] s’annule
sur des éléments non nuls de Z2. Toutes les équivalences sont donc démontrées.

Il reste a vérifier que D < 0 si et seulement si les entiers représentés par [a, b, c| sont
tous de méme signe. On peut encore supposer a # 0. Si D < 0, on déduit de 1’égalité
(6.1) que ag(z,y) = 0 pour tout (z,y) € Z2. Ainsi le signe de g(z,y) est constant lorsque
(z,y) parcourt Z2. Si D > 0, il suffit d’observer que 4aq(1,0) > 0 et 4aq(—b,2a) < 0. O

Soit D le discriminant d’une forme quadratique binaire q. Supposons que D < 0. On
dit que q est définie positive si elle prend des valeurs positives et définie négative dans
le cas inverse.

6.1.2 Relation d’équivalence

Soit ¢ une forme quadratique binaire. Soit u et v deux éléments de Z2. L’application
(z,y) — q(xu + yv) est alors une autre forme quadratique binaire. Plus précisément si
u=(5)etv= (%), alors

V(r,y) € Z%,  qleu+yv) = g(az + By, vz + 5y).

Cette égalité peut encore se reformuler en utilisant la matrice P de la base (u,v) dans

la base canonique de Z2. On a alors P = ( O; g) et g(zu+yv) = ¢ (P (y)). On note ¢g- P

la forme quadratique binaire ainsi obtenue.
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La matrice de la forme quadratique binaire ¢ = [a, b, ¢] est définie comme la matrice

)

¢(X,Y) = (X, Y) Mat(g) (ff ) .

o Nl

Mat(q) == (

lcr

de sorte que

On en déduit la formule Mat(q - P) = *P Mat(q)P.

Remarquons que Disc(q) = —4 det Mat(g). On en déduit immédiatement la formule

Disc(q - P) = det(P)? Disc(q).

On dit que deux formes quadratiques q et ¢’ sont équivalentes, et on note q ~ ¢, si
il existe P € GLy(Z) tel que ¢’ = ¢- P. On dit que q et ¢’ sont proprement équivalentes,

et on note ¢ ~ ¢, si¢ =q- P avec P € SLa(Z).
Remarquons que si ¢ ~ ¢/, alors Disc(q) = Disc(¢').

La loi (g, P) — q- P définit une action (a droite) du groupe GL2(Z) sur I’ensemble des
formes quadratiques binaires. Deux formes sont équivalentes si et seulement si elles sont
dans une méme orbite pour cette action. On en déduit que la relation ~ est une relation
d’équivalence. De méme deux formes sont proprement équivalentes si et seulement si
elles sont dans une méme orbite de SLy(Z) pour cette action, ce qui prouve que < est
aussi une relation d’équivalence, plus fine que ~.

Le principal intérét de la notion de formes équivalentes est que deux formes équiva-
lentes représentent les mémes entiers. Ainsi, si on s’intéresse aux entiers représentés par
une forme, on peut la remplacer par n’importe quel autre forme qui lui est équivalente.

En utilisant la matrice P = (§ % ), on obtient

Y(a,b,c) € Z3, [a,b,c] ~ [a,—b,c].

La proposition suivante montre comment certaines opérations élémentaires permettent
de bouger dans une classe d’équivalence propre.

Proposition. En utilisant les matrices ({ '), (§1) et (§ '), on obtient
Y(a,b,c) € Z3, [a,b,c] < [e, —b,d]

L la,b+2a,c+b+d (6.2)
L la,b—2a,c—b+al

Exemple. Par exemple, on peut facilement trouver une forme quadratique proprement
équivalente & ¢(X,Y) = 5X2 + 6XY + 2Y?2 au moyen de ces opérations élémentaires :

5,6,2] £ [2,-6,5] ~[2,—-2,1] L [1,2,2] £ [1,0,1].
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Remarque. Si g ~ ¢/, alors ¢ est primitive si et seulement si ¢’ est primitive. En effet,
comme ~ est une relation d’équivalence il suffit de montrer que si P € GLy(Z) et si
q - P est primitive alors ¢ est primitive. En effet si ¢ = ng” avec un entier n > 2 et ¢”
quadratique binaire, alors ¢ = ¢- P = n(q" - P).

Si n € Z est représenté par une forme quadratique binaire ¢, on recherche désormais
des formes proprement équivalentes & ¢ d’une forme particulierement simple.

Théoréme 6.2. Soit n € Z ~ {0}. Alors n est primitivement représenté par une forme
quadratique binaire q si et seulement si q est proprement équivalente a une forme [n,b, c|
avec —|n| <b < |n|.

Démonstration. Si ¢ = [n,b,c], alors ¢(1,0) = n. Ainsi n est primitivement représenté
par g et par toute forme qui lui est proprement équivalente.

Réciproquement supposons qu'’il existe ¢ et (z,y) € Z2 tels que z Ay = 1 et g(z,y) =
n. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe (v,w) € Z2 tel que zw — yv = 1. Posons
P =(yw)€SLy(Z). On a alors ¢- P = [n,V, ] avec V', ¢ € Z puisque ¢ - P(1,0) = n.
Effectuons la division euclidienne de b’ par 2|n|. On a alors ' = b+ k|n| avec —|n| < b <

In|. En appliquant successivement les relations élémentaires (6.2), on obtient [n, ¥/, ¢] £
[n, b, c] pour un certain entier ¢ € Z. O

Corollaire. Soit p un nombre premier et soit D € Z. Alors p est représenté par au plus
une classe d’équivalence de discriminant D.

Démonstration. L’entier p est premier, donc si p = q(x,y) avec (z,y) € Z?, on a néces-
sairement x Ay = 1. Si p est représenté par deux formes q et ¢/, on déduit du théoréme 6.2
qu’il existe des entiers b, ¥, ¢, ¢’ avec —p < b,V < p tels que g < [p,b,c] et ¢ ny [p, V', c].
En utilisant les relations (6.2), on voit que, quitte & remplacer x par ~, on peut méme
supposer 0 < b, < p. On a de plus b2 — 4pc = D = (V)% — 4pc’. On en déduit que
b2 = (b')? [4p] et donc que b = £V [p]. Comme 0 < b,b’ < p,onab=1"V oub' =p—b. Ce
dernier cas est exclus si p est impair car b et b doivent avoir la méme parité. Si p = 2,
on a également b’ # 2 — b car les carrés de 0, 1 et 2 sont distincts modulo 8 = 4p. Ainsi
b=10 et c=c puisque b? — 4c = (V)2 — 4¢/. On en déduit que ¢ ~ ¢'. O

6.1.3 Classes d’équivalence

Théoréme 6.3. Soit D € Z un entier qui n’est pas un carré. Il n’existe qu’un nombre
fini de classes d’équivalence propre (et donc de classe d’équivalence) de discriminant D.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons utiliser un procédé de réduction appelé
réduction de Lagrange. C’est ’objet du lemme suivant.
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Lemme. Soit D € Z un entier qui n’est pas un carré. Toute forme quadratique binaire de
discriminant D est proprement équivalente a une forme |a,b, c] avec —|a| < b < |a| < |¢|.

On a alors 1 < |a| < \/%.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique binaire de discriminant D. Choisissons
(z,y) € Z? tel que

la(z,y)| = min{lq(z’,y)| | (2,y) € Z° ~ {(0,0)}}.

Posons a = ¢(z,y). Remarquons dans un premier temps que z Ay = 1. En effet si
d=x Ay > 1, on peut écrire z = da’, y = dy’ et |q(z,y)| = dlq(«’,y")| > |q(z’,y)], ce
qui est absurde. Le théoréme 6.2 montre alors que ¢ est proprement équivalente a une
forme [a, b, c] avec —|a| < b < |a|]. Comme D n’est pas un carré, on doit avoir ¢ # 0.
Comme c est représenté par [a, b, |, on a donc |a| < |c| par définition de (z,y).

La derniere inégalité se prouve en remarquant que

4af® < 4falle] = [b* = D| < [b* +|D| < |a* + [D].

Ainsi |a| < \/%. O

On peut a présent prouver le théoreme 6.3.

Démonstration du théoreme 6.5. D’apres le lemme, toute classe d’équivalence propre de

discriminant D contient une forme [a, b, c| telle que |b| < |a| < || et |a] < %. il
y a donc un nombre fini de possibilités pour a, b et ¢ donc un nombre fini de classes
d’équivalence propre. O

Soit D € Z un entier non carré. On note Cl(D) 'ensemble des classes d’équivalence
propre de formes quadratiques binaires de discriminant D et P(D) C Cl(D) ’ensemble
des classes d’équivalence propre de discriminant D qui sont primitives.

Théoréme 6.4. Soit D un entier non carré. Alors

Card CI(D) = ) CardP (ZZ) .
g>1 9
9°|D

Démonstration. Supposons que [a, b, d] ~ [a/, ¥, ¢]. On a alors PGCD(a, b, ¢) = PGCD(d/, ¥/, ).
En effet, si ¢ = [a,b,c| et d = PGCD(a,b,c), alors d est le plus grand entier n tel que
g = ng’ pour une forme quadratique binaire ¢’.

On peut donc partitioner I’ensemble CI(D) en parties constituées de classes ayant le
méme pged. Remarquons par ailleurs que si PGCD(a, b, c) = g, alors [a, b, c] = gq pour
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une forme quadratique binaire primitive q. Dans ce cas le discriminant de ¢ est g%. On
en déduit une bijection

D
P <g2) ~ {[a,b,d € CI(D) | PGCD(a,b,¢) = g}

donnée par q — gq. O

6.1.4 Nombre de classes d’équivalence dans le cas défini

On fixe désormais un entier D qui n’est pas un carré et tel que D < 0. On note
Cly(D) c CID) (resp. P+(D) C P(D)) l'ensemble des classes d’équivalence propre

(resp. primitives) qui sont de plus définies positives. On pose alors
h(D) = Card P4 (D).

Remarquons qu’une forme quadratique binaire|a, b, ¢] de discriminant D < 0 est définie
positive si et seulement si a > 0.

On peut déterminer Uentier h(D) en dénombrant les formes quadratiques binaire
dites réduites. Une forme quadratique binaire [a, b, | de discriminant D est dite réduite
si

—a<b<a<c etsib>=0lorsque a=c.

Théoréme 6.5. Toute forme quadratique binaire définie positive de discriminant D est
proprement équivalente d une unique forme réduite.

L’entier h(D) est donc égal au nombre de formes quadratiques primitives réduites
définies positives de discriminant D.

Démonstration. Montrons dans un premier temps ’existence d’une telle forme. D’apres
le théoreme 6.2, une forme quadratique binaire ¢ de discriminant D est proprement
équivalente a une forme [a,b, ¢] avec —|a| < b < |a| < |¢|. Comme ¢ est définie positive,
on a nécessairement a > 0 et ¢ > 0. Si a < ¢, [a,b,c] est réduite. Sinon, a = ¢ et
[a, b, c] Z [a, —b, a], donc on peut supposer b > 0, c’est-a-dire [a, b, a] réduite.

Montrons a présent I'unicité. Nous allons utilise le lemme suivant.

Lemme. Soit ¢ = [a,b,c] une forme réduite de discriminant D avec D < 0. Alors a est
le plus petit entier naturel non nul représenté par q. De plus si a < c, c est le plus petit
entier non nul représenté primitivement par q et différent de a. L’équation a = q(z,y) a
exactement deux solutions si et seulement si a < c. Enfin, si a < ¢, l’équation ¢ = q(z,y)
a exactement deux solutions primitives, sauf si b = a.

Démonstration. Rappelons 1'égalité (6.1)

4aq(z,y) = (2az + by)* — Dy*.
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Si |ly| > 2, on en déduit agq(z,y) > —D = 4ac — b>. Comme b*> < a® < ac, on a
4ac — b* > 3ac et donc q(x,y) = 3¢ > ¢ puisque ¢ > 0. On en déduit que si ¢(z,y) = a
ou ¢(z,y) = ¢, on a nécessairement |y| < 1.

Siy =0, ona q(z,0) = ax?

Par ailleurs g(z,—1) = g(—=x, 1), il suffit donc d’étudier le cas y = 1. De plus |2ax +

b| > |b| avec égalité si x =0 ou b= a et x = —1. Ainsi
b¥> — D
Ve e Z, q(x,1)> =
avec égalité si et seulement six =0oub=aet z=—1.

Pour conclure :

— a est bien le plus entier non nul représenté par ¢. Si ¢ > a, (£1,0) sont les seules
solutions de I’équation a = q(z,y);

— les seuls entiers entiers a < m < ¢ représentés par g sont de la forme na et les
seules solutions de n?a = q(z,y) sont alors (£n,0). Ces entiers m ne sont donc pas
représentés primitivement par ¢g. Ainsi, si ¢ > a 'entier ¢ est le plus petit entier
> g représenté primitivement par q.

— Sig(z,y) = ¢, avec y # 0, on a y = £1. Si ¢ > a, "équation a exactement deux
solutions (0, +1), sauf si b = a. O

On peut achever la preuve du théoréme. Supposons que [a, b, (] Z [a', b, /] sont
deux formes réduites proprement équivalentes de discriminant D. Le lemme donne une
caractérisation de a qui est indépendante de la forme choisie dans une classe d’équivalence
propre. On en déduit que a = ’. Comme ¢ = a si et seulement si a = ¢(z, y) a strictement
plus de deux solutions, on en conclut que

a<cedad <.

De plus, si a < ¢, le lemme nous donne une caractérisation de ¢ en terme des entiers
représentés primitivement par [a,b,c]. On en conclut que ¢ = ¢’. On a donc

b —4ac=D = (V')? — 4d'¢

donc b = +b.

Sia = c, et donc @’ = ¢, on doit avoir b > 0 et b’ > 0, donc b = V/. Supposons donc
a < ¢ (et donc a’ < ).

Posons ¢ = [a,b,c] et ¢ = [/, V', ]. Le lemme implique que b = a si et seulement
si "équation ¢ = ¢(x,y) strictement plus de deux solutions primitives. Donc b = a si et
seulement si I’équation ¢ = ¢/(z,y) strictement plus de deux solutions primitives. Ainsi
b = a si et seulement si b = a’. Si b = a, on a donc b = a = o’ = V. On peut donc
supposer que b # a, et donc que b’ # a'.
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On a alors ¢ = ¢ - P pour une matrice P € SLy(Z) et on peut écrire ¢'(z,y) =
q(zu+yv) ol u et v sont les deux vecteurs colonnes de P. Or q(u) = a’ = a. Donc d’apres

le lemme, u = £ (}). De méme ¢(v) = ¢ = ¢ donc v = £ (7). Ainsi P = (361 fl). Mais
comme de plus det P = 1, on a P = £I5 et donc ¢ = ¢. Ceci achéve la preuve de
I'unicité. O
Exemple. Utilisons ce résultat pour calculer h(—20). Il s’agit de faire la liste des formes
quadratiques q = [a, b, ¢, primitives et réduites, telles que b> — 4ac = —20. On sait que,
d’apres le lemme de la partie 6.1.3,
-D
< — <3
ol <4/
Ainsi a € {1,2}. De plus b> — 4ac = —20 donc b est pair.
— Sia=1,onabe {0,1}. Comme b est pair b=0 et ¢ =5.
— Sia=2,onabe {-1,0,1,2}. Comme b est pair, b € {0,2}. On a donc b = 0 et
—8c = —20 qui n’a pas de solution ou b = 2 et 4 — 8¢ = —20 c’est-a-dire ¢ = 3. Les
deux formes [1,0, 5] et [2,2, 3] sont réduites et primitives, on a donc h(—20) = 2.

On montre de méme que h(—4) = h(—3) = 1 (exercice).

6.2 Formule du nombre de classes

6.2.1 Le symbole de Kronecker

Soit D < 0 un entier tel que D est congru a 0 ou 1 modulo 4. Nous allons définir un
caractere de Dirichlet qui étend le symbole de Legendre au cas ou le dénominateur peut
étre pair.

Théoréme 6.6. Il existe un unique caractére de Dirichlet xp d’ordre 2 modulo |D)|
vérifiant la propriété suivante : si p est premier et si p t D, alors xp(p) = 1 si et
seulement si D est un carré modulo 4p. On a de plus xp(—1) = —1.

Démonstration. Commencons par prouver I'unicité. Comme x p est un caractere de Diri-
chlet modulo |D], il est déterminé par ses valeurs sur les nombres premiers p ne divisant
pas D. L’unicité en découle facilement.

Prouvons donc l'existence de xp. Commencgons par le cas ou D est pair. Alors D =
—2¢D" avec e > 2 et D' > 1 impair. Pour n > 1 premier a D, donc impair, posons

xp(n) = (f)

le symbole de Jacobi modulo n. Si p{ D, on a xp(p) = (%). Ainsi

xp(p) = 1< D est un carré modulo p < D est un carré modulo 4p
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en conséquence du théoreme des restes et du fait que p # 2. Vérifions que 1’on a défini une
fonction | D|-périodique sur les nombres premiers & D. La loi de réciprocité quadratique
pour le symbole de Jacobi nous donne en effet (puisque n est impair si n est premier a

OO

(1) (1) (1) 2 (g/)

Les trois premiers termes sont 8-périodiques et le dernier est D’-périodique. La fonction
xp et donc 8D'-périodique sur I’ensemble des entiers n > 1 premiers & D. Remarquons
que dans le cas particulier ou e = 2, on a

n-1 n
o) = (- (-1 57 ().
Comme les deux premiers termes sont 4-périodiques, la fonction xp est cette fois-ci
4D’-périodique. Ainsi, quelque soit la valeur de e > 2, la fonction xp est 2¢D" = |D|-

périodique sur I’ensemble N*. Elle se prolonge donc de fagon unique en un caractére de
Dirichlet modulo |D|. De plus

Considérons maintenant le cas ou D est impair. Posons, pour n € Z,

xmm—(gg.

11 s’agit, clairement cette fois, d’une fonction | D|-périodique. Vérifions qu’elle a les pro-
priétés voulues. Si p 1 D est premier et impair, on a, en utilisant le fait que |[D| = —D =

3[4], win=(5)=(5) ()= (3).

Donc xp(p) =1 si et seulement si D est un carré modulo p, c’est-a-dire si et seulement
si D est un carré modulo 4p.

De plus, on a xp(2) = 1 si et seulement si |D| est congru a 1 ou —1 modulo 8. Comme
on sait de plus que |D| = 3[4], on a xp(2) = 1 si et seulement si |D| = —18], c’est-a-
dire D = 1[8]. Donc xp(2) = 1 si et seulement si D est un carré modulo 8 (toujours en
utilisant que D = 1[4]). De plus

xp(—1) = (,Dl|) — (- =1 O

Le caractere xp s’appelle le symbole de Kronecker modulo D.
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Remarque. Au cours de la preuve du théoréeme 6.6, on a vu la formule suivante pour
le symbole de Kronecker : pour n > 1 et PGCD(n, D) = 1,

Si k € N* et si ¢ est une forme quadratique binaire, on pose
U(k, q) = Card{(z,y) € Z* | q(z,y) = k}.

Soient qi, ..., gp(p) une famille de formes quadratiques binaires représentant les classes
d’équivalence propre primitives de discriminant D. Posons alors

h(D)
(k)= > Uik, q).
=1

Le reste de cette partie sera consacré a la démonstration du résultat suivant :

Théoreme 6.7. Soit D < 0 un entier congru a 0 ou 1 modulo 4. Soit k € N* tel que
PGCD(k,D) = 1. On a alors

U(k)=w Z xp(n)

n=>1
nlk
avec
6 siD=-3
w=<4 s1D=-4
2 sinon.

Exemple. On a h(—3) = 1. Soit p un nombre premier différent de 3. On a alors ¥(p) =
6(1 4 x-3(p)). Comme x_3(p) = (§), on en conclut que si ¢ est une forme quadratique
binaire primitive de discriminant —3, I’équation ¢(x, y) = p a des solutions si et seulement
si p=1[3]. Si elle a des solutions, elle en a exactement 12. Nous avions déja vu un cas
particulier de ce résultat lorsque ¢(X,Y) = X2 — XY + Y2,

On a h(—20) = 2. Soit p un nombre premier différent de 2 et 5. On a alors ¥(p) =
2(14x—20(p))- On a x—_20(p) = (_75) = (—1)%%) Par exemple 13 n’est pas représenté
par une forme quadratique binaire de discriminant —20. Par contre 7 est représenté par
une telle forme. Cependant comme il y a deux classes, on en conclut que 7 est représenté
soit par [1,0,5] soit par [2,2,3].

6.2.2 Stabilisateur d’une forme quadratique

Soit ¢ une forme quadratique binaire. On note I'; le sous-groupe de SLy(Z) défini
par
I'y:={PeSLy(Z)|q-P =q}.
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Théoréme 6.8. Soit ¢ une forme quadratique binaire primitive de discriminant D < 0.
Onaly ={xh} si D ¢ {-4,-3}. Si D = —4, on a I'y ~ Z/AZ et si D = —3,
Iy ~7Z/6Z.

Démonstration. Si q Z ¢, on a ¢ = q- P pour une matrice P € SLy(Z) et on vérifie
que I'y = P_IFqP. Le théoreme 6.5 montre donc qu’il suffit de traiter le cas d’une
forme g qui est réduite. On suppose donc que ¢ = [a, b, ¢] est réduite. Soit (e, e2) la base
canonique de Z2. On a donc g(e1) = a. Si § € Ty, on a g(f(e1)) = a. Ainsi si a < ¢, on
doit avoir f(e1) = te;. Ceci implique que 6 est une matrice de la forme + ( §,#) pour
un entier h € Z. On sait de plus que ‘0 Mat(q)f = Mat(g). Un simple calcul donne donc

a b+gah
b—i—gah c+ bh+ h2 - :

Ainsi on doit avoir ah = 0, donc h = 0. Finalement 6 = £1.

ol
o Nlc

Il reste donc a traiter le cas ot a = cet b > 0. Si a = ¢ = b, comme ¢ est supposée
primitive, on a ¢ = [1,1, 1] et donc D = —3. Un calcul direct montre que

o= fens () 1) (1 0)]

et que ce groupe est cyclique d’ordre 6. On peut donc supposer que 0 < b < a = c.
Rappelons que q(z,y) = a si et seulement si y =0 et x = +1 ou y = +1 et x = 0. Ainsi
O(e1) = tej et @ = £1 ou O(e1) = tey. De méme 6(ez) €€ {£eq,+es}. Comme 6 est
inversible et de déterminant 1, # échange les sous-groupes Ze; et Zes, donc

ve {ﬂ2, " (g —01)}

et on en conclut que I'; est un sous-groupe d’'un groupe cyclique d’ordre 4 contenant
{£I}. Donc I'; est réduit a {£I>} ou cyclique d’ordre 4. Supposons I'; cyclique d’ordre

4. Alors ', contient la matrice ( 01 _01) et la relation

o) (a0 9)-5 )

implique b = —b donc b = 0. Comme ¢ est primitive, on a ¢ = [1,0,1] et D = —4.
Réciproquement, on vérifie que les seules formes quadratiques primitives réduites de
discriminant —3 et —4 sont respectivement [1,1,1] et [1,0, 1] qui ont des groupes d’au-
tomorphismes cycliques d’ordres 6 et 4. 0

6.2.3 Démonstration du théoréme 6.7

On fixe désormais un entier D < 0 congru a 0 ou 1 modulo 4.
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Soit ¢ une forme quadratique binaire définie positive. On peut définir un produit
scalaire sur R? en posant

(2, 9)q = a(z +y) — q(z) — q(y).
Ce produit scalaire prend des valeurs entieres sur Z? et (z,z), = 2q(z) pour tout x € Z2.

Soit (x,y) une solution primitive de 1’équation ¢(z,y) = k. Il existe alors un couple
(r,s) € Z* tel que xs — yr = 1. On pose alors

() ()

La classe vy4(x,y) € Z/2kZ ne dépend pas du choix de (r,s). En effet si (r/,s") est un
autre choix, il existe m € Z tel que (1, s') = (r,s) + m(x,y). On a alors

() (), CC) ), womamn=(G)- (), 0

Lemme. Soient q et ¢ deuz formes de discriminant D. Soient (x,y) et (2',y') des
éléments de 7 tels que PGCD(x,y) = PGCD(2,y') = 1 et q(z,y) = k = ¢(2/,y).
Supposons que vy(x,y) = vy (2',y'). Alors il existe une matrice P € SLy(Z) telle que
(i:) =P(y) etq - P=gq. En particulier q L.

Démonstration. Choisissons donc des couples (r,s) et (r',s') de Z? tels que zs — yr =
x's' —y'r’ = 1. Quitte & modifier (r, s) par un multiple de (z,y), on peut méme supposer

(6)-0).~(6). (),

Posons alors la matrice

On a alors

et
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montre que ¢(5) = ¢ (g; ). Ainsi (-,-)q et (-,-)q.p sont deux produits scalaires qui coin-
cident sur une base de Z2, ils sont donc égaux et on en conclut que ¢’ - P = ¢, et donc
que ¢ < q. O

Lemme. Soit ¢ une forme primitive de discriminant D. Posons w = CardI',. Soit
(z0,70) € Z2 tel que q(xo,yo) = k. Alors l'équation q(x,y) = k a evactement w solutions
primiatives (z,y) vérifiant vy(x,y) = ve(zo,y0)-

Démonstration. Soit (x1,y1) une autre solution primitive de ’équation ¢(z,y) = k.
D’apres le lemme 6.2.3, il existe P € SLo(Z) telle que (31 ) = P(3)) et telle que
q¢-P =gq.Onadonc P € T'y. Comme toute matrice de I'; est conjuguée a une matrice de
rotation, les éléments de I'; n’ont pas de point fixe non nul dans 7Z2. Ainsi les orbites de
', dans Z2 ne contenant pas (0, 0) sont de cardinal w. Comme I’ensemble des solutions
primitives de g(z,y) = k est une telle orbite, on en déduit le résultat. ]

Remarquons que si deux entiers n; et ng sont congrus modulo 2k, alors leurs carrés
sont congrus modulo 4k. En effet si 2k|n; — ng, alors n; et ny ont la méme parité,
donc 2|ny + ng et 4k|n? — n3. L’application n — n? se factorise donc en une application
Z7)2k7 — Z.]AKZ.

Lemme. Soit k > 1 un entier premier a D. Soit v € Z/2kZ. Il existe une forme
quadratique binaire primitive q de discriminant D et une solution primitive (x,y) a
Uéquation q(x,y) = k vérifiant vy(x,y) = v si et seulement si

v? = D [4k].

Ce lemme implique en particulier qu’'un entier k premier a D est représenté primiti-
vement par une forme quadratique primitive de discriminant D si et seulement si D est
un carré modulo 4k.

Démonstration. Commencons par vérifier que la condition est nécessaire. Supposons que
k = q(z,y) avec PGCD(z,y) = 1. Soient u = () et v = (}) tels que xs — yr = 1, c’est-
a-dire det(u,v) = 1. En écrivant la matrice de ¢ dans la base (u,v), on voit que

D = (u,v)g — 4q(u)g(v) = (u,v)g — 4kq(v)
donc v,(z,y)? = D dans Z/4kZ.

Il s’agit également d’une condition suffisante. Supposons que v? = D [4k]. On peut

donc écrire D = v? — 4ke pour un certain ¢ € Z. La forme ¢ = [k,v, ] est alors de
discriminant D. Elle représente primitivement k et, comme PGCD(k,D) = 1, on a
PGCD(k,v) =1, donc [k, v, | est primitve. O

Lemme. Soit k > 1 un entier premier a D. Le nombre de solutions dans Z/2kZ a la

congruence
x? = D [4k]
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vaut Y m>1 xp(m)u(m)?.

mlk
Démonstration. Posons k = 2¢[[i_; p;* ot les p; sont des nombres premiers impairs deux
a deux distincts. Comme PGCD(k, D) = 1, on a p; 1+ D. Le théoréme des restes nous
donne
$2 =D [26+2]

?=D[k] _
Vi=1,...,r, 2= D [p{].

Comme p; est un impair, on a un isomorphisme de groupes

(Z/p52)* = (Z/piZ)* x Z/pS 'L
T — (z1,72) ’

ol  + x est la réduction modulo p;. Soit (D1, D3) I'image de D [p;’] par cet iso-
morphisme. Comme pfi_l est impair, on voit que le nombre de solutions a 1’équation
22 = (D [p{’]) est égal au nombre de solutions a I'équation 2% = D dans (Z/p;Z)*.
Comme D1 est la réduction de D modulo p;, il suffit donc de considérer le cas ou e; = 1.
Comme Z/p;Z est un corps de caractéristique premiere a 2, le cardinal de cet ensemble

vaut 2 si D est un carré modulo p; et 0 sinon. On a donc

Card{z € (2/p2)" | 2* = (DI} = (1+ (1) ).

7

Supposons que e > 1, c’est-a-dire k pair. Dans ce cas D est impair. Le groupe
(Z/227¢)* n’est pas cyclique mais isomorphe au groupe produit (Z/27) x (Z/2°Z). On
a cette fois des isomorphismes

{£1} x Z/2°7 = (Z)2°727)%

(z,9) — x5Y
{£1} x z/2¢71'Z = (Z/2¢717Z)™
(z,9) — xdY

Posons (D [2¢12]) = 25Y avec x € {£1} et y € Z/2°Z. Le nombre de z € (Z/2°T1Z)* tels
que 22 = (D [2¢72]) est donc égal au nombre de couples (2/,y') € {£1} x Z/2°717Z tels
que 2 = x et 2y = y[2°]. Une condition nécessaire et suffisante pour que I’équation
ait des solutions est donc que z = 1 et y est pair, c’est-a-dire si et seulement si D est
un carré modulo 8. Alors ¢y’ est uniquement déterminé par y et a2’ peut prendre deux
valeurs. Ainsi

Card{z € (Z/2°T'2)* | 2> = D [2°"?]} = (1 + xp(2)).

Si k est impair, il est clair que Iapplication v — v? induit une bijection

{r€Z/2Z|x=D|[2]} ~{x €Z/AZ |z = D [4]}.
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Dans ce cas le nombre Card{z € (Z/2Z) | 22 = D [4]} vaut toujours 1.

Finalement, on a

Card{z € (Z/2k)* | 2> = D [4k]} = [[(1 + xp(p)).
plk

En remarquant que p(m)? = 1 si m est sans diviseur carré et 0 sinon, on a bien

[T+ xpP) = > xplm)p(m)*. 0

plk mlk

Nous pouvons & présent démontrer le théoreme 6.7.

Démonstration du théoréme 6.7. Soit v € Z/2kZ tel que v* = D [4k]. D’apres le lemme
6.2.3, il existe 1 < i < h(D) et (z,y) € Z? tels que PGCD(z,y) = 1, ¢;(z,y) = k et
vg,(x,y) = v. D’apres le lemme 6.2.3, il existe un unique 1 < ¢ < h(D) vérifiant ces
propriétés. Enfin, d’apres le lemme 6.2.3, le nombre de couples (z,y) vérifiant ces pro-
priétés est exactement w. Soit donc ¢(k, ¢;) le nombre de solutions primitives a 1’équation
qi(z,y) =k et soit p(k) = Z?:(?) ©(k,q;). On a donc
ek)= > w=w) xp(m)u(m)’

VvEZL/2KZ mlk

v2=D [4k]
ou la derniere égalité est conséquence du lemme 6.2.3.

Plus généralement soit (x,y) une solution de l’équation ¢(z,y) =
PGCD(z,y). Alors (z,y) = g(«,y') et k = g*q(«’,y’) avec PGCD(z/,
déduit que

k et soit g =
y') = 1. On en

w(k) =3¢ (;) —wY S xp(m)u(m)?

g=1 921 ) &
g2k sl 9’
=wd Y xp(mg*)u(m)>.
g=1 mli
sl 9’

Comme tout diviseur de k s’écrit de facon unique sous la forme g?>m avec m sans diviseur
carré, on en déduit que

U (k) :wZXD(m). O

6.2.4 La formule analytique du nombre de classes

Soit D < 0 un entier congru a 0 ou 1 modulo 4.

Le caractere de Dirichlet xp est non trivial. L’abscisse de convergence de la série
de Dirichlet L(xp,s) est donc 0. On a démontré au chapitre 4 que L(xp,1) # 0. Nous
allons a présent donner une formule exacte pour la valeur L(xp,1).
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Lemme. On a

¢(|D])
lim — E E = L(1,xp).
TEEOT T nol D]
kAD=1 nlk

Démonstration. Posons A(x, D,n) = Card{k < I | kA D = 1}. Alors

1Y S ==Y ) Y 1= xo(m)A( Do)

k<z nlk n<w kg%
knD=1 EAD=1
(remarquons que A(x,D,n) =0sin > x).

- . A(z,D . .
Nous allons montrer que la série de fonctions } >4 x D(n)w est uniformément

convergente sur [1,+o0c[. La convergence uniforme se prouve par un procédé de somma-
tion par parties. Pour tout M > 1, on a (en notant S, = Y, _; xp(m)) :

A(z,D,n A(x,D,n
Z XD ) = Z (Sn - Snfl)¥
n>M n>M
A(z,D,n) A(z,D,n+1) A(z,D, M)
= Z Sn — - Sy ,—————=
ey x x
A(z,D, M) 1
L 2|1 D|————= < 2|D|—
At DI
car la fonction n — w est décroissante et |S,| < |D| pour tout n > 1 vu que xp
est un caractere de Dirichlet non trivial modulo |D].
Remarquons alors que limg_s 1 o EA(x D,n) = Lp‘“DD'D % O

Lemme. Soit D < 0 un entier congru 4 0 ou 1 modulo 4. Soit ¢ = [a,b, c| une forme
quadratique binaire primitive de discriminant D. On a alors

Card{(z,y) € (Z/|DIZ)* | q(z,y) € (Z/|D|Z)*} = |D|o(| D).

Démonstration. On se rameéne facilement au cas ou n est de la forme p€ avec p un nombre
premier. Il faut donc prouver que

{(z,y) € (Z/p°Z)* | a(a,y) € (Z/p°Z)*} = p*(p — 1)p°
ol p est un nombre premier divisant D. Remarquons que
{(z,y) € (Z/p°L)* | q(a,y) € (Z/p°LZ)*}
= {(z,y) € (Z/p°T)* | (a(z,y) [P)) € (Z/pZ)"}.

Un couple (z,y) est dans cet ensemble si est seulement sa réduction modulo p vérifie
q(z,y) € (Z/pZ)*. 1l suffit donc de prouver le cas ot e = 1.
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Si p|D, on a p|b? — 4ac. Comme PGCD(a, b, ¢) = 1, quitte a échanger a et ¢, on peut
supposer que p ne divise pas a. Comme souvent, il convient de séparer le cas ou p = 2
et le cas ou p est impair.

— Sip>2,ona (dans Z/pZ) :
q(z,y) # 0 < aq(z,y) # 0 < (2az + by)* — Dy? # 0 & (2azx + by) # 0.

L’équation 2ax + by = 0 définit une droite de (Z/pZ)?, son complémentaire est
donc de cardinal p?> —p = p(p — 1).

— Si p = 2, comme 2|D, ona 2|b. Alors g(x,y) # 0 si et seulement si ax? + cy? # 0.
Comme a # 0, on vérifie facilement qu’il y a exactement deux couples (x,y) dans
(Z)27)* tel que az? + cy? # 0 (selon la parité de c). O

Lemme. Soit ¢ = [a,b,c| une forme quadratique binaire primitive de discriminant D.
On a alors

2r_ (D)
H(z,q) = E U(k,q) ~p—t x.
Pl T VIDL D)
kAD=1

Démonstration. Soit (xo,y0) € Z* tel que q(zo,yo) ¢ |D|Z et posons

H(tvqax()ay()) = Card{(l'ay) = (:L'O,y()) HD” | Q(:an) < t}
On a
H(t7q7$07y0) - Card((‘rO’yO) + ‘D’ZZ> N \/Zg

ou & est lellipse
€= {(z.y) € R | q(z,y) < 1},

L’aire de cette ellipse est Vol(&) = \/2‘”3'. On déduit alors de la Proposition de la partie
6.2.5 que

2
H(t7Q7x07y0) ~t—s+o0 Wt-

Comme H (t,q) est la somme des H(t,q,xo,yo) ou (zo,yo) parcourt une famille de re-
présentants de ’ensemble

{(z,y) € (2/IDI|Z)? | (a(x,y)mod |DI) # 0}

on en déduit (a 'aide du lemme 6.2.4) le résultat. O

On peut finalement en déduire la formule analytique du nombre de classes :

Théoréme 6.9. On a
wy/|D|

D) = 2

L(xp,1).
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Démonstration. Soient qi,...,qpp) des représentants des classes d’équivalence propre
de formes quadratiques binaires de discriminant D. On a alors

h(D)

Do H@a) = Y k) =w Y > xp(®)

i=1 k<z k<z  nlk
kAD=1 kAD=1

Ainsi on a

2r_ (D))
D[ D

h(D) ~ w“’%)")L(xD,l).

8|~

h(D)
Z H(.%', Qi> ~x—+o0
i=1

Ainsi h(D) = “Y2 L (xp, 1). O

Corollaire. On a L(xp,1) > 0.

Exemple. Considérons le cas ou D = —4. Alors
1 sin=1[4]
X-4(n) =¢—-1 sin=3[4]
0  sinon.
On a par ailleurs déja calculé h(—4) = 1. On en déduit que

1 1 1 s
Lx-g1)=1l—-d——cf=",
(X-4,1) 3+5 7+ 1

6.2.5 Un résultat sur les réseaux de R"

Dans tout ce qui suit, pour un réel A > 0, on note B(0, A) la boule fermée de centre
0 et de rayon A de R™ muni de la distance euclidienne :

B(0,A) :={z e R" | [|z][ < A}.
On appelle réseau de R™ un sous-groupe additif de R™ engendré par une base de R"™.

Un réseau A est donc un sous-groupe A = Ze; @ - - - ® Ze,, de R™ ou (eq,...,e,) est une
base de R™. Une maille élémentaire d’un réseau A est une partie de R™ de la forme

M =T1] [0,1]e;.
i=1

On a alors une partition de R” donnée par

R" = H(x—i—M)
zeA
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Il y a beaucoup de choix possibles de base (eq,...,e,) donnant lieu au méme réseau.

Cependant le volume de la maille M ne dépend pas du choix de la base (e1,...,e,). En

effet si (€], ...,€),) est une autre base du Z-module A, il existe une matrice P € GL,,(Z)

telle que Pe; = ¢} pour tout 1 < < n. Posons M’ =[], [0,1[e;. On a alors
Vol(M') = |det (e}, ..., eh)| = |det(P)||det (e, ..., e,)| = Vol(M).

Le nombre réel Vol(M), qui ne dépend donc que de A, est appelé volume du réseau A et
noté Vol(A).
Soit g € R™. Si A > 0, on pose

N(X) == Card((xo + A) N B(0,\)).

Lemme. On a un équivalent, lorsque A — +o0,

Vol(B(0, 1))

N )~ Vol(A)

Démonstration. Soit M une maille élémentaire du réseau A. Soit
d = sup{||lz —y|| | z,y € M}
le diametre de la partie M. Posons

AN) ={z € (xo+A)NB(0,\—d)}
B\) ={z € (xo+A)NBO,A+d)}.

Remarquons que si z € A(A), on a x + M C B(0,\). Réciproquement si y € B(0, ), il
existe x € B(\) tel que y € x + M. Ainsi

[1 @+M)cBOXNC [] (z+M).
ze AN z€B(N)

On en déduit que, pour tout A > 0,

Card(A(\)) Vol(M) < Vol(B(0, \)) < Card(B(X)) Vol(M).

Par ailleurs, on a Vol(B(0,A)) = A" Vol(B(0,1)). Ainsi, en remarquant que N(\) =
Card A(A +d) = Card B(A — d), on a

(A — d)" Vol(B(0, 1)) < N(\) Vol(M) < (A + d)" Vol(B(0, 1)).

On en déduit ’équivalent recherché. ]
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Nous n’utiliserons en fait que le cas particulier ot n = 2.

Soit £ C R? une ellipse de centre 0. Il existe alors une dilatation h € GLa(R) tel que

h(€) = B(0,1). Soit A un réseau de R?. Le sous-groupe h(A) est alors un autre réseau
de R? et on a Vol(h(A)) = |det(h)| Vol(A) et Vol(€) = |det h|~1x. Ainsi

Vol(h(A)) = #(5) Vol(A).

On en déduit que, pour g € R?, on a

Vol(€)
Vol(A)”

Card((zo + A) NAE) ~r5t00 A2

Dans le cas particulier ot A = mZ? pour un entier m > 1, on a le résultat suivant :
Proposition. Soit xg € R? et soit £ une ellipse de R? centrée en 0. On a

5 Vol(€)

2
Card((zo + mZ") N AE) ~asto00 A )

6.3 Lien avec les groupes de classes des corps quadratiques

Soit d € Z un entier sans diviseur carré et différent de 1. On pose K = Q(+/d). On
rappelle que K est un corps quadratique et que Ox = Z[a] ol

Vd  sid=2ou3[4]
o=
1+T‘/E sid=1[4].

On a calculé que
A _ J4d sid=2ou3[4]
Ox/E T g sid=1[4].

On appelle donc discriminant fondamental un entier D € Z ~\ {1,4} tel que D = 1[4]
et D est sans diviseur carré ou D = 4d ou d est un entier congru a 2 ou 3 modulo
4 sans diviseur carré. Les discriminants fondamentaux sont donc tres exactement les
discriminants des extensions quadratiques de Q.

Théoréme 6.10. Soit D < 0 un discriminant fondamental. Posons K = Q(v/D).
Alors h(D) = hg. Autrement dit le nombre de classes d’équivalence propre de formes
quadratiques binaires primitives définies positives de discriminant D est égal au nombre
de classes de diviseurs dans Op.

Avant de prouver ce théoreme, effectuons quelques constructions. On fixe un discri-
minant fondamental D < 0.
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On choisit v/D de sorte que Im VD > 0, c’est-a-dire tel que VD = iv/—D. Soit I un
idéal non nul de Ok. Alors I est un Z-module libre de rang 2, on peut donc I’écrire sous
la forme I = Zay & Zag ou (aq,az) est une Q-base de K sur Q. Comme K ¢ R, une
base de K sur Q est en particulier une base de C sur R. On a donc Ray # Rag dans C.
On en conclut que

ajon — agaq ¢ R.
On dit que la base (a1, as) est directe si Im(ajag — agary) > 0. Remarquons que si la
base (a1, az) n’est pas directe, alors la base (ag, 1) est directe.

Notons
S = {(a1,a2) € K? | Zay ® Zay est un idéal non nul de O et (ay, o) est directe}.
Si a = (a1, az) €S, on note I, l'idéal Zay @ Zas et on pose, pour (z,y) € Z2,

Ngjg(zar +yaz)  |zag + yool?
N(la) N(la)

qa (x, y) =

Nous allons en fait prouver le résultat suivant :
Proposition. (i) Pour tout o € S, la fonction q, est une forme quadratique binaire
primitive définie positive de discriminant D.

(ii) Pour « et 8 dans S, on a qq < qp si et seulement si les idéaux 1, et Ig sont
dans la méme classe.
(iii) L’application o — qq induit une bijection entre les ensembles C1(Of) et Py (D).

(iv) Soit a € S et soit ¢ € Cl(Ok). L’ensemble des entiers représentés par qq est
Uensemble des normes d’idéaux appartenant a la classe ¢~ 1.

Démonstration. Commengons par prouver (i). Un calcul direct montre que

xQNK/Q(al) + yQNK/Q(ag) + zy(oag + agan)
N(la) '

Y(z,y) € 2%, qalz,y) =

Comme I, est un idéal de O, les nombres a7 et g sont des entiers de K, on a donc
Ngjgla1), Ngjglaz) € Z et aras + azar € QN Ok = Z. Pour montrer que g, est une
forme quadratique binaire, il suffit de vérifier :

7a(1,0) € 4.(0,1) € Z, qa(1,1) € Z.

(1,1) — ¢a(1,0) — ga(0,1), ¢4 (0,1)]. Comme oy € I,

On aura en effet ¢, = [¢a(1,0), ¢n
) | N((e1)) = Nk /g(a1). Donc

on a (ay) C I, et donc N (I,

Ngjgla)

N(L) €.

QOc(L 0) =

De méme, ¢,(0,1) € Z. Comme de plus a3 + ag € I, on a de méme q4(1,1) € Z. Ainsi
do est bien une forme quadratique binaire. Comme 'extensions K/Q est quadratique
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imaginaire, on a Ng/g(r) = 27 > 0 pour tout z € K avec égalité si et seulement si
x = 0. Ainsi ¢, est définie positive (voir I'exercice 3 du TD5 pour la premiere égalité).

Calculons le discriminant de ¢,. On a

Disc(¢a) = N(Ia) *((a1a3 + agai)® — 4N g(a1) Nk jglaz)) = N(la) (a1 — agar)?
2

UM N(1.) Ak glar, an).

ap ag

= N(Ia)72

Or on a déja vu que
Agjglar, ag) = N(IQ)QA(’)K/Z

de sorte que Disc(ga) = Ao, sz = D. Il reste a vérifier que la forme g, est primitive. Sup-
posons que ¢, = ng’ avec ¢ une forme quadratique binaire. Alors Disc(gq) = n? Disc(¢’),
ainsi n? divise Disc(gy) = D. Or D est sans facteur carré sauf si D = 4d avec d sans
facteur carré et d congru a 2 ou 3 modulo 4. Ainsi n = 1 ou n = 2 et Disc(¢') = d.
Le deuxieme cas est impossible car un discriminant de forme quadratique est toujours
congru & 0 ou 1 modulo 4. On en conclut que n = 1 et donc que g, est primitive.

Prouvons (ii). Soient a = (o, a2) et f = (b1, P2) deux éléments de S. Supposons
dans un premier temps que I, = Ig. Alors il existe une matrice P € GLy(Z) telle que

()=r ()

Comme P est a coeflicients entiers, on en déduit que

Bi Bi\ _ ap ay
<ﬁ2 ﬂ2>_P<a2 042>'

En considérant les déterminants, on obtient
Im (8152 — B21) = det(P) Im(ar @ — azavy).

Ainsi det(P) > 0 et P € SLy(Z). Il est clair que gg - P = g, et donc g Z Ga-

Supposons désormais que I, ~ Ig. Il existe alors ¢; et co dans Ok ~ {0} tels que

c1lo = c2lg. On en déduit que ge,q Y e, 3- Par ailleurs

Nk jg(zerar + yeron)
N(cily)
_ Ngjgler) Ngjgzar + yag)
~ Ngjgler) N(I,)

V(LE, y) G ZQ? qC1a(x’ y) =

= QQ(IE, y)

y s +
et donc ge;q = qa, d’'0U ga ~ gp-

Réciproquement supposons que g, . qs. Soit P € SLy(Z) telle que gg = gqo - P.
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On peut donc écrire

Niglaz) o
Z? o = ———"N, — .
V(x7y) € y 4 ('Tvy) N(Ia) K/Q (Ctgx—l—y)

Posons P = (5. 9). On a alors

q5(7,y) = qa(pT + qy, 7 + 5Y)
et donc
aq
—x+ y) = Ng/o <a2(px +qy) + (rx + sy))
aq aq
- N a ar
o (02 +1)+ (022 + 5))

(pat +7) +y>

=xN, T4
K/Q< (5% +5)

Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme. Soient 7 et 7' deux éléments de C tels que Im7 > 0 et Im7’ > 0. Si les deux
formes quadratiques q et ¢' définies par (z,y) — |z7 + y|? et (z,y) = 27" + y|? sont
proportionnelles sur Z2. Alors T = 1'.

Démonstration. 1’évaluation de ces deux formes en (0, 1) montrent qu’elles sont égales.
En développant les deux formes, on remarque que |7| = |7'| et ReT = Re7’. Ainsi
Im7=+Im7 donc Im7 = Im7’. O

Comme det(P) = 1, un calcul simple montre que

pay +qag |aa[? m™ <o

Im = 5
rap + say  |rag + sas| Qa9

B1 _ poatgos

On en déduit que B = ronFsas- Ainsi

7B + 7By = Bz(Z—ﬁ1 +7)
B2
B2
— Sag( (qu + qa2) + (T'Ckl + 8042))
B2
- 7 Z
roq + sag( oLt 042)

car (2 1) € SLy(Z). On a donc 1, ~ I.

Prouvons (iii). Le (ii) montre que I'application « + ¢, induit une application injec-
tive de C1(Of) vers Py (D). Il reste & prouver que cette application est surjective. Soit
donc ¢ = [a, b, ¢] une forme quadratique binaire primitive de discriminant D. On a

V((E, y) S ZQ? 4CLQ($,y) = (20,33 + by)2 — Dy2 = NK/Q(QCLI' + by + Z\/jy)
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Posons alors oy = 2a et oy = b — i1/—D. On a alors
a1z — agaq € 10, 400

donc « = (a1, a2) est une base directe de K sur Q. Supposons pour le moment que
I, = Zoy @ Zos est un idéal de Ok. On a alors

2a 2a .
AK/Q(OQ,OQ): b*i\/j b+i\/j :(4a2\/—D)2:D(4a)2.

Comme Ap, /7 = D, on a bien N(I,) = 4a et donc ¢ = gq.

Il reste a vérifier que I, est bien un idéal de Ok . Commencons par le cas ou D = 0 [4],
c’est-a-dire D = 4d avec d congru & 2 ou 3 modulo 4. On a alors Ok = Z[v/d]. 1l faut
prouver que I, est stable par multiplication par les éléments de Ox. Comme [, est
déja un sous-groupe additif de O, il suffit de prouver que vdI, C I,. Montrer que
Viday € I, et Vday € 1,,. On a alors

VD VD v D
T(b—\/f)):Tb—E (W H+5 -5
:g(\/ﬁ—b)—FQacEZZaEBZ(\/E—b):]a

En effet, D est pair, donc b est pair. De méme

\/252a:a\/ﬁza(\/ﬁ—b)—i—ab:a(\/ﬁ—b)—i-?agGIa-

Considérons le cas ou D = 1[4] et Og = Z[#]. On a

LD - VD) - §+(2—;)\/5:b;1(\/5—b>+b(b2_1)+b_2D
bl b+ b;D:bgl(@—szac.

b_
2
b

2

On a gagné car b est impair cette fois-ci. Enfin :

1 D b+1
+2f2a:a(1+@):a+a(\/5—b)+ab:a(\/5—b)+ —g 2a € I,.

Il reste & prouver (iv). Soit (x,y) € Z? et posons £ = zaj + yag. On a (&) C I,.
Posons alors Jg = (§)I;! qui est un idéal de Of. Alors Je € ¢! et N(J¢) = qu(z,y).
Réciproquement supposons que J € ¢~ 1. Alors, il existe a et b dans O ~\ {0} tels que

aJ = bI;" et done JI, = (£) oh € = ba~'. Ainsi € € Lo C I et N(J) = ) =

do(z,y) OU £ = xa + yao. O
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Remarque. Ce résultat nous donne un procédé tres efficace pour vérifier si deux idéaux
de Ok sont équivalents. Il suffit de calculer les formes quadratiques associées, de déter-
miner les formes réduites qui leur sont proprement équivalentes et de vérifier que ces
formes sont égales.

Corollaire. Toute classe d’idéal de Ok contient un idéal de norme < 4/ %.

Exemple. Donnons l'exemple du corps K = Q(iy/5). Son anneau d’entiers est O =
Z[i\/5] et son discriminant est D = —20. On a déja calculé que h(—20) = 2. Ainsi le
groupe des classes de 'anneau Ok est de cardinal 2 et donc isomorphe a Z/27. Donnons
un exemple d’idéal non principal de 'anneau Ok. Rappelons qu’il existe deux formes
quadratiques primitives réduites de discriminant —20 : ¢; = [1,0,5] et g2 = [2,2,3].
Remarquons que 'idéal trivial est 1'idéal I, avec a = (iv/5,1). Ainsi

qo(2,y) = N jo(xivs +y) = y* + 5z°

donc g = [5,0,1] Y q1. Ainsi la classe d’équivalence propre de ¢; = [1,0, 5] est la classe
des idéaux principaux. Il suffit donc de donner un idéal I tel que gg soit proprement
équivalente & [2,2,3]. Considérons par exemple I'idéal I = (2,1 + iy/5). Remarquons
que I = 7Z2 + Z(1 + i1/5) (attention ce n’est pas complétement évident, un petit calcul
s'impose). On a donc I = Iz avec 8 = (1+i/5,2) et N(I) = 2. Alors

1 , 1
gs(w,y) = Sl +2y + yiv/5|? = @+ 2y)? + ba?) = 32% + 2zy + 2y°.

Alors
g5 = [3,2,2] £ [2,-2,3] £ [2,2,3].

Ainsi I'idéal I n’est pas principal.



