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Tous les anneaux seront supposés commutatifs sauf éventuelle exception, auquel
cas le caractere non commutatif sera précisé explicitement.
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Chapitre 1

Anneaux de Dedekind et
ramification

Référence : [Ser68].

1.1 Anneaux de Dedekind

1.1.1 Anneaux de valuation discreéte

Définition 1.1.1. Un anneau de valuation discréte est un anneau principal ayant
un unique idéal premier non nul.

Soit A un anneau de valuation discrete d’idéal premier non nul m. En particulier
m est I'unique idéal maximal de I'anneau A, qui est donc local. Comme A est
principal, I'idéal m est engendré par un élément 7w qui est non diviseur de zéro.
En particulier A est factoriel et tout élément non nul de A s’écrit de fagon unique
sous la forme un™ pour u € A* et n € N. Soit K le corps des fractions de A. La
décomposition ci-dessus implique que K = A[r~!] et donc que K est isomorphe
au localisé de A relativement a la partie multiplicative {7" | n € N}. Tout élément
non nul de K s’écrit donc de fagon unique sous la forme un™ ot u € A* et n € Z.

On peut alors définir une application v : K — ZU {400} en posant v(z) =n
six =un™ avec u € A et n € Z et v(0) = +00. Cette application a les propriétés
sulvantes :

v(zy) = v(z) +v(y)
Y(w,y) € K%, {v(z+y) > min{v(z), v(y)}
v(K ~{0}) =Z.

9
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Une telle application est appelée une waluation discréte (normalisée) sur K. De
plus, on a

A={x e K |v(z) > 0}.

Exercice 1.1.1. Vérifier que si v est une valuation discréte normalisée sur un
corps K, alors, pour z,y € K tels que v(z) < v(y), on a v(x +y) = v(z).

Si K est un corps muni d’'une valuation discréte v, on note K° l’ensemble
{z € K | v(z) > 0}. C’est un sous-anneau de K appelé anneau de valuation de
(K, v).

Proposition 1.1.2. Un anneau A est un anneau de valuation discréte si et seule-
ment si il est isomorphe a l'anneau de valuation d’une valuation discréte d’un
corps K. Le corps K est alors isomorphe au corps des fractions de A.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Exemple 1.1.3. Si A est un anneau principal et si p est un idéal premier non
nul de A, alors A, est un anneau de valuation discrete. En effet, le localisé d'un
anneau principal est principal et A, est donc un anneau principal possédant un
unique idéal maximal, qui est non nul. Comme les idéaux premiers non nuls d'un
anneau principal sont maximaux, A, possede un unique idéal premier non nul et
est donc de valuation discrete.

Exemple 1.1.4. Soit A un anneau factoriel et soit p un élément irréductible de A.
On note v, la valuation p-adique sur A. La propriété v,(xy) = v,(x) + v,(y) nous
permet d’étendre v, de fagcon unique en une application v, : K — Z en posant
vp(a/b) = v,(a) — vy(b). L’application v, est une valuation discrete de sorte que
son anneau de valuation {z € K | v,(z) > 0} est un anneau de valuation discrete.
Il s’agit également du localisé A, de A en I'idéal premier (p).

Comme conséquence des deux exemples ci-dessus (au choix), on déduit que
I'anneau Z, des nombre rationnels de la forme a/b avec a € Z et b € Z premier
a p est un anneau de valuation discréte. Si k est un corps le localisé de k[X,Y]
en lidéal premier (P) ou P est un polyndme irréductible est aussi un anneau
de valuation discrete. Par exemple C[X,Y]y2, x24x) est un anneau de valuation
discrete.

Le critere suivant est tres utile pour vérifier qu'un anneau est un anneau de
valuation discrete.

Proposition 1.1.5. Un A est de valuation discréte si et seulement si c’est un
anneau local noethérien qui est integre et dont ['unique idéal maximal est engendré
par un élément non nul.
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Démonstration. Soit m un générateur de I'unique idéal maximal de A. L’intersec-

tion ﬂ (7") est réduite a 0. En effet si z est un élément de cette intersection, on
n>0

peut écrire x = 7", avec x, € A pour tout n > 0. La suite des idéaux (z,) est

alors croissante et donc stationnaire. Cela implique que x,.; = ax, avec a € A

pour n assez grand. Ainsi x,,1 = anr,y;. Comme T ¢ AX on en conclut que

ZTpy1 = 0 et donc x = 0.

Soit x € A~ {0}. Alors il existe un plus grand n > 0 tel que z € (7") de sorte
que z s’écrit de fagon unique sous la forme 7"u avec u € A*. On pose v(x) = n.
On vérifie facilement que v se prolonge en une valuation discrete du corps des
fractions de A et que A est 'anneau de cette valuation. n

Remarque 1.1.6. Dans la proposition I’hypothese d’intégrité sur A n’est
pas nécessaire si on suppose que l'idéal maximal est engendré par un élément non
nilpotent (voir [Ser68, Ch. I Prop. 2]).

Exemple 1.1.7. Posons A = Z(g)[w] C Q(v/2). 1l s’agit d'un anneau intégre et
noethérien. En effet, il s’agit d'un Zs)-module de type fini et Zs) est noethérien
comme localisation de Z. De plus, il suit du théoreme que A est entier sur
Z3y. Vérifions qu’il possede un unique idéal maximal engendré par un élément non
nul. Si m est un idéal maximal de A, alors m N Z) est un idéal maximal de Zs)
par la proposition . On en déduit que mNZy = 3 et donc que (3) C m. Ainsi
m/(3) est un idéal maximal de A/(3) ~ F3[X]/(X? — 2) = F3[X]/(X + 1)3. Cet
anneau a un unique idéal maximal qui est engendré par (X +1). On en déduit que
A est local d’idéal maximal m = (3,/2 4 1). Or

(V2418 =243V2 +3V2+1 =301+ V2+ V2.

Comme (1 + v/2 + \3/52)(\375 — 1) = 1, on_en déduit que 3 € (/2 + 1) et donc
que m = (\3/5 + 1). Ainsi la proposition implique que A est un anneau de
valuation discréte. Sa valuation normalisée v vérifie v(v/2 + 1) = 1 et v(3) = 3.

1.1.2 Anneaux de Dedekind

Définition 1.1.8. On dit qu’un anneau A est un anneau de Dedekind sl est
intégre, noethérien et si, pour tout idéal premier p non nul de A, A, est un anneau
de valuation discréte.

On a la caractérisation suivante des anneaux de Dedekind.

Proposition 1.1.9. Un anneau A est un anneau de Dedekind si et seulement si
il vérifie les conditions suivantes :
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— lanneau A est noethérien ;
— lanneau A est intégralement clos ;

— tout idéal premier non nul de A est mazximal.

Démonstration. Voir [Ser68, Ch. I Prop. 4]. O

Exemple 1.1.10. Tout anneau principal est un anneau de Dedekind. En particu-
lier tout corps est un anneau de Dedekind.

Exemple 1.1.11. Si A est un anneau de Dedekind et S est une partie multipli-
cative de A, alors Ag est un anneau de Dedekind.

Ainsi Z, k[X] pour un corps k, ainsi que leurs localisés sont des anneaux de
Dedekind. Nous verrons d’autres exemples plus loin.

Rappelons qu’'un idéal I d’un anneau integre A est dit inversible s’il existe un
sous-A-module J de son corps des fractions tel que I.J = A (ici I.J désigne le plus
petit sous-A-module de Frac(A) contenant les produits d’éléments de I par des
éléments de J, c’est aussi 'ensemble des sommes finies de la forme > x;y; ou les
z; sont dans [ et les y; dans J).

Théoréme 1.1.12. Soit A un anneau de Dedekind. Alors

— tout idéal non nul de A est inversible et son inverse est unique ;

— tout idéal non nul de A s’écrit de fagcon unique (a l'ordre prés) sous la forme
d’un produit d’idéauxr mazimauzr de A.

Démonstration. Voir [Ser68, Ch. I Prop. 5 et 7]. O

Si A est un anneau de Dedekind, un sous-A-module de type fini du corps des
fractions de A est appelé idéal fractionnaire de A. On peut additionner et multiplier
les idéaux fractionnaires comme on additionne et multiplie les idéaux de A. On
peut facilement généraliser le théoréeme aux idéaux fractionnaires non nul
de A. En effet, si p est un idéal premier non nul de A, on note p~! son inverse et,
pour tout n € Z, on pose p" =p"sin > 0et p? = (p~')"" sin < 0. On a alors le
résultat suivant.

Corollaire 1.1.13. Soit A un anneau de Dedekind et soit I un idéal fractionnaire
non nul de A. Alors I s’écrit de facon unique sous la forme

I=1]p"
=1

ou les p; sont des idéaux mazximaux de A et les n; des entiers relatifs.
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Si p est un idéal premier non nul d’un anneau de Dedekind A, alors, pour tout
a € K, on note vy(a) 'exposant de p dans la décomposition de I'idéal fractionnaire

(a) = Aa.

Exercice 1.1.2. Vérifier que v, définit une valuation discrete sur le corps des
fractions de A. Vérifier que 'anneau de valuation de v, est le localisé A,.

Soit A un anneau de Dedekind. L’ensemble I(A) des idéaux fractionnaires non
nuls de A forme donc un groupe (commutatif) pour la multiplication. L’ensemble
des idéaux fractionnaires principauz (c’est-a-dire de la forme Aa pour un a € K*)
forme un sous-groupe P(A) de I(A). Le groupe quotient Cl1(A) := [(A)/P(A) est
appelé groupe des classes d’idéauxr de A.

Exemple 1.1.14. Si A est un anneau de Dedekind, le groupe CI(A) est trivial si
et seulement si A est un anneau principal.

On utilisera souvent le résultat suivant :

Lemme 1.1.15. Soit A un anneau de Dedekind. Soit p un idéal premier non nul
de A. Si I est un idéal fractionnaire non nul de A, on a un isomorphisme de

A-modules I/Ip ~ A/p.

Démonstration. Comme p est un idéal maximal de A et I est inversible, il n’existe
pas de A-module contenu strictement entre / et Ip. Le A-module I/Ip est donc
simple. Il est de plus non nul d’apres la propriété d’unique factorisation des idéaux
fractionnaires (corollaire [1.1.13). Il est donc isomorphe & un A-module de la forme
A/J ou J est un idéal de A. Comme I/Ip est annulé par p, on a p C I et donc

= I par maximalité de p. O]

1.2 Extensions d’anneaux de Dedekind

1.2.1 Rappels sur les extensions de corps

Soit L /K une extension de corps, c¢’est-a-dire une inclusion K C L entre corps
telle que L est un K-espace vectoriel de dimension finie.

On dit qu'un élément o € L est séparable sur K si son polynéme minimal
est séparable, c’est-a-dire a racines simples ou encore premier avec son polyndéme
dérivé. On dit que L est séparable sur K si tous les éléments de L sont séparables
sur K. Si K est de caractéristique 0, toute extension finie de K est séparable.
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Si un corps K n’est pas de caractéristique 0, il est de caractéristique p pour
un nombre premier p. Dans ce cas I'application x +— 2P est un endomorphisme de
K appelé endomorphisme de Frobenius. C’est un endomorphisme injectif mais qui
n’est pas toujours surjectif. On dit qu'un corps K est parfait s’il est de caracté-
ristique 0 ou s’il est de caractéristique finie p et son endomorphisme de Frobenius
est bijectif (de fagons équivalente, surjectif).

Si K est un corps de caractéristique p, ou p est un nombre premier, et si L est
une extension finie de K, tout élément o € L qui n’est pas séparable sur K a un
polynéme minimal de la forme P(X?) avec P € K[X]. On en déduit facilement
que si K est parfait, tout extension finie de L est séparable.

Les corps finis sont des corps parfaits (car un endomorphisme injectif d’un
corps fini est bijectif) et donc, toutes leurs extensions finies sont séparables.

Exemple 1.2.1. Soit K = F,(T'). Le polynéme X? — T est irréductible sur F,(T")
(pour le prouver, s’intéresser a la valuation T-adique du terme constant d’un di-
viseur de X? —T'). Ainsi un corps de rupture L de K est une extension finie de K

qui n’est pas séparable. En effet, L = K(T"/?) et le polynéme minimal de T*/? sur
K est X?—T qui n’est pas séparable. En effet, dans L, on a XP —T = (X —T'/?)P,

On dit qu'une extension finie L/K est radicielle si K est de caractéristique p
pour p premier et s’il existe n > 1 tel que z?" € K pour tout = € L.

De fagon générale, si L/ K est une extension finie, il existe une plus grande sous-
extension K’ C L telle que K'/K est séparable et L/K' est radicielle. L’extension
K'/K est la plus grande sous-extension séparable de L/K.

On rappelle qu'une extension finie L/K est normale si le polynéme minimal
de tout élément de L est scindé dans L[X]. Une extension est dite galoisienne si
elle est séparable et normale. Dans ce cas on note Gal(L/K) le groupe des auto-
morphismes de L qui fixent les points de K. Si M/K est une sous-extension de
L/K, alors l'extension L/M est galoisienne (et non pas M/K comme je I'ai trop
vu écrit dans les examens écrits) et Gal(L/M) est un sous-groupe de Gal(L/K).
L’extension M /K est galoisienne si et seulement si le groupe Gal(L/M) est dis-
tingué dans Gal(L/K). Le théoréeme fondamental de la théorie de Galois affirme
que [L : K] = Card(Gal(L/K)) et que l'application (M/K) — Gal(L/M) est une
bijection décroissante de I’ensemble des sous-extensions de L/K sur I'ensemble des
sous-groupes de Gal(L/M).

De fagon générale, si L/K est une extension finie, on note Auty (L) le groupe
des automorphismes de L qui fixent les éléments de K. Si L/K est galoisienne,
on a Gal(L/K) = Autg(L). Plus généralement, si L/K est normale, soit L' la
plus grande sous-extension séparable de K. Alors L'/K est galoisienne, L' est
stable par Auty (L) et la restriction o — 0|k induit un isomorphisme de groupes
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Autg (L) = Gal(L'/K). Toujours dans le cas o L/K est normale, il existe une
sous-extension radicielle K'/K de L/K telle que L/K' est séparable et méme

galoisienne. Le corps K’ est obtenu comme le sous-corps LA"x(L) des points fixes
de L sous Autg(L).

Soit L/ K une extension finie. Si & € L, on note m,, I'application K-linéaire

L — L

My - .
r — ax

On définit alors des éléments de K par les formules
Trr/k(a) = Tr(ma,), Npjx(a) = det(m,).

Ce sont des éléments de K que 1'on appelle respectivement trace et norme de «
relativement a L/K. On vérifie facilement que

TIL/K(Oé + 6) = TI'L/K(OZ) + TI'L/K(B), NL/K(O[B) = NL/K(Q)NL/K(B)

De plussia € K et 8 € L, on a my3 = amg de sorte que
Trpk(aB) = aTryk(B), NixlaB) = o™ Ny (B).

Si L/ K est radicielle et K de caractéristique p, alors il existe une tour d’exten-
sions

avec [K;11 1 K] =p pour tout 1 <i<n—1et Kz+1 = K;(z /p) pour un certain
x; € K;. On en déduit que Trp/x = O pour toute extension radicielle non triviale.
On en déduit plus généralement que Try,x = 0 des que 'extension finie est non
séparable.

On note by la forme K-bilinéaire sur L définie par by x (,y) = Trp/k(zy)
siz,y € L.

Proposition 1.2.2. Soit L/K une extension finie. Alors la forme br i est non
dégénérée si et seulement si l'extension L/K est séparable.

Démonstration. Supposons 'extension L /K séparable. Soit ¥ I’ensemble des plon-
gements K-linéaires de L dans une cloture normale L. Alors ¥ est de cardinal
n=I[L:K]et Tryx =Y ,ex0.S0it @ = (v, ...,q,) une base de L sur K et soit
M = (br/k (i, @)))1<ij<a la matrice de by /x dans la base a. On a alors M =!NN
ott N = (0(0;))es1<ica. Ainsi det(M) = det(N)2. Les morphismes o : L* — L*
forment une familles de caracteres distincts de L. Ainsi, par le lemme d’indépen-

dance des caractéres, ils forment une famille L-libre d’applications de L* vers L.
Ceci implique det(N ) # 0 et donc det(M) # 0.
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Supposons L/K non séparable. Le résultat est évident car alors by, k= 0
puisque Try x = 0. 0

Si(aq,...,q,) € L™ est une base L sur K, on appelle discriminant de la famille
a=(aq,...,q,) le déterminant de la matrice de by, sk dans a. Cest 1'élément

AL/K(Q) = det((TI‘L/K(Ofiaj))lgign )

1<jsn

Exemple 1.2.3. Considérons le cas ou K est de caractéristique différente de 2 et
L = L(\/d) avec d € K non carré. On a alors

De plus,

Supposons que a = (v, .. ., ) est une base de L sur K et que 8 = (51,...,05,)
en est une autre. Soit P € GL,(K) la matrice de passage de o a f3, c’est-a-dire
B =aP.On a alors :

ALy (B) = det(P)* A (). (1.1)

1.2.2 Extensions finies d’un anneau de Dedekind

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. Soit L/K une
extension finie de K. On note B la cloture intégrale de A dans L (définition[A.3.6)).
Si x € L, il existe un polynéme unitaire P(X) = X%+ ay 1 X4 1+ +ag € K[X]
tel que P(x) = 0. Comme K est le corps des fractions de A, il existe un élément
a € K* tel que aa; € A pour tout 0 < ¢ < d—1. L’élément ax est alors annulé par
le polynome a?P(a~1X) qui est unitaire a coefficients dans A. Ainsi ax € B. On
en déduit en particulier que L est le corps des fractions de B et que I'application
K ®4 B — L donnée par la multiplication est surjective. Cette application est de
plus injective compte tenu du fait que B est integre et que K ® 4 B est le localisé
de B en A~ {0} et L le localise de B en B ~\ {0}. La multiplication induit donc
un isomorphisme K ®4 B = L.

Le résultat suivant est un moyen de commode de construire de nouveaux
exemples d’anneaux de Dedekind.

Théoréme 1.2.4. Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions.
Soit L/ K une extension finie de K. Alors la cloture intégrale B de A dans L est un
anneau de Dedekind. Si de plus ’extension L/ K est séparable ou si A est isomorphe
a k[T) ou k désigne un corps parfait, alors B est un A-module de type fini.
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Démonstration. Commencgons par prouver que B est un anneau de Dedekind si B
est un A-module de type fini. Nous prouverons ensuite que B est un A-module de
type fini si L/K est séparable ou si A est isomorphe a k[T'] avec k parfait. Pour le
cas général, nous renvoyons a [Bou85, Ch. VII §2|, corollaire 2 & la proposition 5.

Si B est un A-module de type fini, alors B est un A-module noetherien et donc
un B-module noethérien, c’est donc bien un anneau noethérien. Il est intégralement
clos par construction. D’apres la proposition[I.1.9] il reste donc & prouver que tout
idéal premier non nul q de B est maximal. Soit p un tel idéal. L’idéal q :=p N A
est alors un idéal premier non nul de A d’apres la proposition Comme A
est de Dedekind, l'idéal q est maximal. Ainsi B/p est une A/g-algebre de type fini
qui est de plus integre, c’est donc un corps. Ainsi p est maximal.

Montrons a présent que si L/K est séparable, alors B est un A-module de
type fini. D’apres la proposition[1.2.2] si L/K est séparable, la forme K-bilinéaire
b: (z,y) — Trpk(xy) est non dégénérée. Ainsi pour toute K-base (eq,...,eq)
de L, il existe une unique K-base (ej,...,e;) de L telle que b(e;, e}) = &;; pour
tous 1 < 4,5 < d. Si M est un sous-A-module de L, on note M* le sous-A-module
{r € K| Tr(xM) C A}. 1l est alors facile de vérifier que

(@ Aei>* - @ et

Comme L ~ B® 4K, il existe une K-base (e, ..., eq) de L sur K formée d’éléments
de B. Ainsi
@ Ae; € B C B* C P Ae;,

ce qui implique que B est un sous-A-module d’'un A-module de type fini. Comme
A iest noethérien, le A-module B est de type fini.

Supposons a présent que A = k[T] avec k corps parfait. Montrons que B est un
A-module de type fini. Comme le cas séparable a déja été traité, on peut se limiter
au cas ou k est un corps de caractéristique p pour p un nombre premier. Soit M
la cléture normale de L/K et soit C' be la cloture intégrale de A dans C. On a
clairement B C C ainsi, si C est un A-module de type fini, ¢’est aussi le cas de B
puisque A est noethérien. Il suffit donc de prouver I’assertion lorsque I’extension
L/K est normale. Dans ce cas il existe une sous-extension K C N C L telle que
L/N est séparable et N/K est radicielle. Soit D la cléture integrale de A dans
N. Alors B est la cloture intégrale de D dans L. Comme L/N est séparable, le
D-module B est de type fini d’apres le cas séparable traité ci-dessus. On est donc
ramené a prouver l'assertion lorsque l'extension L/K est radicielle. Supposons
donc L/K radicielle, c’est-a-dire qu'il existe n > 1 tel que x*" € K pour tout
x € L. En raisonnant par récurrence sur le degré [L : K], on peut supposer que



18 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE DEDEKIND ET RAMIFICATION

n =1et que L/K est de degré p. On est donc dans le cas ou K = k(T) k et
L = K(P(T)"?) = k(T,P(T)"?) pour P(T) € K|[X]. Comme k est un corps
parfait, on peut écrire P(T)Y/? = P,(T"/?) pour un polynéme P, € K[T]. Ainsi
L C K(T"?) et L = k(T"/?) par un argument de degré. Comme I'anneau k[1"/7]
est isomorphe a k[T1, il est principal et donc intégralement clos. On en conclut que
B = k[T"/?] qui est bien un A = k[T]-module de rang fini. O

Remarque 1.2.5. Dans la situation du théoreme [1.2.4] si B est un A-module
de type fini, B est en particulier un A-module projectif. En effet, B, est un A,-
module sans torsion de type fini sur 'anneau principal A, il est donc libre et donc
projectif. On conclut en utilisant le lemme [A.2.2]

L’utilisation de discriminants peut étre tres utile pour déterminer explicitement
la cloture intégrale d’'un anneau de Dedekind dans une extension finie.

Proposition 1.2.6. Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K.
Soit L/K une extension finie séparable. Soit B un sous-anneau de L contenant
A. On suppose que B est un A-module de type fini et qu’il existe une K-base
a=(ay,...,qa,) de L constituée d’éléments de B telle que, pour tout idéal premier
non nul p de A, vy(Ar (a)) < 1. Alors B est la cloture intégrale de A dans L.
En particulier B est un anneau de Dedekind. De plus B est un A-module libre de
base q.

Démonstration. Posons M = @D Aa;. Soit C la cloture intégrale de A dans L.

Comme B est un A-module dze 1type fini, les éléments de B sont entiers sur A
d’apres le théoréme Ainsi on a M C B C C. D’apres le lemme [A.2.7] il
suffit de prouver que M, = C, pour tout idéal maximal p de A. Soit p un idéal
maximal de A. Si p =0, alors A = K et B = L, d’ou le résultat. On peut donc
supposer p # 0. Remarquons que M, et C, sont tous deux des A,-modules de
type fini, sans torsion, et donc des Ay-modules libres (puisque A, est principal) de
méme rang (puisque B ®4 K = C ®4 K). La famille o forme une base de M, sur
Ap. Soit B = (B1,...,Bs) une Ay-base de Cy. Soit P = Ps, la matrice de passage
de paa. Ona P e M,(A,) puisque M, C Cy et Ap k(a) = det(P)*Ar x(5).
Ainsi

20y (det(P)) < 2vp(det(P)) + vp(AL/k(B)) < vp(Aryx(a) < 1.

On en déduit que vy(det(P)) = 0, c’est-a-dire det(P) € GL,(A4,). Ainsi M, =
Cp- D
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1.2.3 Corps de nombres

On appelle corps de nombres une extension finie de Q. L’anneau des entiers
d’un corps de nombres K est la cloture intégrale de Z dans K. On le note Ok.
D’apres le théoréme [1.2.4] Panneau O est un anneau de Dedekind et c’est méme
un Z-module de type fini. Comme il est sans torsion et que K ~ Ok ®7Q, il s’agit
d’un Z-module libre de rang [K : Q].

L’exercice suivant est indispensable.

Exercice 1.2.1. Soit K un corps de nombres de degré 2 (autrement dit quadra-
tique).
1. Montrer qu’il existe un entier d € Z ~ {0, 1} sans diviseurs carrés tel que

K = Q(Va).

2. Montrer que

2

On — Z[MY) §i d=1mod4
e Z[Vd]  sid=2ou3mod4.

Exemple 1.2.7. Soit € C une racine du polynéome X3 — X + 1. Il s’agit d'un
polynéme irréductible de Q[X] car il est de degré 3 et n’a pas de racine dans Q.
Ainsi X — X +1 est le polynéme minimal de z sur Q. Posons K = Q(x), on a donc
[K : Q] = 3. La famille @ = (1, x,2?) est une base du Z-module Z[x]. Un calcul
direct montre que Ag/g(a) = —23 est premier. On déduit donc de la proposition

que O = Z[x].

Exemple 1.2.8. Déterminons I'anneau des entiers de K = Q(+/2). Posons B =
Z[¥/2]. Cette fois-ci Ak o1, V2, \3/52) = —27 -4, on ne peut donc pas utiliser la
proposition [I.2.6] pour conclure. En utilisant la proposition avec A = Zy),
B = Z[V/2)) et C = Ok on voit que Z[v/2]p) = Ok, si p est différent de
2 et 3. Dans I'exemple , on a déja montré que Z[\?’/ﬁ](g) est un anneau de
valuation discrete. Il est donc intégralement clos et, comme son corps de fractions
est K, contient la cloture algébrique O de Z dans K. Ainsi Z[e/ﬁ](g) = Ok,3)-
On montre de méme que Z[V/2](2) est un anneau de valuation discréte et donc que

Z[\?’/ﬁ](g) = OK’(Q). Ainsi Ok = Z[\?’/ﬁ]
Exercice 1.2.2. Déterminer I'anneau des entiers de Q(+/6).

Exercice 1.2.3. Montrer que 'anneau Z[v/10] n’est pas intégralement clos.

Soit K un corps de nombres et soit I un idéal non nul de Og. D’apres le lemme
il existe un élément non nul d € I NZ. En particulier I contient 1'idéal (d)
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qui est un Z-module libre de rang [K : Q]. On en conclut que I est un sous-Z-
module libre de rang [K : Q] dans Ok et que O/l est un anneau fini. On note
N(I) son cardinal que l'on appelle norme de l'idéal I.

L’ensemble 3 des morphismes de corps de K dans C est de cardinal [K : Q).
Un élément o € ¥ est dit réel si o(K) C R. La conjugaison complexe de C agit
sur I’ensemble Y par o — @ et ’ensemble des plongements réels est exactement
I’ensemble des points fixes de cette action. Si on note r; le nombre de plongements
réels de K, il existe donc un entier ry tel que [K : Q] = rq + 2r5.

Exercice 1.2.4. Soit K un corps de nombres. Montrer que si (o, ..., a,) est une
base du Z-module libre O, le discriminant Ak g(as, ..., ay) est indépendant du
choix de la base (aq, ..., a,).

On le note Ak le discriminant étudié dans I'exercice ci-dessus, on 'appelle
discriminant (absolu) du corps de nombres.

Nous admettons temporairement le résultat suivant, qui sera démontré plus
tard.

Théoreme 1.2.9. Soit K un corps de nombres de degré n. Le groupe des classes
Cl(Ok) de l'anneau O est fini. Plus précisément tout élément de Cl(Ok) contient
un idéal I de Ok tel que

N < iadd (5) 8

) nn

Corollaire 1.2.10. S7 K est un corps de nombres de degré n, on a
m\"2 n"
NN () iy
Al 4 n!

1.2.4 Exemples de décompositions dans un anneau de De-
dekind

Proposition 1.2.11. Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de frac-
tions. Soit L/ K une extension finie et soit B la cloture intégrale de A dans L. On
suppose qu’il existe x € B tel que B = Alz]. Soit P € K[X] le polynome minimal
de x sur K. On a P € A[X]. Soit p un idéal mazimal de A et soit P l’image

de P dans k(p)[X]. On note P = [[ P{" la factorisation de P comme produit de
i=1
polynomes irréductibles ou les P; sont distincts. Pour chaque 1 <1 < r, on choisit
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P, un relevé de P, dans A[X] et note q; l'idéal p;B + (Pi(x)) de B. Les idéaux
maximauz de B contenant pB sont exactement les q; et on a

pB = []af"
=1

Démonstration. Commencons par remarquer que les conjugués de x sur K sont
entiers sur A, de sorte que les coefficients de P sont des éléments de K entiers sur
A. Comme A est intégralement clos (1.1.9)), on a bien P € A[X]. On en déduit que
I'application Q(X) — @Q(x) induit un isomorphisme de A-algebres A[X]/(P) = B.

Ainsi les idéaux maximaux de B contenant pB sont en bijection avec les idéaux
maximaux de I'anneau

T

B/pB ~ k(p)[X]/(P) ~ ]| k(p)[X]/(F)
i=1
eux-méme en bijection avec les idéaux maximaux de 'anneau k(p)[X| contenant
(P). Comme k(p)[X] est principal, ces derniers sont les idéaux principaux (F;). On
en déduit que les idéaux maximaux de B divisant p sont les q;, = pB + (P;(z)).

Supposons p # 0. Comme B est un anneau de Dedekind, on peut décomposer

T
pB en produit d’'idéaux maximaux pB = H q;* pour des entiers a; > 1. On déduit
i=1

du lemme un isomorphisme de A-algebres
11 E)X1/(F) ~ B/pB ~ ][ B/q;".
i=1 i=1

Soit 1 < i < r. En localisant cet isomorphisme en gq;, on obtient k(p)[X]/(P") ~
B/q;j" et donc e; = a;. On remarque immédiatement que ’énoncé reste vrai si
=0. ]

Exemple 1.2.12. Soit K = Q. On a alors O = Z[*Y5] ~ Z[X]/(X? — X —1).
Dans F;[X], ona X? — X —1 = (X — 4)(X + 3) et donc (11) = q1q; dans Ok

avec 1 = (11, 5% 4 3) et gy = (11, 157 —4).

Exemple 1.2.13. Soit K = Q(+/17). On déduit du théoréeme que tout élé-
ment de C1(Ok) contient un idéal de norme inférieure a %\/1_7 < 3. Si [ est un idéal
tel que N(I) = 1, alors I = Ok est principal. Si N(I) = 2, alors [ divise l'idéal (2).
Comme O ~ Z[X]/(X? — X —4), on a O /(2) =~ Fy[X]/(X(X — 1)) et donc
(2) = (2, 4T) (2, =547, Comme 2 = YT =34V (2, 13T = (34T et
(2, =5%) = (2541

,ona

. En particulier tous les idéaux de norme 2 sont principaux.
Ainsi Cl(Ok) = 1 et Panneau Z[”#m] est principal.
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1.2.5 Décomposition des idéaux dans une extension finie

Dans cette partie, on fixe A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions.
Soit L /K une extension finie et B la cloture intégrale de A dans L. D’apres le
théoreme I’anneau B est un anneau de Dedekind. On suppose de plus que
B est un A-module de type fini.

Soit p un idéal premier non nul de A. L’idéal pB est un idéal non nul de B et
peut donc étre décomposé de fagon unique comme produit d’idéaux maximaux de
B :

pB = H qeare.
q

Remarquons qu'un idéal maximal q de B intervient dans cette décomposition si
et seulement si pB C ¢, c’est-a-dire si et seulement si p C q. Dans ce cas on dit
que l'idéal q est un diviseur de p ou encore que q est au-dessus de p. On note
cette relation q | p. L'entier ey, est appelé indice de ramification de q dans L/K.
Comme B est un A-module de type fini, U'extension k(q)/k(p) est finie. Son degré
est noté fy/, est appelé degré résiduel. Si eq), = 1 et k(q)/k(p) est une extension
séparable, on dit que 'extension L/K est non ramifiée en q. Dans le cas contraire,
elle est dite ramifiée.

Proposition 1.2.14. Si p est un idéal premier non nul de A, le nombre d’idéaux
mazximal de B divisant pB est fini et on a [’égalité

[L:K]= Z|fq/peq/p-
alp

Démonstration. Soient gy, ..., q, les idéaux maximaux de B divisant p. Comme les
idéaux q; sont distincts, on déduit du lemme un isomorphisme de A-algebres

B/pB =[] B/a;"".

Si I est un idéal non nul de B et q un idéal maximal de B, il n’existe aucun idéal
contenu strictement entre I et Iq de sorte que I/Iq est un k(q)-espace vectoriel
de dimension 1 et donc un A/p-espace vectoriel de dimension f;/,. En considérant
la suite décroissante d’idéaux de B :

B2wi2¢i2 24" 2" 2 2q,"" - q.""" =pB,

=

et en utilisant le lemme [1.1.15] on voit que B/Bp est une extension successive de
eq;/p A/p-espaces vectoriels de dimension fg,/, pour 1 <4 < r. Ceci implique que

dim s/, (B/By) = Z €qi/pSai/p-
i=1
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Pour conclure, il reste a vérifier que B/Bp est un k(p) = A/p-espace vectoriel de
dimension [L : K|. Comme A, est un anneau principal, le A;-module B, >~ B®4 A,
est libre de type fini. De plus L ~ B®4 K ~ B, ®4, K de sorte que le rang de B,
comme Ap,-module est égal a [L : K]. Enfin, on a

By/pBy = B@a (Ap/pAy) = B@a (Afp) = B/pB,

ce qui montre que dimy) (B/pB) = [L : K]. O

1.2.6 Extensions galoisiennes

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions et L une extension
galoisienne de K. Soit B la cloture intégrale de A dans L. C’est un A-module de
type fini d’apres le théoréme [.2.4] Comme les conjugués d’un élément entier sur
A sont entiers sur A, l'action du groupe de Galois Gal(L/K) sur L préserve le
sous-anneau B. De plus, si q est un idéal maximal de B et si 0 € Gal(L/K), on a

ocqnA)=qnA=oc(q)NA

de sorte que o(q) est un idéal maximal divisant p := q N A. Ainsi, pour tout idéal
maximal ideal p de A, 'action du groupe Gal(L/K) préserve ’ensemble fini des
idéaux maximaux de B divisant p.

Proposition 1.2.15. Si p est un idéal mazimal de A, laction de Gal(L/K) sur
l’ensemble des diviseurs de p est transitive.

Démonstration. Soit q un idéal maximal de B au-dessus de p. Supposons par
I'absurde qu'il existe un idéal maximal q" différent de tous les o(q) pour o €

Gal(L/K). D’apres le lemme [A.4.2 on a

B=q+ ][] ol

o€Gal(L/K)

de sorte que l'on peut écrire 1 = =+ y avec x € ¢’ et y € o(q) pour tout o €
Gal(L/K). On a donc x € ¢’ \ o(q) pour tout o. Soit z := Ny /x(x) = [I, o(x).
Comme x € B,onaz€eqNA=pet commep=qnA,

z=]]o(z) €q.

Ainsi il existe 0 € Gal(L/K) tel que o(z) € q et donc z € o *(q). C'est une
contradiction. O
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Corollaire 1.2.16. Soit p un idéal premier non nul de A et Bp = [, q°/» la
décomposition de By en produit d’idéaur mazimauz. Les entiers eq, et fq/, ne
dépendent pas du choiz de q | p mais uniquement de p. On les note e, et f,. On a
donc

[L: K] =epfogp

ot g, désigne le nombre d’idéaux mazimauz de B divisant p.

Soit p un idéal maximal de A et q un idéal maximal de B divisant p. Le groupe
de décomposition de q est le stabilisateur D, de q dans Gal(L/K). Un élément
o € Gal(L/K) induit un iomorphisme de corps & : B/q = B/o(q). Si o € D,
alors @ est un automorphisme de k(q) qui fixe les éléments de k(p).

Théoréme 1.2.17. On suppose de plus que k(q)/k(p) est une extension séparable.
Alors c’est une extension galoisienne et l'application o — & induit un morphisme
surjectif de groupes de Dy sur Gal(k(q)/k(p)).

Démonstration. Démontrons dans un premier temps que U'extension k(q)/k(p) est
galoisienne. Comme elle est déja supposée séparable, il suffit de prouver qu’elle
est normale. Soit = € k(q). Il suffit de prouver que = est racine d’un polynoéme
de k(p)[X] scindé dans k(q)[X]. Soit T € B un élément relevant x et posons
P(X) = loeca(/x)(X — o(z)). Alors P € A[X] et, puisque P est scindé dans
B, la réduction mod p de P est scindée dans B/q = k(q) et annule z, ce que 'on
recherchait. Notons au passage que cela prouve que tout conjugué de z sur k(p)
est la réduction mod q d’un conjugué de x sur K.

Démontrons a présent que le morphisme de groupes Dy — Gal(k(q)/k(p)) est
surjectif. Soit x € k(q) un élément primitif de k(p) (qui existe puisque l'extension
est séparable). Soit 7 € Gal(k(q)/k(p)). L’automorphisme 7 est alors compléete-
ment déterminé par sa valeur sur x. Soit Z un relevé de z a B. Le lemme
montre que B = q + [[(q)240(q) et donc que 'on peut écrire ¥ = x; + 5 avec
r1 € q et Ty € [[y(q2q0(q). Ainsi 5 est un relevé de x tel que de plus x5 € o(q)
pour o(q) # q. Comme remarqué ci-dessus, il existe o € Gal(L/K) tel que o(z2)
reléve 7(x) modulo q de sorte que o(z3) € g, c’est-a-dire x5 ¢ o~ '(g). On a donc
o~ 1(q) = q, c’est-a-dire o € D, O

Le noyau /; du morphisme de groupes Dy — Auty,)(k(q)) est appelé le sous-
groupe d’inertie en . Supposons ¢ (et donc p) non nul. Comme D, est le stabili-
sateur de q et que l'orbite de q sous Gal(L/K) est de cardinal gy, le cardinal du
groupe Dy vaut e, f,. Si U'extension k(q)/k(p) est séparable, le cardinal du groupe
Gal(k(q)/k(p)) est égal a [k(q) : k(p)] = f, de sorte que le cardinal du sous-groupe
d’inertie I est e,.
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1.2.7 Différente et discriminant

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de fractions. On fixe L
une extension finie séparable de K et on note B la cloture intégrale de A dans L.
D’apres le théoreme [1.2.4] B est un A-module de type fini.

Rappelons que la proposition implique que la forme K-bilinéaire by x est
non dégénérée. Si M est un sous-A-module de L, on a défini M* = {x € L |
Trr k(xM) C A}. Au cours de la démonstration du théoréme , on a prouvé
que B* est un sous-B-module de L contenant B et qui est de type fini comme A-
module. Il s’agit donc d’un idéal fractionnaire non nul de B dont 'inverse est appelé
différente de B sur A et noté Dp/y. Comme B C DE}A, onaDpgy C B! = B de
sorte que Dp/4 est un idéal non nul de B. De fagon équivalente Dp,4 est Iidéal
annulateur du B-module B*/B.

Rappelons que l'on a défini les groupes des idéaux fractionnaires I1(B) et I(A)
des anneaux de Dedekind B et A (voir section [1.1.2)). On définit un morphisme de
groupes Nk : I1(B) — I(A) appelé norme en posant, pour tout idéal maximal g
de B, Np/k(q) == p/s ot p := qN A. Ce morphisme est bien défini car I(B) est un
groupe abélien libre de base formée par les idéaux maximaux de B.

Remarque 1.2.18. Si A = Z et K = Q, alors pour tout idéal non nul I de B,
I'anneau quotient B/I est fini et Nk o(I) = (N(I)) = ZN(I) ou N(I) = |B/I]|.

Proposition 1.2.19. Si [ = (b) est un idéal fractionnaire principal de B, alors
Npk(I) = (Nr/k (b)) est lidéal fractionnaire principal de A engendré par N, k(D).

Démonstration. 11 suffit de vérifier le résultat apres localisation en idéal premier
non nul de A. On peut donc supposer que I'anneau A est principal. On se ra-
mene également facilement au cas ou b € B est non nul. Soit (b) = [[;_, q; la
décomposition de (b) en produit d’idéaux maximaux de B. Tout idéal non nul
I de B est un réseau de A de rang n et de plus, pour q idéal maximal de B,
ona [[:Iq = [B:q] (voir la section pour la notion de réseau). Posant

p =qNA, comme B/q est un A/p-espace vectoriel de dimension f;/,, on en déduit
que [B: q] = (7fu») = Np/k(q). On déduit de la proposition que

A+ )] = TT Nojac(a) = Nojc((5)).

=1

Par ailleurs, le théoreme des diviseurs élémentaires montre que [A : (b)] est I'idéal
de A engendré par le déterminant de I'application A-linéaire m;, : B — B. On en
déduit que [A : (b)] = (N (b)), ce qui acheve la preuve. O
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On définit I'idéal discriminant Apa de B sur A en posant Ap/a = Np/k(Dp/a).
Il s’agit d’un idéal non nul de A.

Lemme 1.2.20. Soit S une partie multiplicative de A. Alors DgjaBs = Dpg/ag €t
Ap/aAs = Apgag- En particulier si p est un idéal premier de A, on a Dg/aB, =
DBb/Ap et AB/AAP = ABP/AP’

Démonstration. 11 suffit de prouver la premiere égalité. En effet la seconde provient
de la premiere et de I'égalité Ny x(/)s = Np/k(Ig) pour tout idéal I de B. Pour
prouver la premiere égalité, il suffit de vérifier que (Bg)* = (B*)g, ce qui suit du
caractere K-linéaire de Try k. O

Proposition 1.2.21. L’idéal Apa de A est lidéal engendré par les éléments
AL/K(Q) ot a varie parmi les K-bases de L dont les éléments sont contenus dans

B.

Démonstration. Soit I I'idéal de A engendré par les éléments A(q)) ou « est une
K-base de L contenue dans B. Pour démontrer que Ag/x = I, il suffit (lemme
de démontrer que Apg/a, = I, pour tout idéal premier non nul p de A.
Comme A, est principal, I'idéal I, est principal. On en déduit que I, = (A(a)) ou
a est une K-base de L formée d’éléments de B,. Comme Ap/a, = Ap, /4, (lemme
, il suffit de démontrer le résultat lorsque ’anneau A est principal, et méme
un anneau de valuation discrete.

Supposons donc que A est un anneau de valuation discrete d’idéal maximal
p = (m). Alors le A-module B est libre de type fini et il existe une K-base de L
qui est également une A-base of B. La formule de changement de base pour les
discriminants montre que [ est I'idéal principal engendré par A(a) pour tout
A-base a de B. On a de plus une inclusion de A-modules libres de méme rang

B C B* de sorte qu’il existe une A-basis (aq,...,q,) de B* et des éléments non
nuls dy | dy | --- | d, de A tels que (dyeq,...,d,e,) est une A-base de B. Soit
maintenant (aj,...,a;) la base duale de (a,...,ay,) pour la forme by k. Clest
une A-base de B. Soit P la matrice de passage de la base (diaq,...,d,a,) a la

base (af,...,ak). On a alors P € GL,(A) et

Alad, ..., ay) = det(br/x (o], F))i<ijen = det(P) det(br k(o7 , dja;))i<ij<n
= det(P) H Q; det(bL/K(oz;k, a/j))léi,jgn = det(P) H Qj.
j=1 Jj=1
On en déduit que I = ([]; a;). De plus I'égalité B = B*Dp/4 et le lemme [1.1.15
montrent que B*/B possede une filtration de Jordan-Holder par des sous-B-
modules dont les sous-quotients successifs sont isomorphes aux B/q; ou Dg /A =
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g1 - qr (les g; ne sont pas nécessairement distincts ici). Comme q;NA = (), les di-
viseurs élémentaires du A-module B/q; sont les 7, ..., 7 (comptés fg, /() fois). Cela

prouve que le produit des diviseurs élémentaires du A-module B*/B est i o/
qui est un générateur de 'idéal Ny /x(Dp/a). Cela implique finalement que

d
AB/AI<HCLJ')II. D
j=1

Théoreme 1.2.22. Soit q un idéal premier non nul de B. Alors q est ramifié dans
L/K si et seulement si q est un diviseur de Dpya.

Démonstration. Posons p := qN A. Le B-module B*/B est de type fini et a pour
annulateur I'idéal Dp/4. Ainsi un idéal maximal q vérifie D4 C q si et seulement
si (B*/B)q # 0. Comme (B*/B), est un Bg-module de type fini, le lemme
implique que Dp/4 C q si et seulement si (B*/B)q ®p, Bq/pBy # 0 autrement dit
((B*/B) ®p B/p)q # 0. Par exactitude a droite du foncteur ® 5 B/p et exactitude
du foncteur de localisation, on en déduit que Dg/4 C q si et seulement si I'inclusion
de B dans B* induit un morphisme de By-module (B/pB), — (B*/pB*), de co-
noyau non nul. Notons f le morphisme de B* dans Homy (B, A) définit par f(z) =
Trr k(xz—). Comme la forme by /x est non dégnérée (proposition , le mor-
phisme f est un isomorphisme de B-module par définition de B*. De plus, on déduit
de la remarque[I.2.5]que B est un A-module projectif de type fini, on a donc un iso-
morphisme naturel de B-modules Homy (B, A) ® 4 k(p) ~ Homy4 (B, k(p)), et donc
un isomorphisme de B/p-modules f : B*®4 k(p) =~ Homy,)(B/p, k(p)). On vérifie
que le morphisme B/p — Homy,y(B/p, k(p)) déduit de la composition de B/p —
B*/p et de f est donné explicitement par z — Tr(p ) /) (z—) (voir la section
pour la définition de Tr dans ce contexte). Comme B/p est une k(p)-algebre
de dimension finie, la k(p)-algebre (B/p), (localisé en q) est un facteur direct de
B/p (voir proposition et le morphisme naturel B*/—(B*/p), correspond a
la projection sur le facteur direct Homy,) ((B/p)q, k(p)) de Homyq)((B/p), k(p))
et le diagramme suivant est commutatif

(B/p)g ————— (B"/p)q

7
=Tr(g /p)q /k(p) (T—) J !

Homy ) ((B/p)q, k(p))-

On en déduit que Dp/4 C q si et seulement si le morphisme x Tr(B/p)q/k(p)(x—)
n’est pas surjectif, ou de fagon équivalente n’est pas bijectif. L’idéal pB se décom-

pose en produit d’idéaux maximaux pB = Hq”q(pB). On déduit alors du lemme
q
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[A.4.4]1a décomposition
B/pB ~ HB/qu(PB)
q

et donc l'isomorphisme (B/p), =~ B/q"®5). Au final on déduit de la proposition
que Dp/a C q si et seulement si vq(pB) = 1 et k(q) = B/q est une extension
séparable de k(p), c’est-a-dire q non ramifié dans L/K. O

Corollaire 1.2.23. 1) Si q est un idéal premier non nul de B, alors L/ K est
ramifiée en q si et seulement si q | Dpga.

2) Sip est un idéal premier non nul de A, alors L/K est ramifiée en p si et
seulement si p | Ap/a.

3) Le nombre d’idéaux premiers non nuls de A qui sont ramifiés dans L est
fini.
Remarque 1.2.24. On peut montrer que Dp,4 est 'annulateur du B-module
QL.

/A

Supposons que M/ L est une extension finie séparable et soit C' la cléture inté-
grale de B dans M, il s’agit également de la cléture intégrale de A dans M.

Proposition 1.2.25. 1) Si I est un idéal non nul de C, on a Noja(l) =
Np/a(Neys(1)).
2) On a DC/A = DC’/BDB/A-

3) On a Acja = NB/A(AC/B)A%AL]-

Démonstration. Le point est immédiat a partir de la définition de la norme.
Démontrons le point . Le point s’en déduit immeédiatement. Posons C* =
{r € M| Tryyyp(2C) € A}, C" = {x € M | Tryyp(2C) € B} et B* = {z € L |
Tr k(xB) € A}. Soit x € M. On a Try/x(x) € A si et seulement si Tryyp(z) €
B* = Dfa}A- Ainsi Tryy/p(x) € A si et seulement si Tryy/(xDpja) C B, c’est-a-dire
si et seulement si #Dg/q C C'. D'ou C" = C*Dp/y4, c’est-a-dire Da}B = DE}ADB/A-
On en déduit le résultat. n

Exemple 1.2.26. Soit n > 1 un entier et posons ( = e (tout ce qui suit resterait
valable avec une autre racine primitive n-ieme de 1'unité). Posons K = Q((,). Soit
p un nombre premier ne divisant pas n. Comme (, est annulé par X™ — 1, on a
Gn € Ok et, si @, désigne le polynéme minimal de ¢, sur /Q, on a Z[(,| C Ok et
Z[C,) ~ Z]X]/(®,,) (en fait on a Z[(,| = Ok et deg(®,,) = ¢(n), voir TD). Posons
d, = deg(®,,). Alors la famille (4, (,, ..., (%) est une Z-base de ¢[(,] et

Aoz | Dro(l, G, - ,¢% 1) = Disc(®,,).
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Notons ®,, la réduction de ®,, modulo p. Comme ®,, | X™ — 1 et que le polyndéme
X™ — 1 est séparable dans F,[X] (car (X™ — 1,nX""!) = 1 dans F,[X]), on a

Disc(®,,) € F. En particulier, p f Ao, /z. Ceci implique que p est non ramifié dans
K/Q. En utilisant la proposition [1.2.6, on montre au passage que Z[(,|p) = Ok p
si p{n. On peut montrer que si p | n, alors p est effectivement ramifié dans K/Q

(voir TD).

1.3 Anneaux de Dedekind résiduellement finis

1.3.1 Eléments de Frobenius

Soit A un anneau de Dedekind ring de corps de fractions K. Soit L une exten-
sion galoisienne finie de K et soit B la cloture intégrale de A dans L. Soit q un idéal
maximal B et posons p := qN A, un idéal maximal de A. Supposons que le corps
résiduel k(p) est un corps fini de cardinal g. Le corps résiduel k(q) est alors finie
et, puisque k(p) est en particulier un corps parfait, extension k(q)/k(p) est alors
séparable. Si 'on suppose de plus que l'idéal q est non ramifié dans L/K, alors le
morphisme o +— & de D, vers Gal(k(q)/k(p)) est un isomorphisme de groupes.

Le groupe de Galois Gal(k(q)/k(p)) est cyclique de cardinal f;/, et engendré
par 'endomorphisme de Frobenius endomorphism = +— 2. On note (q,L/K) €
D, C Gal(L/K) l'image inverse de 'endomorphisme de Frobenius dans D,. Cet
élément est appelé élément de Frobenius en q. Il peut étre caractérisé comme
I'unique élément o de Gal(L/K) tel que

— o(a) =a;

— Vbe B, o(b) =bmodq.
De plus I'élément (q, L/K') € Gal(L/K) est d’ordre exactement f/,. En particulier,
fap = 1 et si et seulement si (q, L/K) = 1.

Remarque 1.3.1. La construction de ’élément (q, L/K) est compatible a la loca-
lisation : si.S est une partie multiplicative disjointe de p, ona (qs, L/K) = (q, L/ K)
in Gal(L/K).

Remarque 1.3.2. Si ¢ € Gal(L/K), alors (0(q),L/K) = o(q,L/K)oc™!. En
particulier, si 'extension L/K est abélienne, c’est-a-dire Gal(L/K) est abélien,
alors (q, L/K) depend uniquement de p. On peut donc le noter (p, L/K).

Proposition 1.3.3. Soit M C L une sous-extension de L/K (c’est-a-dire K C
M). Soit C'= BN M la cléture intégrale de A dans M et soit v:= qN C. Soit D;
le groupe de décomposition de q dans L/M.
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1) L’idéal mazimal q est non ramifié dans L/M. De plus Dy = DN Gal(L/M)
et (9, L/M) = (q, L/ K)o,

2) Si de plus MK est galoisienne, alors l’image de (q, L/K) dans Gal(M/K)
est (v, M/K).

Démonstration. On a 1 = eq/, = €q/c€y/p de sorte que eq/ = 1 et q est non ramifié
dans L/M. 1l est clair que Dy = Dy N Gal(L/M). Comme k(p) est un corps fini,
les extensions k(q)/k(p) et k(t)/k(p) sont galoisiennes. Soit H C D, le noyau de
I'application de restriction Dy ~ Gal(k(q)/k(p)) = Gal(k(r)/k(p)). Autrement dit
on a

H={oceDy|o(x+q)=x+qVzrelC}

On a clairement Dy C H. Par ailleurs le cardinal de Dy est égal a fy/. et le
cardinal de H est égal au cardinal de Gal(k(q)/k(r)), c’est-a-dire f;/.. On en dé-
duit que H = Dj. Ainsi Uélément (q,L/K )/t est dans D) et il coincide avec

I’endomorphisme = 27" modulo q. Comme ¢/» = Card(k(t)), on a bien
(q,L/M) = (q, L/M)%/». Ceci prouve le point
Le point [2) est laissé en exercice. O]

Exemple 1.3.4. Soit n > 1 un entier et soit K = Q((,). L'extension K/Q est
galoisienne car les conjugués de ¢, sur QQ sont des racines de X" —1 et appartiennent
donc a K. Soit 0 € Gal(K/Q). Alors il existe un élément (o) € (Z/nZ)* tel que
0(¢,) = ¢9). De plus, I'application ¢ — c(o) est un morphismes de groupes
de Gal(K/Q) vers (Z/nZ)*. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Alors,
comme vu dans 'exemple , le nombre premier p est non ramifié dans K/Q.
Soit p un idéal maximal de O divisant p et soit ¢, 'image de ¢, dans k(p). Posons
¢ = ¢((p, K/Q)). Par définition de I’élément de Frobenius (p, K/Q),ona (," = ¢, .
En réduisant la décomposition X™ — 1 = [[*-4 (X — ¢*) dans k(p), on voit que les
éléments (", pour 0 < i < n—1 sont les racines de X™ — 1 dans k(p). Comme k(p)
est de caractéristique p et que X™ — 1 est séparable dans F,[X], on en conclut que

ces éléments sont distincts. Ainsi i = pmod n et on en déduit que ¢((q, K/Q)) = p
dans (Z/nZ)*.

Cet exemple est en fait fondamental et le résultat mérite d’étre énoncé sous
forme de théoreme.

Théoréme 1.3.5. Soit n > 1 un entier et soit K = Q((,). L’extension K/Q
est galoisienne, abélienne de degré p(n). De plus le morphisme de groupes c :
Gal(K/Q) — (Z/nZ)* défini dans l'exemple est un isomorphisme. Si p est
un nombre premier ne divisant pas n, p est non ramifié dans K/Q et, pour tout
idéal mazimal de Ok au-dessus de p, on a c((p, K/Q)) = p.
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Démonstration. On a déja vu au cours de 'exemple m que si p t n, alors p
est non ramifié dans K/Q et que ¢((p, K/Q)) = p pour tout idéal maximal p au-
dessus de p. Ainsi I'image de ¢ contient es classes de tous les nombres premiers ne
divisant pas n. Comme tout élément de (Z/nZ)* est un produit de telles classes,
on en déduit que ¢ est un morphisme surjectif. Comme par ailleurs, tout conjugué
de (,, est une racine primitive n-ieme de I'unité et que ces racines sont au nombre
de p(n). On a [K : Q] = Card(Gal(/Q)) < ¢(n) = Card((Z/nZ)*). On en conclut
que c est bijective, que [K : Q] = ¢(n) et que K/Q est une extension abélienne. [

Exemple 1.3.6. Soit K = Q((,) avec n > 1. Soit p un nombre premier ne
divisant pas n. Alors f, est I'ordre de (p, K/Q) dans Gal(/K/Q). On en conclut
que f, est l'ordre de p dans (Z/nZ)*. Ainsi p est completement décomposé dans
Ok, cest-a-dire que pOg se décompose en un produit de ¢(n) idéaux maximaux
si et seulement si p = 1 modn.

1.3.2 La loi de réciprocité quadratique

Soit p un nombre premier impair. D’apres 'exemple , I'extension Q((,)/Q
est non ramifiée hors de p. De plus, d’apres le théoréme [1.3.5], cette extension est
cyclique de degré p — 1. On en conclut qu’il existe une unique sous-extension
K, C Q(¢,) de degré 2 sur Q. Ainsi K, = Q(v/d) pour un entier d € Z ~ {0,1}

sans diviseur carré et

A B d sid=1mod4
Kp/@ = 4d sinon.

On déduit du corollaire [1.2.23| que d = +p et d = 1mod4, c’est-a-dire d =
(—1)1%1 p. Notons p* cet entier. Soit ¢ un nombre premier différent de p. D’apres
la proposition [1.3.3] I'élément de Frobenius (¢, K,,/Q) est I'image de (¢,Q(¢,)/Q)
dans Gal(K,/Q). Ainsi (¢, K,/Q) = 1 si et seulement si (¢,Q((,)/Q) est dans
le noyau de Gal(Q(¢,)/Q) — Gal(K,/Q). Le théoreme montre que ceci
est encoyre équivalent a ce que ¢ appartienne a l'unique sous-groupe d’indice
2 de (Z/pZ)*, c’est-a-dire g est un résidu quadratique modulo p. Par ailleurs
(¢, K,/Q) = 1 si et seulement si ¢ est décomposé dans K,/Q. On a donc prouvé
que q est un résidu quadratique modulo p si et seulement si g est décomposé dans

K,/Q.

Par ailleurs Ok, = Z[%] ~ Z[X]/(X?* — X + ). On déduit donc de la
proposition 11.2.11 que ¢ est décomposé dans K,/Q si et seulement si le polynéme
X2 - X+ —F~ a une racine dans [F,. Si ¢ # 2, ce polyndme a une racine si et
seulement si son discriminant est un carré, c’est-a-dire si et seulement si p* est
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un carré dans IF,. On a donc prouvé que (%) = (%). Il découle des propriétés du
symbole de Legendre que (%*) = (—1)%% (%). Si g = 2, le polynome X2 — X +

—_ * 7’ V4 V4 . . . .
ITI’ est séparable et est décomposé dans Fy si et seulement si il a pour racines

0 et 1, c’est-a-dire si et seulement si p* = 1mod 8, c’est-a-dire si et seulement si
p = £1mod8. On a donc prouvé la loi de réciprocité quadratique.

Théoréme 1.3.7 (Loi de réciprocité quadratique). Soient p et q deux nombre
. . . p—1lg—1 . . . .
premiers impairs. Alors (%) (%) = (=1)"z "= . Sip est un nombre premier impair,

on a (%) = (—1)p2§1.




Chapitre 2

Corps globaux et corps locaux

Un corps global est un corps qui est une extension finie de QQ ou une extension
finie du corps des fractions rationnelles F,(t) a coefficients dans le corps fini F,.

Lors que K est une extension finie de QQ, on dit que K est un corps de nombres.
L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Z forme alors un sous-anneau
Ok appelé anneau d’entiers de K. Il s’agit d'un anneau de Dedekind c’est-a-dire
qu’il est noethérien, intégralement clos et de dimension 1 (ou de fagon équivalente,
tous ses idéaux premiers non nuls sont maximaux). Le corps K est alors le corps
des fractions de Ok.

Lorsque K est une extension finie de [ (¢), on dit que K est un corps de
fonctions. L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur F,[t| est également
un anneau de Dedekind dont K est le corps des fractions. Cependant, il faut noter
une différence avec le cas des corps de nombres : cet anneau dépend du choix de
I'extension K/F,(t). En effet, K peut étre extension finie de F,(¢) de plusieurs
facons différentes, il suffit de choisir un élément transcendant (sur F,) de K. Cet
anneau d’entiers dépend alors du choix de l'extension K/F,(t). La théorie des
places va nous permettre de nous affranchir de ce choix dans 1’étude des propriétés
arithmétiques de K.

Dans tous les cas, les corps globaux ont la propriété commune d’étre des corps
de fractions d’anneaux de Dedekind dont les corps résiduels des idéaux maximaux
sont finis.

33
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2.1 Valeurs absolues

2.1.1 Places d’un corps

Définition 2.1.1. Une valeur absolue d’un corps K est une application |-| : K —
Ry telle que

—VeeK, |z|=0<2=0;
— VY(z,y) € K*, |xy| = |z||y| ;
— V(z,y) € K*, |z +y| < |z|+ [yl
Une valeur absolue |-| est dite ultramétrique (ou encore non archimédienne) si elle

vérifie la propriété plus forte

V(z,y) € K*, |z +y| < max(|z|, |y]).

Un corps valué (K, |-|) est la donnée d’un corps K et d’une valeur absolue ||
sur K.

Exemple 2.1.2. a) La valeur absolue triviale est la valeur absolue définie par
lz] =1z #0.
b) Si K = Q, la valeur absolue usuelle est une valeur absolue :
|z| = max{z, —x}.
Cette valeur absolue n’est pas ultramétrique, on l'appelle aussi valeur absolue

archimédienne ou encore réelle.

¢) Si p est un nombre premier et x € @, on pose
||, = pivp(x)

ol v,(z) est la valaution p-adique de z, avec la convention |0, = 0. Il s’agit d'une
valeur absolue ultramétrique appelée valeur absolue p-adique.

d) Plus généralement soit A un anneau de Dedekind, p un idéal premier non
nul de A et K le corps des fractions de A. L’application z — e~"(*) est une valeur
absolue sur K (voir exercice |1.1.2]).

Si K est un corps et |-| une valeur absolue sur K, la fonction (z,y) — |z — y|
définit une distance sur K.

Lemme 2.1.3. Muni de la topologie définie par une valeur absolue, un corps K
est un corps topologique (voir section . De plus la topologie est discrete si et
seulement si la norme est triviale.
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Démonstration. Pour prouver que K est un corps topologique, il suffit de prouver
que les applications de K x K dans K définies par (z,y) — z—y et (x,y) — xy sont
continues ainsi que I'application de K* dans K* définie par x — x~!. Vérifions-le
pour la derniére application. Soit g € K* et ¢ > 0. On a

2t — gt <

|z — xo].
|| o]

Sijr — x| < min(@, E|$20|2

), ona |z tryt| < e.

Si la valeur absolue est triviale, la topologie est discrete car tous les singletons
de K sont des ouverts. Si la valeur absolue n’est pas triviale, il existe x € K* tel
que |z| # 1. Quitte a remplacer z par son inverse, on peut supposer |z| < 1 et la
suite (2"),>0 tend vers 0 alors que 2" # 0 pour tout n > 0. Le singleton |0] n’est
donc pas ouvert et la topologie n’est pas discréete. O

Définition 2.1.4. On dit que deuz valeurs absolues sur K sont équivalentes si
elles définissent la méme topologie sur K. On appelle place de K une classe d’équi-
valence de valeurs absolues non triviales sur K.

Lemme 2.1.5. Soient |-|; et |-|o deuz valeurs absolues sur K. Elles sont équiva-
lentes si et seulement si il existe un nombre réel a > 0 tel que || = ||§.

Démonstration. Commengons par remarquer que si |-| est une norme de K, les
ensembles {r € K | |z|] > 1} et {x € K | |z| < 1} ne dépendent que de la
topologie définie par |-|. En effet |x| < 1 si et seulement si la suite (z"),>o tend
vers 0.

Supposons alors que les normes |-|; et |-|o définissent la méme topologie sur K.
La remarque ci-dessus implique que, pour z,y € K, on a |z|; < |y|; si et seulement
si |z]y < |ylo. Il est clair que |-|; est triviale si et seulement si |-|o est triviale. On
peut donc supposer |-|; et |-|o non triviales et choisir g € K tel que |zg|; > 1.
Ainsi |zgla > 1. 1l existe donc o > 0 tel que |zgla = |zo|{. Soit x € K tel que
|z|; > 1. On peut alors écrire |z|; = |z0|¢ et |z|s = |20|5 pour a,b > 0. Soit LeQ
tel que % < a. On a alors

P
2ol < |2ol] = |21

p
de sorte que |z5|; < |29|; et donc |zh]y < |29)5. On en déduit ||y < |z|y = |zol5
Ceci étant vrai pour tout s < a, on en déduit que a < b. En inversant les roles de
|-|1 et |-|2, on montre de méme que b < a et donc que a = b. Ainsi |z|y = |z|{ pour
tout x tel que |z|; > 1. Les propriétés des valeurs absolues impliquent facilement
que cette égalité est vérifiée pour tout x € K. O
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2.1.2 Valeurs absolues ultramétriques

Proposition 2.1.6. Une valeur absolue non triviale |-| est ultramétrique si et
seulement si |n| < 1 pour tout n € Z. En particulier, si K est de caractéristique
non nulle, toute valeur absolue de K est ultramétrique.

Démonstration. Supposons |-| ultramétrique. Alors |n| =[1+---+ 1| < [1| = 1.
—_————

n

Réciproquement supposons que |n| < 1 pour tout n € Z. Soient x,y € K tels
que |z|, |y| < 1. La formule du binéme implique que, pour n > 0

x—l—y Z

=0

|z|* |y|" < n+1.

Ainsi |z+y| < (n+1)=. En faisant tendre n vers 400, on en déduit que [z+y| < 1
Supposons a présent que x et y sont deux éléments quelconques de K. On va
vérifier que |z + y| < max{|z|,|y|}. Si z = y = 0 c’est évident. Supposons donc
|z] < |y| # 0. Alors

1
|

lz+yl=[yll1+2y | <yl

Si la caractéristique de K est un nombre premier p, alors Zlx =F, C K. On
en déduit que si x € Z1x est non nul, alors zP~! = 1 et donc |z| = 1. Ainsi |-| est
ultramétrique. O

Définition 2.1.7. On dit qu’une valeur absolue ultramétrique de K est discrete
st ltmage de K* est un sous-groupe discret de R<y.

Comme les sous-groupes discrets de R sont de la forme a” pour un certain
a € R tel que 0 < a < 1, on en déduit que si |-| est discréte et non triviale, alors
| K| est un groupe isomorphe a Z.

Voici quelques propriétés des valeurs absolues ultramétriques.

Proposition 2.1.8. 1) Pour xz,y € K, tels que |x| > |y|, on a |z +y| = |z|.

2) Une boule ouverte B(x,r) = {y € K | |y — x| < r} est a la fois ouverte et
fermée dans K.

3) Une boule fermée B(z,r) ={y € K | [y — x| < r} de rayon non nul est d la
fois ouverte et fermée dans K.

4) Les sphéres de K de rayon non nul sont d la fois ouvertes et fermées dans
K.

5) Deux boules fermées (resp. ouvertes) de K sont disjointes ou incluses l'une
dans ’autre.
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Démonstration. Démontrons la propriété . Il est clair qu’une boule ouverte est
ouverte, montrons qu’elle est fermée. Il suffit de prouver que son complémentaire
est ouvert. Si |y — x| > r, alors si |z| <r,ona |y+z—z| = |y — x| > r, de sorte
que B(y,r) C K~ B(z,r).

Démontrons la propriété . Soient B(z,r) et B(x',7") deux boules fermées

et supposons 7 < 7/, Supposons de plus que B(z,r) N B(z',r') # 0 et soit y €
B(z,r)N B(z',7"). Si z € B(x,r), on a

|z — 2’| <max{|z —yl, |y — |} <7’

de sorte que z € B(a2/,7") et B(x,r) C B(2',1").

Les autres points sont laissés en exercice. O

Si |-| est une valeur absolue ultramétrique sur K, on note
O={zeK||lz|<1} e p={reK]||z|] <1}

Les propriétés d'une valeur absolue ultramétrique montrent que O est un sous-
anneau de K appelé anneau de valuation associé a |-| et que p est un idéal de

0.

Proposition 2.1.9. Soit |-| une valeur absolue ultramétrique sur K.
(i) L’anneau O est local et lidéal p est l'unique idéal mazimal de O.

(i) L’idéal p est principal si et seulement si la valuation || est discréte. Dans
ce cas, l'anneau O est principal.

(iii) L’anneau O est un anneau de valuation discréte si et seulement si |-| est
discréte et non triviale.

Démonstration. Remarquons qu’un élément x € O est inversible dans O si et
seulement si |z| = 1. Ainsi O* = O\ p. Ceci implique que tout idéal non trivial de
O est inclus dans p. Comme de plus, p C O, l'idéal p est le plus grand élément de
I’ensemble des idéaux non triviaux de O, il s’agit donc de 'unique idéal maximal
de O, ce qui prouve (i).

Notons I' le sous-groupe |K*| de R+ et prouvons (ii). Si |-| est triviale, alors
O = K et I' = {1}, (ii) est trivialement vérifié. On peut donc supposer |-| non
triviale.

Supposons que l'idéal p est principal et soit m un générateur de p. Alors I' N
J|7|, || ~'[ = {1}. Le sous-groupe I' est donc discret dans Rs.

Réciproquement supposons I' discret et non réduit a {1}. Il existe donc a € ]0, 1]

tel que |[K*| = a”. Posons v(x) = % si z # 0 et v(0) = 4o00. L’application v est
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alors une valuation discrete normalisée de K. Les points (ii) et (iii) se déduisent
alors de la proposition [I.1.2] O

Si (K, |-|) est un corps valué ultramétrique, le corps O/p est appelé corps rési-

duel de (K, |-]).

Si v est une valuation discrete d'un corps K, alors x + e *(®) est une valeur
absolue discréte de K. On déduit facilement le résultat suivant du lemme 2.1.5] :

Proposition 2.1.10. La construction v — e~*(") induit une bijection entre ’en-
semble des valuations discretes normalisées sur K et [’ensemble des places ultra-
métriques discrétes non triviales de K.

2.1.3 Valeurs absolues de certains corps globaux

Soit F, un corps fini de cardinal ¢. Soit P € F [T un polynéme irréductible.
L’anneau F,[T] est un anneau factoriel, on peut donc définir la valuation P-adique
d’un élément de F,(T) et définir |-|p = ¢~vPO)des(P) 11 s’agit d’une valeur absolue
ultramétrique sur F (7). On peut également définir, pour R, S € F,[T], avec S # 0,

‘R’ — qeE(R)—de(S),
S loo

Il s’agit d'une valeur absolue ultramétrique correspondant au choix P = T~! sur
F,(T~') = F,(T). On peut donc également la noter |-|7-1.

Théoréeme 2.1.11. Les places de F,(T) sont associées auzr valeurs absolues de la
forme |-|p ou |-|s. De plus ces places sont deux a deux distinctes.

Démonstration. Soit |-| une valeur absolue non triviale sur K = F,(T"). Supposons
dans un premier temps que |F,[T]| < 1. Comme |-| est non triviale, ’ensembles
{Q € F,[T] ] |Q| < 1} est un idéal premier non nul de F,[T]. Il est donc engendré
par un polynoéme irréductible P. Ainsi pour @) € F,[T] \ PF,[T], on a|Q| = 1. Si
R € F,(T), on écrit R = P”P(R)% avec (1, Q2 € F,[T] ~ PF,[T]. On en déduit
que |R| = |P|"?®) et donc que |-| est équivalente a |-|p.

Supposons a présent qu'il existe @) € F,[T] tel que || > 1. Comme |a| = 1 pour
a € F et que |-| est ultramétrique d’apreés la proposition , on a nécessairement
IT| > 1. On en déduit que |F [T~ < 1 et que |T7'] < 1. Le raisonnement
précedent mené avec F,[T~!] montre alors que |-| est équivalente a |-|7-1.

Les valeurs absolues |-|p et |-|7-1 sont non équivalentes deux-a-deux. En effet,
le raisonnement ci-dessus montre que |P| < 1 implique |-| ~ |-|p et |T7!| < 1
implique || ~ |-|7-1. O
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Théoréeme 2.1.12. Les places de Q sont celles qui sont associées aux valeurs
absolues ||« et |-|, pour p premier. De plus ces places sont deux @ deux distinctes.

Démonstration. Soit |-| une valeur absolue ultramétrique non triviale. Soit O son
anneau de valuation et p son idéal maximal. L’idéal pNZ est alors un idéal premier
de Z. Si pNZ = (0), alors |z| = 1 pour tout = € Z ~ {0} et donc |Q*| = {1}, ce
qui contredit le fait que || est non triviale. Il existe donc un nombre premier p tel
que pNZ = (p). On en déduit que si m € Z est premier & p, alors |m| = 1 et donc
que [p*Z| = [p|* pour tout a € Z, 1, s € Z premiers a p. On en conclut que |-| est
équivalente & |-|,.

Supposons a présent |-| non ultramétrique et posons f(x) = sup{0, log|x|} pour
x € Z. 1l existe donc m € Z tel que f(m) > 0. Pour tous (m,n) € Z et k € N, on
a

f(m*) =kf(m), f(mn) < f(m)+f(n), flm+n) <log(2)+sup{f(m), f(n)}.

Soient a et b deux entiers tels que a,b > 1. On peut écrire le développement
a-adique de b qui donne

b=z +x10+ -+ 20"

avec 0 < z; < a—1et x, # 0. Posons ¢ = sup{f(i) | 0 < i < a}. On a donc
f(x;a") < c+if(a) pour tout i et donc

f(b) < nlog(2) +nf(a)+c.
Comme a™ < b, on a nlog(a) < log(b) et donc

f0) log(@)+ fla) | e
log®) S logla) | log(®)

Quitte & remplacer b par b* et & faire tendre k vers 400, on obtient

f(b) _ log(2) + f(a)
log(b) =~ log(a)
En faisant de méme avec a, on obtient

[0 fla)
log(b) < log(a)

Quitte a échanger les roles de a et b, on voit que a 15;8) est constante sur Z-,,

elle est donc égale a un réel o > 0, ce qui prouve le résultat. O
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2.2 Corps complets, corps locaux

2.2.1 Corps complets

Soit (K, |-|) un corps valué. On dit que K est complet s’il est complet pour la
distance induite par |-|.

Si (K, |-|) est un corps valué, on note K le complété de K pour la topologie
induite par |-|. Pour tout z,y € K, on a ||z|—|y|| < |r—y]| de sorte que 'application
] : K - R est uniformément continue et se prolonge donc en une application
continue ||z : K — R.

Lemme 2.2.1. L’ensemble K est muni d'une unique structure de corps topologique
induisant sur K la structure de corps topologique issue de |-|.

Démonstration. Le fait que K est muni d’une unique structure d’anneau topolo-
gique compatible a celle de K, je renvoie a la Proposition 7 [Bourbaki, Topologie
Générale, §II1.6]. Il reste a vérifier que K est un corps. Pour cela, il faut vérifier
que si (x,)n>0 est une suite de Cauchy de K ne tendant pas vers 0, alors la suite
()50 est de Cauchy. On le vérifie en utilisant I'égalité

1

Vo,ye K, |o ' =y =2y |z -yl O

Lemme 2.2.2. L’application || est une valeur absolue sur K.

Démonstration. La plupart des propriétés des valeurs absolues se vérifient facile-
ment par passage a la limite. Il reste essentiellement & vérifier que si |z|z = 0,
alors = 0. Supposons en effet que |z = 0, il existe alors une suite (z,),>0 de
K convergeant vers z et telle que |z, | converge vers 0. Ceci implique que (z,)n>0
converge vers 0 dans K, et donc que x = 0. O

La valeur absolue |-| est donc I'unique prolongement continue de |-| & K, on
la note |-| par abus de langage.

Le complété d’un corps valué possede une propriété universelle.

Proposition 2.2.3. Soit (K, ||) un corps valué, L un corps valué complet et f :
K — L un morphisme de corps topologiques, il existe alors un unique morphisme
de corps topologiques f : K — L dont la restriction a K est égale a f.

Démonstration. Un morphisme de corps topologiques est uniformément continu,
lexistence de f est donc une propriété universelle de la complétion d’un espace
métrique. On vérifie facilement que f est bien un morphisme de corps. n
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Corollaire 2.2.4. Si (K, |-|) est un corps valué et (L, |-|") un corps valué contenant
K tel que la restriction de |-|" a K est équivalente a || et tel que K est dense dans
L, alors (L, |-|") est isomorphe au complété de K.

Exemple 2.2.5. 1. Le complété de Q pour la norme |-| est isomorphe a R.

2. Soit k un corps et K = k(7). Soit v la valuation T-adique sur k(7). Le
complété de K pour la valuation v est isomorphe au corps k(7)) des séries de
Laurent, c’est-a-dire

—+00

k(T) = { > a, " |NeN, aq,c€ k}

n=—N

Définition 2.2.6. Soit p un nombre premier. Le complété de Q pour la norme |-,
est appelé corps des nombres p-adiques et est noté Q,. On note Z, l'anneau des
entiers de Q,, ses éléments sont appelés entiers p-adiques.

2.2.2 Corps complets ultramétriques

Lemme 2.2.7. Soit K un corps complet ultramétrique. Soit (x,)n>0 une suite
d’éléments de K. Alors

— la suite (,)n>0 converge dans K si et seulement si la suite (Tp41 — Tn)n>0
tend vers 0 ;

— la série Y,>q T, converge dans K si et seulement si la suite (x,)n>0 tend
vers 0.

Démonstration. Les deux assertions sont visiblement équivalentes. Prouvons la
premiere. 11 suffit de prouver que si la suite (41 — Zn)n>o tend vers 0, alors la
suite (z,)ns>0 est de Cauchy. Soit € > 0 et soit N € N tel que n > N implique
|Zpi1 — x| < €. Alors, pour tout k > 1,

|In+k - CCn| < maX<|xn+1 - CCn|7 LI |xn+k - CUn—i—k—1|) <e.

Ainsi la suite (z,),>0 est de Cauchy. O

Soit K un corps complet pour une valeur absolue ultramétrique. On note O
son anneau d’entiers, px 1'idéal maximal de Ok et k le corps résiduel Ok /pk-.

Proposition 2.2.8. Soit (K, |-|) un corps valué complet ultramétrique.
(i) Ona|K*|=|K*|.
(ii) L’ensemble O est l'adhérence de Ok dans K.
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(iii) L’application naturelle
Ok/px = Og /b

est un isomorphisme.

Démonstration. Démontrons Soit = |a| € |K*| et soit b € K tel que |[a—b| <
la|. On a alors |b| = |a| = r de sorte que r € |K*|.

Pour |(ii)j on remarque que I'idéal maximal pz est ouvert dans O, on a donc
Of( =0k + Pr-

Le point se déduit donc de et de I'égalité

pr N0k ={z € K ||z] <1} =pk. O

Supposons désormais que (K, |-|) est un corps valué complet ultramétrique et
que || est discréte. Il existe un nombre réel ¢ < 1 tel que |[K*| = £Z. On appelle
uniformisante de K un élément m € Ok tel que |r| = e. De fagon équivalente, 7
est un élément de K tel que px = (7).

Proposition 2.2.9. Soit ¥ un ensemble de représentants de k dans Q. Alors
tout élément de Ok s’écrit de facon unique sous la forme d’une série convergente

To+ 1w+ Faxymt

ou les x; sont des éléments de 2.

Démonstration. Remarquons qu'une telle série converge dans K puisque |z;7| <
‘71.’7/ —>7L*)+OO 0.

Prouvons tout d’abord l'existence d'un tel développement. Soit zy, € X tel
que = et xo ont la méme classe dans k. Alors x — zy € p = (), il existe donc
y € Ok tel que x = xg + ym. En remplagant x par y, il existe x; € X tel que
r — (29 + 21y) € (7?). Par récurrence, on obtient I'existence d'une suite (2, )n>0
telle que

r— (vo+am+ -+ a,m") € (")

pour tout n > 0, de sorte que la série ), -z, 7" converge vers .

Prouvons I'unicité. Supposons que I'on puisse écrire z = 3,5 2,7 = >2,50 2, 7"
avec x,,x, € % et soit m le plus petit entier tel que x,, # x},. Alors

Tpp™ — 2l 7™ € (7

de sorte que x,, — !, € (m). Ceci contredit z,,, # x/, et le fait que X est un systeme
de représentants de k dans O. O
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Corollaire 2.2.10. Soit X un ensemble de représentants de k dans Og. Tout
élément de K s’écrit de facon unique sous la forme d’une série convergente

Z T,

n>—N

ot les x,, sont des éléments de ¥ et N € N.

Démonstration. Comme Of est un anneau de valuation discréte, on a K = Og[n™1]
et on utilise la proposition [2.2.9] O

Exemple 2.2.11. L’anneau Z, est 'adhérence de I'anneau Zy,) = {{ |a € Z, b €
Z ~ pZ} qui est aussi le localisé de Z relativement & 'idéal premier (p). D’apres
la proposition la valuation de Q, est discrete et le corps résiduel de Q,
est isomorphe au corps Zy)/pZepy ~ Fp. On peut donc choisir comme systeme
de représentants de F, l'ensemble ¥ = {0,1,...,p — 1}. Par ailleurs p est une
uniformisante de QQ,. On en conclut que tout entier p-adique s’écrit de facon unique
sous forme d’une série convergente

> anp”

n=>0

oua, €{0,1,...,p—1}.

2.2.3 Corps locaux

Un corps valué est dit local s’il est localement compact en tant qu’espace topo-
logique et si sa valeur absolue est non triviale. Un corps local est donc en particulier
complet (voir proposition [B.3.2)).

Lemme 2.2.12. Soit (K, |-|) un corps valué de valuation non triviale. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le corps K est un corps local.

(ii) 1l existe r > 0 tel que la boule fermée B(0,7) est compacte.

(iii) La boule unité fermée B(0,1) est compacte.

(iv) Toutes les boules fermées de K sont compactes.

De plus lors que K est ultramétriques, ces conditions sont encore équivalentes a ce
que Ok est compact.

Démonstration. 11 est clair que [(i)] implique [(ii)] Montrons que implique [(iii)}

Soit r > 0 tel que B(0, ) est compacte. Comme || est non discrete, il existe a € K>
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tel que |a] > 1/r. Comme l'application = +— ax est continue, ’ensemble aB(0, )
est compact. De plus il contient B(0,1). Ainsi B(0,1) est un fermé d’un compact
et est donc compact. Montrons que implique On démontre comme précé-
demment que la compacité de B(0,1) implique la compacité de B(0,r) pour tout
r > 0. Comme I'application x — x +y est continue pour tout y € K, on en conclut
que B(y,r) est compact pour tout y € K et tout r > 0. Le cas r = 0 est immédiat
car les ensembles finis sont compacts. Enfin il est clair que implique car
les boules fermées de centre x forment un systeme de voisinages de x pour tout
reK.

La derniére assertion provient du fait que B(0,1) = O lorsque || est ultra-
métrique. [

Proposition 2.2.13. Soit K un corps valué complet ultramétrique. Alors K est
local si et seulement si sa valuation est discrete et son corps résiduel est fini.

Démonstration. Supposons que K est local. Prouvons que sa valuation est discrete.
On peut écrire
Ok = B(0,1) =5(0,1) [] B(0,r).
0<r<1
Comme Ok est compact d’apres le lemme et que la sphere S(0, 1) ainsi que
les boules fermées B(0,r) sont ouvertes, cette union est en réalité finie et il existe
0<r<1tel que

O =5(0,1) ] B(0,r).
Ainsi |[K*| N ]r,1[ = 0 et |[K*| est un sous-groupe discret de R.

Montrons que le corps résiduel de K est fini. Comme Ok est une boule fermée
de K, c’est une partie compacte. De plus I'idéal maximal px = B(0,1) est une
partie ouverte de K. Soit 3 un systéme de représentants de k = Ok /px dans Ok.
On a alors

Ok =[] (x +px)
€Y
ou chaque x + pg est une partie ouverte de K. On déduit de la compacité de O
que Y, et donc k, est fini.

Réciproquement supposons que la valuation est discrete et que k est un corps
fini et fixons ¥ un ensemble de représentants de k£ dans O, ainsi qu'une uniformi-
sante m. Montrons que Ok est précompact. Soit 0 < r < 1 et soit n € N tel que
|7 < r. Six € Ok, on peut écrire

TETg+ T+ F Ty (7)) = Blro +om A+ A+ mp ™ |7|™)

d’apres la proposition 2.2.9. On en déduit que Ok posséde un recouvrement fini
par des boules ouvertes de rayon r. Ainsi Ok est précompact. Comme de plus Ok
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est une partie fermée de ’espace métrique K, on en déduit que Ok est compact.
On conclut en utilisant le lemme 2.2.12] O

Exemple 2.2.14. On déduit de I'exemple et de la proposition que

Q, est un corps local et que Z, est un espace compact.

2.2.4 Le Lemme de Hensel

Théoréme 2.2.15. Soit K un corps complet ultramétrique. Soit f € O[X] et
f(z)
f'(z)?

soit v € Ok tel que < 1. Alors il existe un unique y € Ok telle que f(y) =0

f(z)
fr@) )

et ly — x| <

f(ao)

~ fle)
" Flao)

On a |J{,((z‘;))| < |f'(ap)| < 1 de sorte que a; € Ok. Posons

< 1. Posons

Démonstration. Soit ag € O tel que

a1 ‘=

f(ap)

f'(ao)

Lemme 2.2.16. On a |f(a;)| < & et |f'(cr)| = no-

Mo = |f/(040)|-

Eo = |Oél — Oé()| =

Démonstration. Comme f(ap+ X) € Ok[X], on a, en posant h == —

flan) = flao) + hf'(ao) + h*R
ou R € Ok. On en déduit
|f(an)l < |h]* = 5.
De méme
f'(an) € f'(ao) + hOk
de sorte que |f'(a1) — f'(ao)| < |h] = 9. Comme gy < 19 = |f'(c)], on a bien

| ()| = | (a0)] = m0- O]
On en déduit en particulier que
f(al) 5(2) /
<—= <= «
| < <mo=1f(on)
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de sorte que f],c((gll))g < 1. Ceci nous permet de définir par récurrence une suite
d’éléments de Ok en posant «, 1 = a, — }]:/((a )) pour tout n > 0. En posant
En = a1 — ], on a

VneN, |floan)| < 527 |f,<05n>| =", &n <Tp-

Ainsi €11 < < &, et, par récurrence on obtient

771
0

on on
15 15

VneN, g,< 221:17<0> )
Mo Mo

Comme gg < 19, on en déduit que €, — 0 et donc que la suite (an)n>0 converge
vers un élément o € Ok tel que f(a) = 0 et |o — ag| < g9 = |4
ap = x, on peut choisir y = a.

7 (ao) | En posant

Démontrons I'unicité de y. Supposons que y; et yo vérifient les conditions re-
quises. On a alors, pour i € {1,2}, f'(y;) = f'(z) + (v — x)R; avec R; € Ok. On
en déduit que

) = F@)] < Iy —al < 142] < 7).

Ainsi [ f'(y;)| = | f'(x)]. On déduit que

0= f(y2) = fy1) + (2 — y) ' (1) + (2 — 11)*S

pour un S € Ok. Supposons par 'absurde y2 — y; # 0. On en déduit f'(y;) €
(y2 — y1)Of et donc

(@) = 1 ()l < ly2 = ol < max{lyr — 2], [y2 — 2]} <

/()

ce qui contredit I’hypothese | (I)2| < 1. Ainsi yy = y1. O

f/

Corollaire 2.2.17. Soit K un corps valué complet. Soit f € Ok|X] de réduction
T € k[X] et soit T € k une racine de f telle que f (%) # 0. Il eziste v € Ok
relevant T et tel que f(x) = 0.

Démonstration. On applique le théoreme [2.2.15|a xq € Ok relevant Z. On a alors
|f'(xo)] = 1 et |f(xzo)| < 1. On peut donc trouver x € Ok tel que |x — x| <
|f(zo)| < 1et f(x) =0.Onadeplus 0 = f(xg)+ (x —x0) f'(x0) + (x — 29)*R pour
un certain R € Ok. On en déduit de cette égalité et de | f'(xo)| que [(x—xo) f'(z0)+
(w = w0)?R| = |(x = x0) f'(x0)| = |z — wo|. Ainsi |z — wo| = |f(0)] = [F] et
I'unicité de x se déduit de 1'unicité dans le théoréme
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Exemple 2.2.18. Soit K un corps local ultramétrique. Son corps résiduel est
un corps fini F, de cardinal ¢. Soit ¢ € Fy. Il s’agit d’une racine du polyndme
f(X)=X7"1—1. Comme f'(¢) # 0 dans F,, on en déduit qu’il existe un unique
¢élément [(] € Ok tel que [¢] € py—1(K) et [¢] se réduit sur ¢ dans F,. L'unicité de
[(] implique la multiplicativité de I'application [-] : on a [(('] = [(][(] pour tout
¢ € Fy. L'élément [(] est appelé relévement de Teichmiiller de ¢.

On en déduit en particulier que I'application de réduction O — F possede
une section donnée par [-]. Comme son noyau est le sous-groupe 1 + (7) ou 7
désigne une uniformisante de K. On en déduit un isomorphisme de groupes

Ox (L4 (7)) x Fy ~ (14 (7)) X pg_1(K).

Soit 7 une uniformisante de K. Si z € K*, il existe un unique n tel que |z| = |7 |"
et donc tel que x € ™ Oj. On en déduit les isomorphismes de groupes

KX~ O xZ~(1+ (7)) xF; x Z.

Remarque 2.2.19. La structure du groupe 1+ () est plus compliquée. On peut
cependant remarquer qu’il posséde une filtration par les sous-groupes 1 + (%) qui
vérifie les propriétés suivantes

a) Niz1(1+ (")) = {1};

b) pour tout i > 1, le quotient (1 + (7%))/(1 + (7)) est un p-groupe ou p
est la caractéristique du corps résiduel de K. En effet, on vérifie que 'application
1 + w'u — @ induit un isomorphisme de groupes

Fy = (1+ (7)) /(14 (=)

2.2.5 Extensions de corps complets

Soit (K, |-|) un corps valué. Un K-espace vectoriel normé est la donnée d’un
couple (V [|-]]) ou V est un K-espace vectoriel et ||-|| : V' — Ry est une application
vérifiant

— Yv € V, on a ||v]| = 0 si et seulement si v =0;
— V(A v) € K xV,ona [[Av| = [All|v];
— Y(v,w) € V? on a ||v+wl| < |v| + |Jw]|

Remarque 2.2.20. Lorsque la valeur absolue |-| est ultramétrique, on impose
souvent la condition plus forte

Y(v,w) € V2 v+ wl < sup{|lv]], wll}-

On dit alors que la norme est ultramétrique.
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Exemple 2.2.21. Si n € N, on peut munir ’espace vectoriel K", de la norme
(1, ..., 20) |l = sup{|z;|, t =1,...,n}.

Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, on dit que deux normes |||
et ||-]]2 sont équivalentes sl existe des nombres réels 0 < C' < C” tels que

Cll-ll2 < Il < CIl-ll2-

Proposition 2.2.22. Soit K un corps complet et soit (V,||-||) un K-espace vecto-
riel normé de dimension finie d. Alors pour tout isomorphisme K -linéaire f de K¢
sur 'V, il existe des réels 0 < Cy < Cy tels que Ozl < ||f(2)| < Col|z||0o pour
tout x € K. En particulier V est un espace métrique complet. Sur un K-espace
vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. Les deux dernieres assertions sont des conséquences immédiates de
la premiere. Nous allons prouver la premiere assertion par récurrence sur d. Comme
tous les automorphismes K-linéaires de K¢ sont continus, il suffit de prouver qu’il
existe un isomorphisme de K¢ sur V qui est un homéomorphisme.

Sid =1 c’est évident. En effet on choisit un élément non nul v € V. On a alors
V' = Kwv et on peut choisir C; = Cy = || f(1)]|. Supposons le résultat démontré pour

d et soit V un K-espace vectoriel normé de dimension d + 1. Soit (e1,...,€44+1)
la base canonique de K9l Posons v = f(eg11) et H le supplémentaire de Kv
dans V' engendré par les vecteurs f(e;) pour 1 < i < d. Par récurrence, (H, ||-|||z)

est un espace vectoriel normé de dimension d et est donc complet. C’est donc
un sous-espace vectoriel fermé de V. Montrons que la projection p de V sur Kwv
parallelement a H est continue. En effet si (w,,),>0 est une suite de V' convergeant
vers 0, on écrit w, = \,v + h,, avec \,, € K et h,, € H pour tout n > 0 et il faut
vérifier que la suite (\,) converge vers 0. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite
extraite (Ay@m)) de (A,) qui est bornée inférieurement par o > 0. On en déduit que
v est la limite de la suite (A, h,,)n>0, & valeurs dans H et donc que v € H = H, ce
qui est faux. Il existe donc D > 0 tel que |u(v)| < D|lv|| pour tout v € V. Soient
0 < C7 < Cf obtenus par récurrence tels que Cf ||zl < ||f(2)] < Chllz||o pour
tout x € K¢ C K%', On a alors, pour tout z € K91,

Cﬂ
{1+D||f(ed+1)!| 1]loo < I[f (@)} < (C2 A [lvlD)]

Théoréme 2.2.23. Soit (K, ||k) un corps valué complet ultramétrique et soit L
une extension finie de K. Il existe alors une unique norme sur L dont la restriction
a K coincide avec |-|i. De plus L est complet pour cette norme.
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Démonstration. L’unicité est une conséquence de la proposition [2.2.22]

Soit (eq,...,eq) une base de L sur K et soit |-|; la norme sup de L sur K
correspondant a ce choix de base, c¢’est-a-dire

d
Z Ti€;

i=1

= sup |z,
| i=l.d

Il s’agit d’une norme ultramétrique de K-espace vectoriel sur L. Si de plus on pose
C = sup,; j<ql€iej], on a |yl < Clzfi|y|; pour tout x et y dans L.

1

Posons alors, pour x € L, |z|y == inf{|z"|} | n > 1}. On vérifie cette fois que
|| est une norme de K-espace vectoriel prolongeant |-|x, sous-multiplicative et
vérifiant de plus |2"| = |x|} pour tout z € L et n > 1.

1
Montrons dans un premier temps que |z|y = liminf, , . |z"|. Soit z € L et

1
soit € > 0. Si m > 1 est tel que |2™|" < |z|2 + €. Alors si n > 1, on effectue la
division euclidienne de n par m. On obtient n = gm+1r avec 0 < r < m—1 et donc

1 m
||y < C9)a™|{]"|; de sorte que [2"[f < C'#(|z|o + €)W [a"|+. On peut choisir m
1
suffisamment grand pour que |z|]" < |z|s 4+ ¢ et C% < Cm < 1+ €. 1l existe alors
1

ng = m tel que |27|7° < (1+¢) pour tout < m — 1. On a alors, pour n > ny,
1 -
2" < (L +e)*(Jafp +e)'7n.

1

On en déduit que la suite (|2"|")n>1 converge vers |z]y. On en déduit immédiate-

ment que |z"|y = |z|§ pour tout n > 1. Prouvons que |-|o est sous-multiplicative.
1 FE

Siz,y e L,ona |(zy)"} < Cxlz"|}|y"|; pour tout n > 1, ce qui implique fa-

cilement |zyls < |z]2]yle. Montrons a présent que |z|s # 0 si x # 0. 11 suffit de

remarquer que si x € K, alors

1 _ 1
ola = Jim Jo"|f = el lim 117 = el

Ainsi, pour z € L*, 1 = |1|3 < |z|2Jz 72 et donc |z|y # 0. Enfin vérifions que ||
est ultramétrique. Si z et y sont dans L, supposons |z|a = |yla # 0. On a alors
|z + ylo < |ylo|1 + vy tz|; et il suffit de prouver que |1 + z|s < 1 pour |z], < 1.
Fixons donc = € L tel que |z|s < 1. Pour tout n > 1, on a

1 1
[(1+2)"|f < sup |2"|f.
0<k<n
Soient € > 0 et N > 1 tels que |x"|% <1l+epourn>N.Sim>=n2>N,ona
donc N N
2" = (J2"|7)™ < (L+¢)
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1
En choisissant m assez grand pour que |z*|7" < 1+ ¢ pour 0 < k < n, on obtient
1
donc [(1 4+ 2)™|{" <14 e. Ainsi |z|, < 1.

Il reste donc & prouver que |-|5 est multiplicative. Pour cela, on démontre dans
un premier temps que |-|o est 'unique norme de K-espace vectoriel sur L vérifiant
|z™]y = |x|5 pour tout z € L et pour tout n > 1. En effet deux telles normes |5 et
||, doivent étre équivalentes d’apres la proposition [2.2.22] Tl existe donc des réels
0 < C7 < Oy tels que C|z|y < |z]y < Cylx|e pour tout x € L. En remplagant x

1 1

par ", on en déduit que C7'|x|y < |z|, < CF |z|2 et en faisant tendre n vers +oo,
on obtient |x|y = |z|; pour tout x € L.

Soit @ € L*. Comme la norme [-|o est sous-multiplicative, pour tout = € L,
la suite (Jza"|2]al;™) est décroissante et bornée inférieurement par |z|o. On pose
donc, pour z € L,

x|, = lim |za"|s]al;™.
2lo = lim_|ra"]slal;

On vérifie facilement que |-|, est une norme ultramétrique de K-espace vectoriel
sur L. Vérifions par exemple que x # 0 implique |z|, # 0. On a |a|, = |a]2 # 0 et,
pour x,y € L,

[wyla = lm |rya™|2lal,™" < [alalylo-

Ainsi {x € L | |z|, = 0} est un idéal premier de L et donc est réduit a 0. De plus
ona,pourn =>1letx e L,

2" = lim [a"a™]alal;™ = lim_[aa” lal;™ = fal2.
On en conclut que ||, = |-]2- De plus, on a |az|, = |a|z|z|, pour tout x € L,
et ceci pour tout a € L*, on en conclut que |-|o est multiplicative et est donc le

prolongement cherché de || & L. O

Remarque 2.2.24. Le théoreme [2.2.23| reste vrai sans supposer la norme de K
ultramétrique. On peut plus précisément démontrer que les seuls corps complets
pour une valeur absolue non ultramétrique sont R et C. Il s’agit d’'une conséquence
du théoréme de Gelfand-Mazur :

Théoréme 2.2.25 (Gelfand-Mazur). Soit A une R-algébre de Banach qui est un
corps. Alors A est de dimension finie sur R.

Pour une tres jolie preuve ce théoréme basée sur 'analyse complexe, voir
[Rud75, Thm. 18.7]. Une preuve plus élémentaire figure dans [Bou85, Ch. VI §6
Thm. 1].

Corollaire 2.2.26. Soit (K,|-|x) un corps valué complet et soit K une cloture
algébrique de K. Il eziste alors une unique valeur absolue sur K prolongeant ||k .
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Exemple 2.2.27. Soit Q, une cloture algébrique de @Q,. Il existe donc une unique
valeur absolue ||, sur Q, prolongeant |-|,. On note C, le complété de Q,, pour cette
valeur absolue. Il s’agit d’un corps complet ultramétrique dont la valeur absolue
est non discréte. En effet, on a ]p%\p — p~n pour tout n > 1.

2.2.6 Le Lemme de Krasner

Théorémf 2.2.28 (Lemme de Krasner). Soit K un corps valué complet ultramé-
trique et K une cloture algébrique de K. Soient o et § deux éléments de K tels
que « est séparable sur K(f3) et tels que

la — B < min{|a — a;| |2 <1 < d}
ol @ = 1, Qa, . .., 0q sont les conjugués distincts de o sur K.

Démonstration. Soit L/K () I'extension engendrée par tous les conjugués de a.
Il s’agit d’une extension galoisienne puisque « est séparable sur K (). On a donc
LGANE/KPB) = [(B). 11 suffit donc de prouver que « est fixé par tous les éléments
de Gal(L/K(B)). Si o0 € Gal(L/K(pB)), 'élément o(«) est 'un des ;. On a donc

o(@) —a| =lo(e) =+ —af =|o(a) —o(B) + 5 —a
<sup{lo(a =), 18 —al} =6 —af

< min{|a — a4| | 2 < i < dg}.
On en conclut que o(a) = a et donc que a € K(f3). O

Corollaire 2.2.29. Soit K un corps valué complet ultramétrique et soit P un
polyndéme irréductible et séparable de degré d. Soit ||| une norme de K -espace
vectoriel sur lespace Ky[X] des polynomes de degré inférieur a d. 1l existe un réel
6 > 0 tel que i Q € Kq[X] vérifie |P—Q| < 0, alors Q est irréductible et séparable
et les corps de ruptures de P et () sont isomorphes.

Démonstration. On se ramene facilement au cas ou P est un polynéme unitaire.
On peut alors écrire P = []_;(X — a;) ou les «; sont distincts. Posons e =
min{|a; —a;| | 1 < j < r}. Comme K;[X]| est un K-espace vectoriel de dimension
finie, les applications K-linéaires K4[X] — K(ay) définies par Q — Q(«ay) et
> b X" — by sont continues. 11 existe donc § > 0 tel que [|[P — Q| < d implique
Q)| < e et by — 1] < &, ot by désigne le coefficient dominant de Q. Pour un
tel polyndome @, posons Q = by [[;(X — ;). On a donc [[;|ag — B;| < . 11 existe
donc 1 < i < d tel que |B; — ay| < e. Le Lemme de Krasner implique donc que
K(ay) € K(f;). Comme deg@ = d, on a [K(5;) : K] < d = [K(ay) : K]. En
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particulier K(3;) = K(ay), ce qui implique que le polyndéme @ est irréductible
et que les corps de ruptures de P et () sont isomorphes. De plus, puisque P est
séparable, il en est de méme de Q). m

Exemple 2.2.30. Si p est un nombre premier, le corps C, est algébriquement clos.
En effet soit P = 3, ;X" € C,[X] un polynéme irréductible. Soit d = deg(P).
D’apres le corollaire il existe d > 0 tel que si |p; — ¢;| < d pour 0 < i < d,
le polynéme 3=, ¢; X" est irréductible dans C,[X]. Cependant @Q, est dense dans
C,, on peut donc choisir les ¢; dans @,. Comme Q,[X] est algébriquement clos,
on a nécessairement d = 1. Tout polyndme irréductible de C,[X] est de degré 1, le
corps C, est donc algébriquement clos.

2.2.7 Classification des corps locaux

Théoreme 2.2.31. Soit K un corps local. Alors K est isomorphe a l'un des corps
valués suivants :

— R ou C si K n’est pas ultrametrique ;

— wune extension finie de Q, pour p un nombre premier si K est de caractéris-
tique 0 et ultrametrique ;

— k((T)) ou k est un corps fini et K est de caractéristique non nulle.

Démonstration. Soit (K, |-|) un corps local. Supposons dans un premier temps que
K est de caractéristique nulle. Ainsi K contient Q (il existe un unique plongement
de Q dans K). La restriction de |-| & @Q est non triviale. En effet dans le cas
contraire, on sait que |-| est ultramétrique d’apres la proposition et Q est
isomorphe a un sous-corps du corps résiduel de K, ce qui contredit la proposition
Ainsi la restriction de |-| a Q est une des valeurs absolues ||, ||y, P
premier d’apres le théoreme . L’adhérence @ de Q dans K est localement
compact et non discret, donc un corps local. Alors K est un @—espace vectoriel
localement compact et le théoréme de Riesz Theorem (voir TD) implique que K
est un @-espace vectoriel de dimension finie. Si la valeur absolue de K n’est pas
ultramétrique, sa restriction & Q ne l'est pas non (par exemple en utilisant la
proposition et @ ~ R de sorte que K est isomorphe a R ou C. Si K est

ultramétrique, il en est de méme de Q et il existe donc un nombre premier p tel
que Q ~ Q,.

Supposons désormais que K est de caracteristique p pour p un nombre premier.
Alors K est ultramétrique et le corps résiduel k de K est un corps fini de cardinal

g, ou ¢ est une puissance de p. On considere le relevé de Teichmiiller (exemple
2.2.18)) [-] : k — K™ que l'on étend a k en posant [0] = 0. On a alors [zy| = [z][y]
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pour tous z et y dans k. On a de plus [z+y| = [z]+ [y]. En effet, il suffit de vérifier
que [z] + [y] = 0 quand = + y = 0 et une racine g — 1-iéme de 1 lorsque = +y # 0.
Le premier cas est immédiat car x = —y implique [z] = [—y] = [-1][y] = —[y]. Le
second cas se déduit de la relation

([z] + [y)?* = [2]" + [y]* = [T + [y*] = [2] + [u]

valable dans un corps de caractéristique p. On a donc un morphisme de corps
[] : k = K. On choisit une uniformisante = de K et I'on étend ce morphisme en
un morphisme de corps k((7')) — K défini par

> a T D> [an|m™

n>—N n>—N
L unicité du développement m-adique d’un élément de K (corollaire [2.2.10)) montre
qu’il s’agit d’un isomorphisme de corps valués. O

Définition 2.2.32. Soit K un corps local. La valeur absolue normalisée de K est

lunique valeur absolue ||k continue sur K et telle que

1

— si K est ultramétrique, |mi|x = (Card(k))™', ot mx est une uniformisante

de K et k son corps résiduel ;
— st K =R, |z|g = sup{z, —z} pour x e R;
— si K =C, |z|c = |2T|g pour z € C.
Remarque 2.2.33. Lorsque K = C, la fonction |-|¢c n’est pas une valeur absolue
1

car elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire, cependant |-|2 est une valeur absolue.

Soit K un corps local et soit |-|x sa valeur absolue normalisée. Soit 1 un mesure
de Haar le groupe topologique (K, +) dont l'existence est assurée par le théoreme
B.5.2

Exemple 2.2.34. — Si K =R, on peut choisir pour y la mesure de Lebesgue
dz.

— Si K = C, on peut choisir pour u le produit des mesures de Lebesgue selon
les coordonnées, c’est-a-dire la mesure dx dy ou 'on décompose un élément
de C sous la forme x + iy avec x,y € R.

— Si K est ultramétrique et si mx est une unitormisante de K, on vérifie, en
utilisant I'invariance de p par translation, que pour tout n € Z et tout a € K,
on a p(a+ 70k) = Card(k) "u(Ok).

Soit a € K*. On déduit des descriptions explicites de I'exemple que la
mesure A — p(aA) est une mesure de Haar pour (K, +) et que p(aA) = |a|xp(A)
pour toute partie mesurable de K. En particulier la mesure |-| 'y est une mesure
de Haar pour le groupe localement compact (K*, x).
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Remarque 2.2.35. Soit L/K une extension finie de corps locaux. Si |-|x et ||
sont les mesures de Haar normalisées de K et L, alors on a |-|f = ||k Nk (—).

2.3 Ramification dans les corps complets

2.3.1 Extensions

Soit (K, ||x) un corps complet ultramétrique pour une valuation discréte non
triviale. On note Ok son anneau de valuation. C’est un anneau de valuation dis-
crete d’apres la proposition[I.1.2] C’est donc en particulier un anneau de Dedekind.
Soit L/K une extension finie de K. D’apres le théoréme[2.2.23] il existe une unique
valeur absolue |1, sur L qui étend |-|x. De plus (L, |-|1) est complet.

Proposition 2.3.1. La cloture intégrale de Ok dans L coincide avec 'anneau de
valuation Op de L. De plus O, est un Ox-module libre de rang [L : K].

Démonstration. Soit B la cloture intégrale de Ok dans L. Montrons dans un pre-
mier temps que Ox C B. Soit L une cloture normale de L sur K. L’extension
E/ K est finie et, toujours en utilisant le théoreme , il existe une unique va-
leur absolue |-|3 prologeant |-|x (et |-|1). Si o € Autg (L), alors |o(-) 7 est une
|z = ||z- Siz e Letsi Pe K[X]
est le polynéome minimal de x sur L, alors P est déployé sur Let,si 2’ € L est
une autre racine de P, il existe 0 € Autg(L) tel que o(z) = 2/. On en déduit
||z = |2'|z. Ainsi, si # € O, on a [2'|; < 1 pour toute racine z’ de P. Les
relations coefficients-racines impliquent donc que les coefficients de P sont des élé-
ments a; de K tels que |a; la;|k < 1. On en déduit que P € Og[X] et donc
que z est entier sur Og.

autre extension de |-|x & L de sorte que |o(-)

Iz =

Comme Oy, est un anneau de valuation discrete, il est donc principal et in-
tégralement clos. Comme L est le corps des fractions de Oy, on doit donc avoir

B=0;.

Montrons a présent que Op est un Og-module de type fini. On fixe une base
(e1,...,eq) de L sur K. Et on considere la norme associée a cette base :

= sup |z k-
1<i<d

d
> e
i=1

o0

Alors ||-||eo €t ||z sont deux normes de K-espace vectoriel sur L. On déduit de la
proposition [2.2.22| qu’elles sont équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe des nombres
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réels 0 < C7 < Oy tels que C1]]+||oo < ||z < Ca|+]|oo. Soit 7 une uniformisante de
L et n>1 tel que |7|™ < Cy. On en déduit que

d
Or={zell|lzlp <1} Cc{zel]|l|z|w<Ci'} =P Ok e
i=1

Ainsi Oy, est un sous-Og-module d’'un Og-module de type fini. Comme O est
noethérien on en déduit que Oy est un Og-module de type fini. La derniére as-
sertion se déduit du fait que Ok est un anneau principal et de I'isomorphisme
L ~ K ®(9 K O L. D

Si L/ K est une extension finie de corps complets, on note fr,x le de degré de
I'extension résiduelle kp/ky. Si mx est une uniformisante de K et 77, une unifor-
misante de L, on note ey, I'entier tel que mx O, = WZL/KOL.

Corollaire 2.3.2. On a [L: K| = fr/ker/k.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition [1.2.14] En effet 'anneau
Of est un anneau de valuation discrete, il existe donc un unique idéal premier non
nul au-dessus de 7O ]

2.3.2 Extensions non ramifiées de corps complets

Soit (K, |-| k) un corps complet ultramétrique pour une valeur absolue discrete.
Soit L/K une extension finie. On suppose que l'extension résiduelle ky /ky est
séparable.

Proposition 2.3.3. [l existe une unique sous-extension non ramifice K™ /K de
L/K de degré fr k. Elle contient toutes les sous-extensions non ramifiées de LK.
De plus, si l'extension ki /kk est galoisienne alors 'extension K'/K ['est aussi et
on a un isomorphisme de groupes de Galois Gal(K'/K) ~ Gal(kr/kr).

Démonstration. Comme I'extension ky/kx est séparable, le théoreme de 1’élément
primitif implique qu’il existe un polynéme unitaire irréductible P € kx[X] tel que
ki ~ ki [X]/(P). Soit P € Ok[X] un polynome unitaire relevant P. Si « € ky, est
une racine de P, cette racine est de multiplicité un et donc P'(«) # 0. Le corollaire

2.2.17) implique qu’il existe une unique racine & € O de P dont la réduction
modulo 77, est a. Soit K" := K(«). Alors [K’ : F| = deg(P) = deg(P) = [kr : kk].
De plus I'application O C O — kp, est surjective de sorte que kg = ki et donc

K'/K est non ramifiée.
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Soit K" C L une sous-extension de L/K qui est non ramifiée sur K. Le corps
résiduel de kxr» de K" est alors isomorphe & un sous-corps de kj contenant k.
Soit @ € kx[X] unitaire irréductible tel que kx» ~ kx[X]/(Q). On conclut comme
précédemment que K’ est engendré par une racine o d’un relevé Q de Q. Soit @
I'image de « dans kg». Le corollaire implique par ailleurs qu’il existe une
unique racine 8 € K’ de Q se réduisant sur @. Par unicité on a 8 = « et donc
K" C K"

Supposons que 'extension k, /kg est galoisienne Galois. Ainsi le polynéme P
est scindé a racines simples dans kz[X]. On déduit encore du corollaire que
le polynéme P est scindé a racines simples dans K’ ce qui prouve que K'/K est

galoisienne. L’isomorphisme entre groupes de Galois est alors une conséquence du
théoreme [L2.17 O]

Remarque 2.3.4. Si les extensions L/K et k;/kg sont toutes deux galoisiennes,
alors K™ est le sous-corps de L fixé par le noyau de Gal(L/K) — Gal(kr/kxk).

Corollaire 2.3.5. Supposons que K est un corps local ultramétrique. Soz’tE une
cloture algébrique de K. Pour tout d > 1, il existe un unique sous-corps de K non
ramifié et de degré d sur K.

Démonstration. En effet le corps résiduel ki de K est fini d’apres la proposition

2.2.13| et possede donc, a isomorphisme pres, une unique extension finie de degré
d. m

2.3.3 Extension des valeurs absolues

Soit L /K une extension finie de corps. Soit v une place de K et |-|, une valeur
absolue de la classe v. On note K, le complété de K pour |-|, (qui ne dépend que
de v). On dit qu'une place w de L est une extension de v a L ou encore au-dessus
de v si une valeur absolue de classe w restreinte a K est dans la classe v. On note
w | v. Dans ce cas, 'adhérence de K dans L,, est isomorphe a K, et fournit un
plongement naturel de K, dans L,,.

D’apres la proposition siw | v la place w est ultramétrique si et seulement
si v est ultramétrique. De plus, si w et v sont ultramétrique, la place w est discrete
(associée a une valeur absolue discrete) si et seulement si la place v est discrete.
En effet, on montre facilement que si L est de la forme K(a) et si ||, est une
valeur absolue de L prolongeant |-|,, le groupe |L*|, est engendré par |K*|, et
|a|,, on raisonne alors par récurrence sur le nombre de générateurs de L sur K.
Plus précisément, on a
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Proposition 2.3.6. Soit v une place ultramétrique discréte de K. Soit O, l'anneau
de valuation de v et soit B, la cloture intégrale de O, dans L. Alors l'application
W Py ={x € L | |x|y < 1} induit une bijection de ’ensemble des places w | v
de L avec l’ensemble des idéaux mazrimaux de B,. De plus la place w contient la
valeur absolue associée a la valuation dicréte vy, de L. De plus O, coincide avec
la localisation de B, en p,,.

Démonstration. Siw | v, 1'idéal p,, est un idéal premier de B,. Comme B, est entier
sur O, et que p, N O, est un idéal maximal de O,, on déduit de la proposition
que p,, est un idéal maximal de B,. Si p est un idéal maximal de B,, alors
pN O, est un idéal maximal de O, (toujours par la proposition de sorte que
la restriction de ||, & K est dans la place v et p||, = p. Ainsi I'application w > p,,
est surjective. Pour conclure que I'application est injective, il suffit donc de prouver
que si w | v et ||, est une valeur absolue de la place w, les valeurs absolues |-y,
et ||, sont équivalentes. Notons O,, 'anneau de valaution de w. Remarquons que
B, C O,. En effet, ’'anneau O, est un anneau intégralement clos contenant O,,,
il contient donc B,. De plus les éléments de B, ~\ p,, sont inversibles dans O,
on a donc (By)y, C O,. On conclut que (B,),, = O, au moyen du lemme ci-
dessous. Ainsi les normes |-|,, et |-|,, ont les mémes boules unités, elles sont donc
équivalentes. O

Lemme 2.3.7. Soit K un corps et soit A C B deux sous-anneauz de valuation
discréte de K d’idéaux marimaur my et mp tels que Frac(A) = Frac(B) = K et
my CmpnNA. Alors A= B.

Démonstration. Soient m4 et mp les anneaux de valuations discretes de A et B.
Pour z € K*, onaz ¢ A< 27! € my et idem pour B. Donc si x ¢ A, alors
r~ ! €my Cmp, donc x ¢ B. O

Corollaire 2.3.8. Soit K un corps de nombres. L’application p — ||, induit
une bijection de ’ensemble des idéaux mazrimauxr de O sur l’ensemble des places
ultramétriques de K.
Théoréme 2.3.9. Soit L/K une extension finie et soit v une place de K.

(1) La place v admet au plus [L : K| extensions distinctes a L : wy, ..., w,.

(i) 1l existe un morphisme surjectif de (L, K,)-algébres
g
f L&k Ky ][] Lu,.
i=1

(iii) Si w | v, alors L, est un K,-espace vectoriel de dimension finie. Si de
plus, v est ultramétrique discrete, alors eq, /p, = €L, /K, €t fqu/pe = JLu/Ky-
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(iv) Si Uextension K est un corps global, alors f est un isomorphisme et

[L:K]= zg:[Lwi : K.

=1

Démonstration. L’anneau A = L ®k K, est une K,-algebre de dimension finie.
En particulier ses idéaux premiers sont maximaux. D’aprés la proposition
ses idéaux sont en nombre fini. Notons les py,...,p, et 'application naturelle

g
fiA—»HA/Pz‘
i=1

est surjective. Ainsi r < dimg, A = [L : K]. Posons L; := A/p; pour 1 < i < g.
On le munit de la structure de K,-algebre fournie par f.

Montrons que pour tout 1 < i < r, L est dense dans L;. Les K,-algebres A et L;
sont de dimension finie et I'application f est K,-linéaire. Comme K, est complet,
elle est nécessairement continue. Le choix d’une base de L sur K permet d’identifier
LaKet Aa K¢ L'image de L dans A par I'application  — z ® 1 s’identifie
alors & K¢ dans K¢ et est donc une partie dense de A. Comme l'application f est
surjective, I'image de L dans []; L; est dense et en particulier 'image de L dans
L; est dense. On utilise cette application pour identifier L a un sous-corps dense
de L;. Comme L; est une extension finie de K,, il est muni d’une unique classe
d’équivalence de valeurs absolues induisant la classe d’équivalence de ||, sur K.
Ces normes induisent donc une place w; sur L qui prolonge v et telle que L, ~ L.

Montrons que les places wy, . . . , w, sont distinctes. Supposons au contraire qu’il
existe 1 <7 # j < r tels que w; = w;. Cela signifie qu’il existe un isomorphisme de
corps o : L; ~ L; qui est a la fois L-linéaire et K,-linéaire. Notons p; ; la projection
de Asur L; x L;. On a donc p; ;(L) C {(z,y) € L; x L, | a(z) = y}. Il s’agit d'un
sous-K,-espace vectoriel, donc fermé de sorte que p; ;(A) C {(z,y) € L; x L; |
a(x) = y}. Ceci contredit la surjectivité de p; ;.

Montrons que toute place de L au-dessus de v est 'une des w;. Soit w une telle
place. L’injection de L dans L, ainsi que le plongement K, — L, induisent un
morphisme de K-algebres A = L ®x K, — L. Le noyau de ce morphisme est un
idéal premier de A, il induit donc un morphisme A — L; < L,,. En composant ce
dernier avec l'inclusion de L dans A, on en déduit une suite de morphismes

L — L, — L,.

Comme w | v, la norme de L,, induit donc I'unique place de L; compatible a la
topologie de K,, on en conclut que la topologie de L; est induite par celle de L,,.
Comme L; est complet, il est fermé dans L,,. Comme L est dense dans L,,, on en
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conclut que L; ~ L, comme corps topologiques et donc que w = w;. On a donc
prouvé les assertions |(i)| et |(ii)l

Le point s’en déduit, en effet on a déja prouvé que L, est de dimension
finie sur K, et le résultat concernant 'indice de ramification et le degré résiduel
se déduit de la proposition [2.3.0]

Il reste a prouver . Commengon par traiter le cas ou Iextension L/K est
séparable. Dans ce cas il existe donc un polynéme P € K[X] irréductible et sépa-
rable tel que L ~ K[X]/(P). On a donc L ®x K, ~ K,[X]|/(P). Comme P est
également séparable dans K,[X], on en déduit que A = L @k K, est isomorphe
a un produit de corps et ne contient donc pas d’éléments nilpotents non nuls. Or
le noyau du morphisme f est l'intersection des idéaux premiers de A, c’est-a-dire
I’ensemble des éléments nilpotents de A. On en conclut que f est injectif. Le reste
suit. Il reste a traiter le cas out K est un corps global. Comme le cas des extensions
séparables a déja été traité, on peut supposer que K est une extension finie de
F,(T). D’apres le lemme ci-dessous, la cloture intégrale dans L de ’anneau
de valuation O, de v est un O,-module de type fini. On déduit des points ,

et du corollaire que

Z[Lw DK = Zenq/pvfpw/nv <[L: K]

wlv wlv

Cependant cette inégalité est une égalité lorsque K est de caractéristique zéro ou

une extension finie de F,(7") (voir le théoreme et la proposition (1.2.14]). [

Lemme 2.3.10. Soit K une extension finie de F,(T) et soit L une extension finie
de K. Soit v une place de K et O, C K sont anneau de valuation. Alors la cloture
intégrale de O, dans L est un O,-module de type fini.

Démonstration. Soit vy I'uniquee place de F,(T") au-dessous de v, c’est la classe
d’équivalence de la restriction a F,(7") d'une valeur absolue de classe v. Quitte
a remplacer 7' par T~ !, le théoréme implique que 'on peut supposer que
F,[T] est contenu dans 'anneau de valuation O,, de vy. Soit A la cloture intégrale
de F,[T] dans K et B la cloture intégrale de F,[T] dans L, qui coincide également
avec la cloture intégrale de A dans L. Notons C' la cloture intégrale de O, dans L.
Notons p, C A I'idéal maximal correspondant a v. Alors C' coincide avec le localisé
de B en A\ p,. D’apres le théoreme le F,[T]-module B est de type fini, c’est
donc en particulier un A-module de type fini. Ainsi C' est un O,-module de type
fini. O
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2.3.4 La formule du produit

Si K est un corps local et si v est une place de K, on note |-|, I'unique valeur
absolue de K correspondant a v.

Proposition 2.3.11. Soit L/K une extension finie de corps globauzx. Soit x € L
et soit v une place de K. On a alors

INp/k (@)l = TTINLw/k, (@)] = [T12]w-

wlv wlv

Démonstration. Par définition N xx est le déterminant de I’automorphisme K-
linéaire de L défini par y — xy. Apres extension des scalaires, c¢’est aussi déter-
minant de automorphisme K,-linéaire de L ®x K, défini par y — (z ® 1)y. On
déduit alors du théoreme isomorphisme L @ Ky ~ [],), Lw et donc

Nk (@)l = TINL,/k, (2)]0 = T [|2]w- O

wlv wlv

Théoréme 2.3.12 (Formule du produit). Soit K un corps global et soit x € K*.

(i) On a |x|, = 1 pour presque toute place v (c’est-a-dire pour tout place sauf
un nombre fini).

(i) On a[l,|x|, = 1.

Démonstration. Démontrons dans un premier temps le lemme suivant.

Lemme 2.3.13. Soit x € K. Alors |z|, < 1 pour presque toute place v.

Démonstration. Commencons par démontrer le cas ou K est un corps de nombres.
Soit x € K. Comme K ~ Ok ®7Q, il existe un entier non nul m tel que mx € Ok
Soit v une place ultramétrique de K. Elle domine une place ultramétrique de Q
correspondant & un nombre premier p. Comme |Z|, < 1 et comme les éléments de
Of sont entiers sur Z, on a |Ok/|, < 1. Ainsi |m|, = 1 pour presque tout nombre
premier p et il n’y a donc qu'un nombre fini de places v de K telle que |m|, # 1.
Comme il n'y a qu'un nombre fini de places archimédienne de K, on a bien |z, < 1
pour presque tout v.

Le cas des corps de fonctions est similaire si ’'on remplace Q par k(T") et Z par
E[T] ol k est un corps fini. En effet il n’existe qu'un nombre fini de places v de K
telles que |k[T]|, < 1. O

Le lemme implique immédiatement le point |[(i)| du théoreme. En effet, on peut
appliquer le lemme & z et 27!,
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Démontrons le point Remarquons que si K/Kj est une extension finie de
corps globaux la proposition [2.3.11] et la formule du produit pour K, impliquent
la formule du produit pour K. En effet, on a alors, pour z € L*,

Izl =TT IT#lw = TTINz k2l = 1

w v owly v

puisque Np/x(x) € K*. Si K est un corps de nombres, il suffit de prouver la
formule pour K = Q. Si x € Q*, on peut écrire x = £[[,p*». On a alors |z|s =
[T, p°" et |z|, = p~», on conclut immédiatement.

Si K est un corps de fonctions, il suffit de traiter le cas ou K = k(T') avec
k = F,. Les places de k(T") sont indexées par les polynémes irréductibles P de F, [T
et par T, Soit © = e[[p PP € k(T)* avec € € k*. Comme Fy[T]/(P) ~ Faesr,
on a |z|p = ¢~ 4¢P De plus |z|r-1 = ¢!°8* de sorte que

|$|T*1 H|1‘|p = 1. L]
P

2.3.5 Places archimédiennes des corps de nombres

Soit K un corps de nombres. Il s’agit d’une extension finie de Q. Notons d son
degré. L’entier d est également le nombre de plongements de K dans C. Rappelons
(§1.2.3) qu'un tel plongement est dit réel si son image est incluse dans R et com-
plexe dans le cas contraire. Le groupe de Galois Gal(C/R) agit par composition sur
I’ensemble de ces plongements et les points fixes sont exactement les plongements
réels. Notons r; le nombre de plongements réels et r, le nombre d’orbites de plonge-
ments complexes. On a donc d = r; +2ry. Si j est un plongement K — C, on note
7 le composé de j avec la conjugaison complexe. Soit ji, ..., j,, les plongements
réels K dans C et joy 1, Jryt1y -« s Jritray Jritre 168 Plongements complexes.

Sij: K < C, alors lapplication z — |j(z)| = (j(2)j(2))2 est une valeur
absolue archimédienne (c’est-a-dire non ultramétrique) sur K.

Théoreme 2.3.14. Les places archimédiennes de K sont exactement les classes
d’équivalence des valeurs absolues suivantes

CC’—>|]]€(.ZU)|(C7 kzl,...,T1+T2.

Démonstration. Soit j le plongement diagonal K — R™ x C™ défini par x >
(J1(2), ., Jri4ro(2)). Il induit un morphisme de (K, R)-algebres K ®gR — R™ X
C". D’apres le théoreme [2.3.9] il suffit de prouver que ce morphisme est un iso-
morphisme. Comme C est un R-module fidelement plat, il suffit de le faire apres
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changement de base de R a C. Considérons I’application
K®uC i C x (CerC)? ~C x C = C-

Elle est donnée par © ® 1 +— (0(x))y.xc. Ainsi il suffit de vérifier que pour
une Q-base (eq,...,¢eq) de K, les images des éléments e; ® 1 forment une C-base
de C?, c’est-a-dire tels que la matrice (o(e;)) de taille d x d est inversible. C’est
une conséquence directe du fait que les applications o forment une famille C-libre
d’applications de K vers C (en utilisant par exemple I'indépendance linéaire des
caracteres de K*). O

2.3.6 Calcul locale de la différente

Soit L/ K une extension finie séparable de corps. Soit A un anneau de Dedekind
de corps des fractions K et soit B la cloture intégrale de A dans L. Soit p un idéal
maximal de A et soit q un idéal maximal de B au-dessus de A. On note K, le
complété de K pour la place définie par p et Ly le complété de L pour la place
définie par q. D’apres le théoreme [2.3.9] extension L,/ K, est finie. De plus si O,
désigne 'anneau de valuation de K, et Oy 'anneau de valuation de L, alors O,
est la cloture intégrale de O, dans L, et I'extension Ly/K, est séparable.

Lemme 2.3.15. L’application naturelle B ®4 Op — [1g, Og est un isomorphisme
de Oyp-modules.

Démonstration. D’apres le théoreme [2.3.9] cette application est un isomorphisme
apres tensorisation avec K, (c’est-a-dire application de —®p, K;). Comme B est un
A-module projectif de type fini (voir remarque , le terme de gauche B®4 O,
est un O,-module projectif de type fini. Comme O, est un anneau de valuation dis-
crete (en particulier principal), ¢’est en fait un Op-module libre. De méme, le terme
de droite est un Op-module libre (voir la proposition [2.3.1)). Ainsi le morphisme
considéré est un morphisme entre O,-modules libres de type fini qui devient un
isomorphisme apres tensorisation avec K,. Il s’agit donc d'un morphisme injectif
entre Op-modules de méme rang. Le théoréme de structure des Op-modules de type
fini (ou le lemme de Nakayama) implique qu’il suffit de vérifier que le morphisme
est surjectif apres tensorisation avec k, = O, /pO,. Comme p est un idéal maximal
de A, on a

(B XA Op) ®Op k‘p ~ B®A (Op/pOp) ~ B®A (A/p) ~ B/pB

Les idéaux maximaux de B/pB sont en bijection avec les idéaux maximaux de B

contenant p, on déduit donc du lemme que I'application B/pB — [I, B/q
est surjective. Comme par ailleurs O,/q0,; ~ B/q pour q | p, on en déduit le

résultat. O
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Proposition 2.3.16. La différente Do, 0, est l'idéal de Oy engendré par Dpja.

Démonstration. On montre que D;}A@@AOP ={z € Lo K, | (Tr/x ®ldg,)(z) C
B®40,}. Comme Trp e ®Id, = I Trr,/x, sous l'isomorphisme L @ K, on en
conclut que DZ}K ®a 0, ~ ILgp Déj/op' D’ou le résultat. O

Corollaire 2.3.17. L’idéal de O, engendré par le discriminant Ap, 4 est le produit
des idéaux discriminants Ao, 0, pour q | p.
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Chapitre 3

Adeles et ideles

3.1 Adeles

3.1.1 Produits restreints de groupes topologiques

Soit X un ensemble et soit X, une partie finie de X. Pour tout élément v € ¥,
on fixe un groupe localement compact G,, et, si v ¢ ¥, un sous-groupe ouvert et
compact K, C G,.

Définition 3.1.1. Le produit restreint de la famille (G)ves (relativement d la
Jamille des (K,)ugs.. ) est l'ensemble

[1'Go={(9.) € I | 9o € Kupp(v)}

VEYD VEXD

ot la notation pp(v) signifie “pour tout sauf un nombre fini de v”.

Remarquons tout de suite que G = [[ 5, G, est un sous-groupe du groupe
produit [[,ex G-

Définissons une topologie sur G = [[, .5, G,. Soit B 'ensemble des parties de G
de la forme

US X H Kv
vgS

ol S est une partie finie de X contenant ¥, et Ug un voisinage ouvert de I’élément
neutre de [],c5 G, pour la topologie produit.

Lemme 3.1.2. L’ensemble B vérifie les conditions du lemme [B.53.1]

65
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Démonstration. Si Ul et U? sont deux éléments de B, on peut écrire, pour i €
{1,2}, U' = U; x [Logs, Kv ot S; est une partie finie de X contenant Y et U;
est un ouvert de [[,cs, G contenant I'élément neutre. Quitte a rétrécir U;, on
peut supposer que U; C [les, Go X [lyes, 5., Ky Posons S = 51 U S,, Us =
(U1 X Tlvesys, Ko) N (U X Tlpes, s, Ko) €t U = Us x [T¢s Ko On a alors UsecB
et U> C U' NU?, ce qui prouve [(i)| La propriété se déduit facilement du fait
que [[,c5 G est un groupe topologique pour toute partie finie S de ¥. Vérifions
la propriété Si Us x [lygs Ky € Bet g = (g,) € G. Soit S" une partie finie
de ¥ contenant S et telle que g, € K, si v ¢ S'. Soit Wg un ouvert de [],cq Go
tel que gWsg™t C Us X [Ipess K. On a alors, en posant W = W x [Lo¢s Ko,
gWagtCcVetWeB. H

On déduit donc du lemme et du lemme qu’il existe une unique
topologie sur G pour laquelle GG est un groupe topologique sur G et B est une base
de voisinages de 1’élément neutre. On munit G de cette topologie.

Lemme 3.1.3. Le groupe G est un groupe topologique localement compact.

Démonstration. L’inclusion de G dans [], G, est continue. Comme les groupes G,
sont localement compacts, et en particulier séparés, le produit [[, G, est séparé,
il en est donc de méme de G. De plus si U est un voisinage compact de I’élément
neutre dans le groupe localement compact [[,e500 G, alors g(U X [Tygs. K, est
un voisinage compact de g dans G pour tout ¢ € G. Ainsi G est localement
compact. ]

3.1.2 Adéles

Soit F' un corps global et soit ¥ ’ensemble de ses places. Soit ¥, ’ensemble
de ses places archimédiennes. Si v € ¥, on note F, le complété de F' en v et, si
v ¢ Y, O, C F, son anneau de valuation et p, C O, son idéal maximal. De plus,
on note |-|, la valeur absolue normalisée sur F' associée a la place v.

Définition 3.1.4. Le groupe des adeles est le produit restreint des groupes topolo-
giques additifs (F,),ex relativement d la famille des sous-groupes compacts ouverts
(Oy)uvgs..- On le note

Ap =] 'F..

vEY

Le groupe Ap est donc un groupe abélien localement compact (par le lemme
3.1.3]). On vérifie facilement que la multiplication est une application continue de
Ap x A vers A de sorte qu’il possede en fait une structure d’anneau topologique.
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Le plongement diagonal de F' dans Ap est un morphisme d’anneaux défini par
€ (&)pes. On utilise ce plongement pour identifier F' & un sous-anneau de Ap.

Théoréme 3.1.5. Le sous-anneau F' C Ap est discret et le groupe quotient Ap/F
est compact.

Démonstration. Commencons par prouver que F' est une partie discrete de Ap.
Soit vy € X et soit 0 < r < 1. Considérons le voisinage de 0 suivant

Vi={(xy)y € Ap | |Tyyluy <7, |Tolo < 1if v # vy}

Soit z € FNV. On a alors [],|z,] < r < 1 de sorte que la formule du produit
(théoreme [2.3.12) implique x = 0. Ainsi F'NV = {0} et F est discret dans Ap par
le lemme B.3.8

Pour démontrer la compacité de Ar/F, nous allons séparer les cas des corps

de nombres et des corps de fonctions. Let Fi =[], F'v = F ®q R.
Nous allons utiliser le résultat suivant.
Lemme 3.1.6. Soit A un anneau de Dedekind et soient pq,...,p, des idéaux

premiers non nuls distincts de A. Pour 1 < 1 < r soit x; € O,, un élément de
Panneau de valuation du corps Fy,, complété de F' pour la place associée a p; et soit
n; = 1 un entier. Il existe alors £ € A tel que vy, (& — ;) = n; pour tout 1 < i < r.

Démonstration. Notons que pour tout 1 < i < r, application A/pi"* — O,,/pi" O,
est un isomorphisme d’apres la proposition [2.2.§ et le lemme [A.2.3] 11 suffit donc
de prouver que l'application diagonale A — []i_; A/p:" est surjective, ce qui est
une conséquence du lemme [A.4.4] O

Supposons que F' est une extension finie d'un corps global Fj. Supposons de
plus qu'il existe un anneau de Dedekind A tel que Frac(A) = F, et une place vy
de Fj tels que 'ensemble des places de Fj soit v et les places associées aux idéaux
maximaux de A. Si Fy = Q, on peut prendre A = Z et vy = oo tandis que si
Fy =F,(T), on peut prendre A = F,[T] et vy = |-|7-1. On note Fy,, = F @, Fou,-

Lemme 3.1.7. On a Ap = F + Fy X [, Ov-

Démonstration. Soit x = (x,), € Ap. En utilisant le lemme [2.3.13] on voit qu'il
exisye un élément non nul m € A tel que mz, € O, pour tout v { vy. Choisissons
0 < e, < |m|,;! pour tout v tel que |m|, < 1 (qui sont en nombres finis d’apres le
théoreme [2.3.12)). Le lemme [3.1.6] fournit U'existence de & € Op tel que |ma, —&| <
e, pour v tel que |m|, < 1. On a alors |z, — £, < 1 pour tout v { v, de sorte que
x:%—l—yavec%EFetyeFvoXHUMOU. m
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Supposons désormais que F' est un corps de nombres.

Lemme 3.1.8. On a F N Fy X [[ye0 Ov = OF.

Démonstration. C'est clair : si £ € F est tel que |{], < 1 pour tous les idéaux
maximaux p de Op, alors £ € Op. n

Les lemmes et @ impliquent que I'inclusion Fi X [Tyi0o Oy C Ap induit

un isomorphisme de groupes

vfoo
Il existe une Z-base (ey,...,eq) de Op qui est également une Q-base de F. Ceci
implique que (e;®1,...,e,®1) est une R-base du R-espace vectoriel i, = F®@gR.
Soit

d
Q= {Zti(ei ®1)]0<t < 1}.
=1

L’inclusion @) C F, induit une application continue et surjective @) — F.,./Op.
Ainsi I'application @ X [Tyoo Ov = (Foo X [T ptee Ou)/Or est surjective. On en déduit
que I'application composée @ X [[ 4o Oy — Ap — Ap/F est surjective et continue.
Comme @ X [0 O, est compact, il en est de méme de Ap/F.

Supposons désormais que F est un corps de fonctions, Fy = F,(T') et vy est la
place associée & |-|7-1. On peut améliorer le lemme [3.1.7]

Lemme 3.1.9. On a Ap = F + [[,ex O,.

Démonstration. Soit x = (x,), € Ap. D’apres le lemme m il existe £ € F
tel que z, — & € O, si v { vo. Considérons y = (Yv)vjoy = (To — &)oju,- Comme
F ®p, Fowy =~ B®a Fou, = 1y, Fo ot A=T,[T] et B est la cloture intégrale de A
dans F'. Si (eq, . .., e,) est une A-base de B, on peut donc écrire y = Y7 | €;®y; avec
Yi € Fou- Comme Fy,, = F,(T1)), on peut écrire y; = (;+2; avec (; € A = F,[T]
et 2 € Og,,, = F,[T7']. On a donc z =y — 32, Gie; — §; € [1, O,,. Ainsi

avec £+ >, Ge; € Fet zeT],0,. O

Comme F' est un sous-groupe discret de A g, c’est un sous-groupe fermé par le
lemme [B.3.8 L’intersection F' N [], O, est donc un espace topologique discret et
compact et est donc fini. C’est donc un sous-anneau fini de F', donc un sous-corps
et on vérifie facilement que c’est le plus grand sous-corps fini de F'. Notons le k.
On conclut alors que Ap/F ~ [], O,/k est le quotient d'un groupe compact par
un sous-groupe fini, ¢’est donc un groupe compact. m
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3.1.3 Mesure de Haar

Soit (G, )vex une famille de groupes localement compact et soit (K, )yes .,
une famille de sous-groupes ouverts. Supposons que S est une partie finie de X
contenant Y., et que, pour tout v € X, pu, est une mesure de Haar a gauche sur
G, telle que p,(K,) =1 pour tout v ¢ S.

Soit G = [T,ex, Gy.

Proposition 3.1.10. II existe une unique mesure de Haar (a gauche) p sur G
telle que, pour toute partie finie T de X contenant S et toute fonction fr €

Ce(Ilyer Go, R), on ait

/G(fT ® 1) = /H JT Quer 1y

veT ~ Y

ou 17 désgine la fonction indicatrice de [Logr Ko dans [1,¢r G-

Démonstration. Soit I une forme linéaire positive sur C.(G,R) correspondant a
une mesure de Haar & gauche sur G (dont I'existence est assurée par le théoreme
. Pour tout fr € Ce([lper Go, R), on pose Ir(fr) = I(fr ® 17). Alors Ir
est une forme linéaire positive [[, s G,-invariante sur [[, 7 G, et coincide avec la
forme linéaire associée a la mesure de Haar ®,c7u, a un scalaire pres. Ceci prouve
I’existence et 1'unicité. [

On applique cette construction au cas du groupe G = Ap avec G, = F, et
K, = O,. Pour v € ¥, on choisit une normalisation dz, de la mesure de Haar de
la fagon suivante :

— Jo, dx, = 1 si v est ultramétrique ;
— dz, est la mesure de Lebesgue si F;, = R (fol de =1);
— dx, =2drdy = dzdz si F, =C.
On munit alors Ag de I'unique mesure de Haar fournie par la proposition |3.1.10
et la normalisation ci-dessous. On identifie F' a un sous-groupe discret de A muni

de la mesure de comptage. Le groupe quotient Ap/F est alors muni d’une mesure
de Haar quotient satisfaisant les propriétés de la proposition [B.5.4]

Théoréme 3.1.11. Si F' est un corps de nombres, on a Vol(Ap/F) = \/|Ao,/z|.

Si F est un corps de fonctions, on a Vol(Ap/F) = Card(k)™ ou k est le plus
grans sous-corps fini de I

Démonstration. Supposons que F' est un corps de nombres. D’apres le corollaire
il suffit de déterminer un domaine fondamental pour Ar/F et de calculer son
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volume. D’apres la démonstration du théoreme[3.1.5] il est équivalent de déterminer
un domain fondamental pour l'action de Op sur F,, X [Tooo 0,. Comme OF agit
librement sur Fi,, si @ est un domaine fondamental pour F, /O, alors QX[ o0 Oy
est un domaine fondamental pour Ar/F. On a de plus

Vol(Q x [] 0,) = Vol(Q).

vfoo

Ainsi il suffit de calculer Vol(Q). Rappelons que I'on peut choisir @) de la forme

d

ou (ey,...,eq) est une Z-base de Op. Soient ji, ..., j., les plongements réels de F’
€0 Jryt1s Jrit1s " " * 5 Jritres Jritre des représentants des Gal(C/R)-orbites de plonge-
ments complexes (rappleons que d = [F' : Q] = 1 + 2r3). On peut identifier F,,
avec R™ x C" au moyen de I'application e ® 1+ (ji(€), ..., Jr+r(€)) et en iden-
tifiant C avec R? au moyen de z — (Re(z),Im(2)), on obtient un isomorphsime de
R-espace vectoriels Fi, ~ R?. L’image de ) est alors

d
{Ztij<€i) 10<t; < 1}
i—1

ou j(e) = (ji(e),...,jm(e),Rejmyi1(e), Imjr 11,...,Imj. 4 (e)). Comme le R-
isomorphisme F,, ~ R échange la mesure de Haar sur Fl, avec la mesure de
Lebesgue sur R multipliée par 2™ (& cause de notre normalisation aux places
complexes), on a

Jier) -~ Imji(eq)
Vol(@)=27| o
Re Jri4ra (61) -+ Re Jri4re (ed)
Imj?“1+7"2 (61> U Imj?"lJrTz <6d>
jl(el) T jl(ed)
— 27"2271”2 . . .. . . — det((j(ei))jGHom(F,(C))
Jr1+r2(€1) s Jr1+r2(€d) 1<i<d
Jri4re (61) o Jritre (ed)
= det((Trpyoeie;)i<ij<a)® = Doy zl2. O

3.1.4 Le théoreme d’approximation forte

Soit F' un corps global. Si vy est une place de F', on note AR le produit tensoriel
restreint des groupes F, pour v # vy relativement aux sous-groupes O, pour

v ¢ Yoo U{uo}.
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Théoreme 3.1.12. Soit vy une place de F'. L’image de F' par l'injection diagonale
de F' dans AR est une partie dense. En d’autres termes, pour toute partie finie S
de X~Avo}, pour toute famille de réels (e, > 0)yes, et pour tout & = (x,)yex € Ap,
il existe & € F tel que |z, — &, < &y pourv e S et |z, —E|, <1 pourv ¢ SU{vp}.

Au cours de la preuve nous allons utiliser le résultat suivant.

Théoréme 3.1.13 (Minkowski). Soit G un groupe abélien localement compact
et soit I' un sous-groupe discret dénombrable de G. On suppose qu’il existe un
domaine fondamental D pour le quotient G/T". Alors si E C G est un ensemble
mesurable tel que Vol(E) > Vol(G/T") (T étant muni de la mesure de comptage),
alors il existe x et y dans E tels que v —y € I' . {0}.

Démonstration. Supposons par 'absurde que ce ne soit pas le cas. Alors, pour tous
&,6 €T avec & £ &, ona (E4+&)N(E+&) =10. On a alors

Vol(E) =Y Vol(EN (D +&))=>_Vol((E+ &) N D) < Vol(D).

ger ger
On aboutit donc a une contradiction. O

Lemme 3.1.14. Soit S un ensemble fini de places de F tel que vy ¢ S. Soit
(€y > 0)pes une famille de réels positifs. Il exisye alors & € F* tel que |z;|, < &,
pour v € S et |€], < 1 pour v ¢ SU{vy}.

Démonstration. Quitte a agrandir S, on peut supposer que S contient ’ensemble
Yoo N {0} des places archimédiennes différentes de vy. On consideére ’ensemble
mesurable suivant dans Ap :

L osive s
E=r= (), €Ar ||z <1 sivégSUu

A siv=uy

ott A > 0 est choisi tel que A[],cge, > 4°24) Vol(Ar/F). On a alors Vol(E) >
4= Card($) AT], g &, donc, d’aprés le théoreme [3.1.13] il existe &, & € E tels que
& —& € F*. Comme |§ — &, < g, pourv € S et |xi; —&, < 1 pourv & SU{w},
on a le résultat voulu. O

Démonstration du théorémel[3 113, On peut sans restriction supposer que Yo,
{vo} C S. Soit (g, > 0),es une famille de réels strictement positifs. Soit D un do-
maine fondamental pour Ag/F. On a vu au cours de la démonstration du théoreme
[3.1.11] que I'on peut choisir D tel qu'il existe un réel M > 0 vérifiant la propriété
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suivante : si z = (x,) € D, alors |x,|, < M siv € ¥ et |z,|, < 1siv ¢ 2.
Le lemme implique 'existence d'un élément { € F* tel que ||, < 54 si
vV E Yoo NH0}, [€lo < 1siv ¢ SU{vy}. Pour tout x € Ap, on peut décomposer
¢ o € Ap sous la forme £z = ( +y avec ( € F et y € D. On alors |£y|, < &,
pour v € S et [€y|, < 1 pour v & SU{wvp} et £C € F est 1'élément recherché. [

3.2 Idéeles

3.2.1 Définition et premiéres propriétés

Soit F' un corps global. Le groupe des idéles I[r de F' est le produit restreint des
groupes localement compacts (F*),cx relativement a la famille de groupes ouverts

v
compacts (OF )ygs.. -

Rappelons que si R est un anneau topologique, la topologie naturelle sur R*
est la topologie induite par I'inclusion i : R* — R? définie par x — (z,27!). Pour
cette topologie, R* est un groupe topologique.

Proposition 3.2.1. 1. Le groupe topologiqie Ir est isomorphe au groupe AJ
muni de sa topologie naturelle.

2. L’inclusion diagonale de F* dans Ir a une image discréte.

Démonstration. Remarquons que si * = (x,)pex € Ip, alors (x,)pes € Ap et
(2, )vex € A de sorte que (7,)yex € AF. Réciproquement si x = (z,)ex € AF,
alors il existe y = (yYy)vex tel que zy = 1. Ainsi |z,| < 1 for presque tout v et
[Yo| = |zo| ™' < 1 pour presque tout v, ce qui implique que (x,)yex € Ir. Une base
de voisinages de 1 dans A} pour la topologie naturelle est donnée par

TN (Usx [] 00)x (Vs [ On) = {(z0)ves € Ir | (#0)ves € UsNVs ', x, € O for v ¢ S}.
vegS v¢S

C’est une base de voisingaes de 1 pour la topologie de .

Pour démontrer que F'* est discret dans I, il suffit de remarquer que I'inlusion
Ir — Ap est continues, de sorte que l'image inverse de F' est discrete par le

théoréme B.1.5] m

Remarque 3.2.2. L’inclusion Ir C Ap est continue. Cependant ce n’est pas un
homéomorphism sur son image. En effet, la topologie de Ir est strictement plus
fine que la topologie induite par I'inclusion de Ay dans Ap.
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Soit & = (2 )pex € Ir un idele. On définit sa norme d’idéle comme le nombre

réel
|z = [] |2l
vED
ou ||, est la valeur absolue normalisée sur (rappelons que si F, = C, ce n’est
pas vraiment une valeur absolue...). Ce produit est bien défini car |z,|, = 1 pour

presque tout v (théoreme [2.3.12)).

La norme d’idele défini un morphisme continu de groupes topologiques Irp —
R-( dont le noyau est noté I}.

Lemme 3.2.3. On a un isomorphisme de groupes topologiques I ~ I+ x |Ip|. En
particulier,

a) si F est un corps de nombres, on a Ir ~ I} x Ryq;

b) et si F' est un corps de fonctions, on a Ip ~ I} X Z.

Démonstration. 1l suffit de construire une section continus s : |Ip| — Ir au mor-
phisme |-|.

a) Si F' est un corps de nombres, choisissons vy une place archimédienne et
posons, pour ¢ € Ry, s(t) = (2,), ol 2, = t"/F0® et z,, := 1 pour v # vy. Alors
s convient.

b) Soit a le pged des degrés résiduels f, = [k, : Fp], ou k, désigne le corps
résiduel k,. Il existe une famille (m,), € Z* telle que m, = 0 pour presque tout v
et 3, myf, = a. On a alors |Ip| C pZ C Ryg. Soit @ = (¢,) € Ir 'élément définit
par w, = 7" pour tout v € ¥ ou 7, désigne une uniformisante de F;,. On définit
un morphisme de groupes s : p?2 — I par la formule s(p~®) := @" et on vérifie
que s est bien la section recherchée. O

Théoréme 3.2.4. On a F* C I} et le groupe topologique quotient Ih/F* est
compact.

Démonstration. L’inclusion F'* C I}. est une conséquence directe de la formule du
produit (théoreme [2.3.12] Démontrons la compacité du quotient. Pour ¢ > 0, on
définit I’ensemble

I ={zelr]||z| =t}

Lemme 3.2.5. [] existe un nombre réel C' > 0 tel que, pour tout x = (x,), € I
tel que |z| > C, il existe £ € F* vérifiant ||, < |Ty|y pour tout v € 3.

Démonstration. Soit A, = {y = (Yu)» € Ap | |yulo < du|xy|y} o1t 6, = 1 excepté
lorsque v est une place archimédienne ot on pose d, = 1/4. Alors Vol(4,) =
a[l,|xy|, pour un certain o > 0 indépendant de x (dépendant uniquement de F,
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et plus précisément de 71 et r3). Soit C' > 0 tel que Cav > Vol(Ap/F). Alors si
|x| > C, il existe, d’apres le théoreme|3.1.13|z et x5 dans A, tels que x1 —xzy € F*.
On a alors [£], < |z,], pour toute v € 3. O

Lemme 3.2.6. [ existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout t > C' et tout
= (xy)y € Ik, il exisye & € F* tel que 1 < |€x,|y <t pour tout v € X.

Démonstration. Soit C' > 0 comme dans le lemme [3.2.5] Pour z = (z,), € It, on
a |r] > C de sorte qu'il existe £ € F* vérifiant |71, < |x,], pour toute v € 2.
Ceci nous donne [€x,|, = 1 pour toute v € X. Enfin, si v € ¥, on a

&
Hw#v'fxw |w

Lemme 3.2.7. Soitt > 1. Il n’existe qu’un nombre fini de places ultramétrique v
de F vérifiant q, = Card(k,) < t.

[E2of = < x| = |z| =t. O

Démonstration. Exercice. O

Nous pouvons a présent finir la démonstration du théoréme [3.2.4] Soit C' > 0
comme dans le lemme et soit ¢ > max{C, 1} tel que t € |Ip|. Le lemme [3.2.7]
implique I'existence d'un ensemble fini de places S de F' contenant >, et tel que
g, > tsiv ¢ S. Soit x € It.. D’apres le lemme m, il existe £ € ' tel que
1 < |€x,]y < t pour toute v € . Comme |F,|, N]1,¢[ C |F,| N]1,q,[ =0, on a
|Exy], = 1 pour v ¢ S. Ainsi

IS H{yv € FJ | Hylo <t} ¥ HO;
veS vy

et cette derniere partie est compacte. On a donc prouvé qu’il existe une partie com-
pacte de I qui se surjecte sur I%/F*. Par translation par I'inverse d’un élément
de I%, on obtient une partie compacte de I}. qui se surjecte sur I}/ F*. O]

3.2.2 Ideles et idéaux
Le cas des corps de nombres

Soit F' un corps de nombres et soit x = (z,), € Ip. On peut associer a = un
idéal fractionnaire non nul a(x) de Op de la fagon suivante. Il s’agit de 1'idéal

a(z) = [ po®)

VEYN Yoo

ot v(x,) € Z désigne la valuation v-adic de z,, ou encore |z,| = ¢; ).
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Exemple 3.2.8. Si v € ¥\ X et 7, est une uniformisante de F, si (") := (1)
avec r, = m, et x,, = 1 lorsque w # v, alors a(x(”)) est I'idéal maximal p, de Op.

Remarquons que a(x) = O si et seulement si |x,|, = 1 pour tout v3 \ 2.
Ainsi on obtient un morphisme de groupes

aIF—>I(OF)

Ce morphisme est surjecrif comme le montre 'exemple [3.2.8] et son noyau est le
sous-groupe ouvert F X X [, O, . Autrement dit, on a une suite exacte de groupes
topologiques (ou I(Op) est muni de la topologie discrete)

1— FXx ][O — Ir — I(Op) — 1.

vfoo

Soit P(OF) C I(OF) le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux non nuls.
Remarquons que si £ € F', on a a(§) = £Op. Ainsi a(F*) = Pp,. On obtient donc
un isomorphisme de groupes

a: Ip/(FFX x [[OX) = CUOF) = I(OF)/Po, . (3.1)

vfoo

Corollaire 3.2.9. Le groupe C1(OF) est fini.

Démonstration. Soient G := Ip/F* FX X[[ye OF et G' = I, /F*. Comme |FX| =
R-.0, Papplication naturelle continue G' — G est surjective. Comme FX X [Toeo OF
est un sous-groupe ouvert de I, le noyau de I — G est un sous-groupe ouvert
de I, donc G est discret en tant qu’espace topologique quotient, en particulier
séparé. Comme G' est compact par le théoréme [3.2.4] on en déduit également que
le groupe G est compact. Finalement G est compact et discret, donc fini. O

Le cas des corps de fonctions

Soit p un nombre premier et soit F' une extension finie de F,(7). Soit k la
cloture algébrique de F,, dans F'. Il s’agit d’un corps fini qui est également le plus
grand sous-corps fini de F'. On I'appelle corps des constantes ou corps de définition
de F'.

Un diviseur de F' est une application a support fini

d:{f : d(Zb)
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On note souvent Y d(v)v une telle application. Le degree d'un diviseur d est 'entier
>, fod(v) ou f, == [k, : k] désigne la dimension du corps résiduel k, de F), en tant
k-espace vectoriel. L’ensemble Div(F') des diviseurs de F' posséde une structure
naturelle de groupe abélien, il s’agit par définition du groupe abélien libre engen-
dré par I'ensemble des places de F. Le degré définit un morphisme de groupes
Div(F) — 0 dont le noyau est noté Div’(F).

On définit également un morphisme de groupes div : Ir — Div(F) par la
formule
div((zy),) =Y _ d(v)v

ot d(v) est I'entier vérifiant |z,|, = ¢; 4, ¢, désignant le cardinal du corps résiduel
k, en v et ||, désugne la valeur absolue normalisée. L’application div est clairement
surjective. On a de plus la formule |z| = Card (k)™ 4°&(dV(#) qui montre que div(z) €
Div?(F) si et seulement si x € I}. Ainsi div(/}) = Div?(F).

La formule du produit (théoréme [2.3.12) implique div(F*) C Div’(F). On
définit le groupe de Picard de F' comme
Pic(F) == Div(F)/div(F*), Pic"(F) = Div’(F)/F*.
Corollaire 3.2.10. Le groupe Pic’(F) est fini.

Démonstration. La démonstration est analogque a la démonstration du corollaire
3.2.9 ]

Remarque 3.2.11. 1) On a une suite exact de groupes
1 — kX — F* = Div’(F) — Pic’(F) — 1.

Il faut essentiellement vérifier qu'un élément & € F* tel que div(§) = 0 est dans k.
Un tel élément est dans le groupe F* N[], O qui est a la fois discret et compact,
et donc fini. Ainsi £ est une racine de I'unité et donc algébrique sur F, et appartient
donc a k.

2) 1l existe en fait une courbe projective lisse et géométriquement connexe C'
définie sur £ telle que F' est le corpsdes fractions de C'. Une telle courbe est unique a
isomorphisme pres. Le groupe Pic(F') est alors naturellement isomorphe au groupe
des classes d’isomorphisme de fibrés inversibles sur C' et PicO(C) au sous-groupe
des fibrés inversibles de degré 0.

3.2.3 Mesures de Haar

Comme I est le produit restreint des groupes localement compacts F,¢ rela-
tivement aux sous-groupes ouverts compacts O, il est possible de construire une
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mesure de Haar sur Ir au moyen d’une famille de mesures de Haar d*x, sur les
F) sous la conditions [,x d*x, =1 pour presque toute v (voir la section |3.1.3]).

Soit donc v une place de F et soit dx, une mesure de Haar (F,, +). Comme F*
est ouvert dans £}, la restriction de dz, a F,* est une mesure de Radon sur F.
De plus, par définition de la valeur absolue normalisée sur F,, (définition la
mesure |z, |, dz, est une mesure de Haar sur (F%, x). Calculons donc le volume de
O pour cette mesure lorsque v est ultramétrique. Si 7, désigne une uniformisante
de F,, on a O = O, \ 7,0, de sorte que

/ |z,|, ! day = / | 2|, dzy = / dx, —/ dz, = Vol(O,)(1 — ¢ 1).
ox ox Oy Ty Oy

v

Ainsi, il est naturel de renormaliser la mesure de Haar measure sur £, aux places
ultramétriques. Soit dzx, la mesure de Haar normalisée sur (F},, +) et posons, pour

v ultramétrique,
1 -
d*x, = i|xv|v ! dz,.
—
Siv | oo, on définit d*x, comme |z,|, " dz,. Comme ces mesures ont presque toutes
un volume égal a 1 sur Oy, on peut définir une mesure de Haar sur /p en prenant

leur produit :
/

d*z = H d*z,.

La suite exacte de groupes topologiques
11— Ip — Ip — |Ip| — 1

nous permet de choisir une mesure de Haar sur le groupe localement compact I}.
On munit en effet le groupe |Ir| ~ R.q de la mesure de Haar %, ou dt désigne la
mesure de Lebesgue si F' est un corps de nombres et a number field and |Ip| ~ Z
de la mesure de comptage si F' est un corps de fonctions. Dans les deux cas nous
notons % cette mesure de Haar sur |Ir|. L'unicité de la mesure de Haar & un
scalaire prés (théoréme ainsi que le théoréeme impliquent qu’il existe

une unique mesure de Haar d'g sur I} telle que pour toute f € C.(Ir), on a
| t@aw= [ [ fee)da
Ip Iy JIL t

3.2.4 Le volume de I}./F*

Le cas des corps de nombres et le théoréeme des unités de Dirichlet

On commence naturellement par déterminer un domaine fondamental pour le
groupe quotient I+/F*.
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Soit hp le cardinal du groupe des classes C1(Op). On déduit de I'isomorphisme
(3.1]) un isomorphismes de groupes I}./F>*(FL Hfu)(oo O)) ~ Cl(OF) ou FL désigne
I’ensemble des éléments de £ de norme 1, c’est-a- dlre

Fl _{(xv ’UlOOEFX | H|xv|v_

v|oo

Soit donc ay, ..., ap, des représentants des éléments de Cl(O) dans I}.. On a

h
It = [Ja(FL [ OF)F™
=1

vfoo
On est donc réduit a la recherche d’un domaine fondamentale pour

(Foo [T O P /7> ~ (F, [T O)/OF

vfoo vfoo

puisque X N ((F [y OF) = OF.

Lemme 3.2.12. Soient A et B deux ensembles munis d’une action d’un groupe
['. Si D est un domaine fondamental strict poue l'action de I' sur A, alors D x B
est un domaine fondamental pour l'action de I' sur le produit A x B.

Démonstration. C’est immédiat. O

On est donc réduit a déterminer un domaine fondamental strict (et mesurable)
D, pour 'action de O sur FL.

Soit L : FX — R™*"2 le morphisme de groupes topologiques défini par
L(.I) = (log‘xv‘v)va xr = (-%;)v\oo-

C’est un morphisme surjectif et la formule du produit (théoréeme [2.3.12)) implique
que L(OF) est inclus dans 'hyperplan H de R™*"2 d’équation Y, X, = 0. De plus
le noyau de L est un sous-groupe compact isomorphe a {1} x (S')"2.

Proposition 3.2.13. Le sous-groupe L(O}) est un réseau de H, c’est-a-dire que
L(OF) est un sous-groupe discret de H et H/L(O}) est compact.

Démonstration. Comme le morphisme L : FJ — R™2 posseéde une section
continue, le morphisme L est ouvert. Il en est donc de méme du morphisme
L|p : F, 1 — H. Comme le noyau de L est un sous-groupe compact, le lemme m
implique que le morphisme surjectif de groupes L : FL — H est a la fois ouvert
et fermé. Comme O est un sous-groupe fermé de F. | on en conclut que L(OF)
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est un sous-groupe fermé de H. Comme de plus L(Oj) est dénombrable (O est
en bijection avec ZI@ la structure des sous-groupes fermés de R” implique que
L(Op) est un sous-groupe discret de H. En particulier le quotient H/L(Ojf) est
séparé. Nous allons montrer que le quotient FL /OF est compact. Ainsi H/L(OF)
sera isomorphe a un quotient séparé d’un groupe compact et sera donc compact.
Montrons donc que F, /Of est compact. L'inclusion F3, [Ty Op < Ip est ou-
verte, on en conclut que F [[y., Op < Ip/F* est un sous-groupe ouvert de
IL/F*, donc fermé et donc compact d’apres le théoréme De plus le quotient
de F, [Ty OF < I/F* par 'image du sous-groupe compact {1} X [T Oy est
séparée et isomorphe a FL /OF qui est donc compact. ]

On en déduit le célebre :

Théoréme 3.2.14 (Théoréme des unités de Dirichlet). Le groupe OF est de type
fini est isomorphe a pp x Z"27Y o1 pp est le groupe fini des racines de 'unités
contenues dans F'.

Démonstration. Comme L(OF) est un réseau de H d’aprés la proposition [3.2.13]
il s’agit d’'un Z-module libre de rang r; 4+ ry — 1. Le noyau de L]O; est l’ensemble
des éléments £ € F* tels que [£|, = 1 pour toute v € 3. Il s’agit d'une partie
compacte et discrete de I, donc finie. Ses éléments sont donc de torsion dans F*,
ce sont donc des racines de I'unités dans F'. O]

Soient &1,...,&,4r,—1 des éléments de O tels que les L(g;) forment une Z-
base de L(O}). Fixons une place vy € 3o, et considérons L' : FL — RmFm2~1
I'application composée de L et de la projection de R™*72 sur R¥>>{"} consistant
a oublier la place vy. Alors L' est surjective et L'(O}) est un réseau de R¥e>{vo},
Soit

Q= > [0,1[L()

vEX oo {vo}

de sorte que
R¥N0 = () (Q +9).

YL/ (OF)

Soit wp le cardinal du groupe fini pp. Posons
Do = {z = (2y)ves.. € Fs, | L'(z) € Q and Arg(z,,) € [0, 2% [}.

Proposition 3.2.15. L’ensemble 1)y a;(Doo X [yeo O) est un domaine fonda-
mentale strict pour Uaction de F* sur I}.
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Démonstration. 1l suffit de prouver que ’ensemble D, est un domaine fondamen-
tale strict pour l'action de OF sur FL. Posons D/ = {z = (z,)vex. € FL |
L'(z) € Q}. On a bien FL = U eox yD!_. Par ailleurs si 71 Doy N Y2 Do # 0, alors
D! NyD. # 0, L'(y1) = L'(72) et 72 € y1up. Soit € D tel que yyy;* € D...
Comme Arg(z,,) et Arg(y27; '2y,) sont tous deux dans [0, 3)—’;[ et 19y, ' € pup, on
doit avoir 7, = 71. Enfin on a clairement D), = U, ¢, YD- ]

Le régulateur de F est le nombre réel positif
Rp = |det((10g(|5i|v))1<i<r;é+r2—1)|.
EZ)

I1 s’agit du volume du parallélogramme engendré par les vecteurs L'(e;) dans
R7+72=1 il ne dépend donc pas du choix des éléments e, . .., &, 4r,_1. Par ailleurs
la formule du produit montre que ce nombre ne dépend pas non plus du choix de
la place vj.

Théoréme 3.2.16. On a
2m (27T)T2hFRF
Wr '

Vol(I}/F*) =

Démonstration. On a Ih = [T, a;(FL [Toeo OF ) F* de sorte que Vol(Ip/F*) =
hr Vol(FL /OF) (rappelons que Vol(OX) = 1 pour toute place ultramétrique v).
On munit £ de la mesure produit d” %o ®yjoo d* 7y €t F, 'L de I'unique mesure de
Haar d'z,, telle que le quotient de d*z., par d'z., soit % sur R-y. Rappelons
que lon a défini D/ = {z € FL | L'(x) € Q} dans la preuve de la proposition
3.2.15 et que I'on a D, = [l¢e,, (Doo de sorte que Vol(D7,) = wr Vol(Dy). 11
suffit donc de prouver que Vol(FL /OF) = 2" (2m) Rp.

Soit
Ew={z€Fy|a=(t... tt2, ... t2)d|te[le,de D}
—_— —
T1 T2
On a alors

it dt

Vol(E) = [ d*z = / Vol(Dl) 5= = Vol(Dl) (11 +72)

Fx 1

On utilise la décomposition FX ~ (R*)™ x (C*)™ pour calculer le volume de E.,
en coordonnées polaires. Considérons I'application quotient p : FX — (Ryq)™ "2
définie par p(z) = (|zy|y)y. On obtient

d dpritr
dxxl---dxz)srﬁm:/ PLo ,01+2/ d*y
P(Ex) P1 Pritry JKerp

= 2" (2m)" / o1 .. oty
p(Ex) P1 Pritrs
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En effet si v est une place complexe, on a d*z, = 42> df. Avec le changement de

Pv
variables X; = log p;, I'intégrale [ o(Eo) % e %j” est le volume de I’ensemble
T1TTQ
ri+ro—1
P= > [0,1[L(g;) +[0,1[(1,...,1)
i=1
dans R™*"2, On a donc
logleq)y -+ 1
Vol(P) = : :
log|51|7“1+7"2 1
10g|€1|1 T log’€r1+r2—1|1 1
= : : ‘ = (ri+r2)Rp. O
10g|€1|7~1+7~2_1 e 10g|5r1+r2—1|7“1+7"2—1 1
0o 0 T

Le cas des corps de fonctions

Soit F' un corps global de caractéristique p. Soit k& C F' le corps (fini) des
constantes de F. Notons A le cardinal du groupe Pic’(F) (fini d’apres le corollaire
3.2.10). Soient ay, ..., ap, des représentants de Pic”(F) dans I}. On a alors

hr
Pic’(F) = [Ta:F* ] O
i=1 v
et F*I1, O;/F* ~T],0F/k*, on a donc

« h



82

CHAPITRE 3. ADELES ET IDELES



Chapitre 4

Fonctions Zéta

4.1 Dualité dans les groupes abéliens localement
compacts

4.1.1 Le dual d’un groupe abélien localement compact

On note S! := {z € C* | |z| = 1} le groupe abélien compact des nombres
complexes de module 1. Si GG est un groupe abélien localement compact, on appelle
caractére un morphismes de groupes continu y : G — C*. Un caractere x de G est
dit unitaire si x(G) C S'. On définit le dual de G comme 'ensemble des caractéres
unitaires de G. L’ensemble G est muni d’une structure de groupe pour la loi de
multiplication donnée par (x1 - x2)(9) = x1(9)x2(g) pour tout g € G.

Si K est une partie compacte de G et V un voisinage de 1'unité dans S, on note
W (K, V) ensemble des éléments x € G tels que x(K) C V. On vérifie facilement
que l'ensemble des W (K, V') vérifie les propriétés du lemme B.3.1] E L’ensemble des
parties de la forme W (K, V) forment donc un systeme de voisinages de I'unité pour
une unique topologie de G pour laquelle G est un groupe topologique, appelée la
topologie compacte ouverte (ou parfois topologique de la convergence compacte).
Dans la suite de ce cours on muniera toujours G de cette structure de groupe
topologique.

Théoreme 4.1.1. (i) Si G est compact, le groupe topologique G est discret.
(ii) Si G est discret, le groupe topologiquep G est compact.

(7ii) Dans le cas général, le groupe topologique G est localement compact.
Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant.

83
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Lemme 4.1.2 (Lemme des petits sous-groupes). Dans C* le seul sous-groupe
contenu dans la boule ouverte B(1,/3) est le sous-groupe trivial {1}.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de C* contenu dans B(1,+/3). Alors H
est borné, ce qui implique que ses éléments sont de valeur absolue 1 et donc que
H c S'NB(1,/3). Comme S' N B(1,/3) n’est pas dense dans S*, la classification
des sous-groupes de S! montre que H est un sous-groupe fini de S'. Tous les
éléments de H sont donc des racines de I'unité. Supposons par I’abusr qu’il existe
z= e e H~ {1}. Alors 0 € 2mi% avec a,b € Z, aAb=1et 1 <a <b. Si
A [ ] alors quitte a remplacer z par z~', on peut supposer que % € 0, %[ Alors

*¢ B (1, V/3) si k est le plus petit entier > 2. On obtient une contradiction. [

Démonstration du théoreme Démontrons la propriété |(i) . Supposons donc
G compact. Alors W (G, B(1, \/_ 3)) est un voisinage du caractére unité dans G.
De plus, si xW (G, B(1,+/3)), alors x(G) est un sous-groupe de C* contenu dans
B(1,4/3). On déduit alors du lemme que Y est le caractere trivial. Ceci
impique bien que G est discret.

Démontrons a présent E Supposons donc GG discret. Les parties compactes
de G sont les ensembles finis et la topologie de G est donc la topologie de la
convergence simple c’est-a-dire la topologie induite par la topologie produit sur
(SY)C. On vérifie facilement que G est un fermé de (S') qui est compact d’apres
le théoréme de Tychonoff. On en conclut que G est compact également.

Nous ne donnons pas de démonstration de la propriété . Nous la démontre-
rons directement dans des cas particuliers chaque fois que nous en aurons besoin.
Pour le cas général, voir [CG4T, I11.7] ou [RV99, Prop. 3.2]. O

Soit G un groupe abélien localement compact. Il existe un morphisme de

groupes continu G — G défini par g — (§ — §(g)) et appelé morphisme de
bidualité. Nous ne démontrerons pas le résultat suivant dans le cas général, mais
nous le vérifierons dans tous les cas particuliers ou il sera utile.

Théoréme 4.1.3 (Dualité de Pontriagin). Le morphisme de bidualité est un iso-
morphisme de groupes topologiques.

Démonstration. Voir par exemple le théoréme 5 dans [CG4T, VI.16] ou [RV99,
Thm. 3.20]. O

Corollaire 4.1.4. Soit G un groupe abélien localement compact. Alors G est dis-
cret si et seulement si G est compact et G est compact si et seulement si G est
discret.
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Corollaire 4.1.5. Soit g € G. On a g =1 si et seulement si x(g9) = 1 pour tout
x € G.

Soit G un groupe localement compact et soit H un sous-groupe fermé de G.
Soit H* le sous-groupe défini par {x € G | x|z = 1}. C’est un sous-groupe fermé

de G. On a de plus un isomorphisme de groupes topologiques G/H ~ H* induit
par la précomposition d'un caractére avec I'application quotient G — G/H.

4.1.2 Dualité dans les corps locaux

Soit F' un corps local ultramétrique . Soit O son anneau de valuation et p ’idéal
maximal de O.

Proposition 4.1.6. Soit x un caractere F' — C*, alors x est une fonction locale-
ment constante sur F'. De plus x est unitare. Soit x un caractére F* — C*, alors
x est une fonction localement constante sur F*.

Démonstration. On remarque que F' et F'* possedent des sous-groupes ouverts ar-
bitrairement petits, plus précisément ils possedent une base de voisinage de 'unité
constituée de sous-groupes. On déduit alors du lemme que les caracteres de
F et F* sont des fonctions localement constantes.

Soit x un caractere de F. Comme p” = 7" est un sous-groupe compact de
F, le sous-groupe x(p") est un sous-groupe compact de C* et donc x(p") C S'.
Comme F' est I'union des sous-groupes p™ pour n € Z, on en conclut que x(F) C
St. O

Donnons a présent quelques exemples de caracteres de F.

Exemple 4.1.7. Commencons par le cas ou F' = @Q, pour un nombre premier
p. Ona Q, = Z, + Z[1/p] et Z, N Z[1/p] = Z. Ainsi si € Q,, on peut écrire
r =u+a avec u € Z, et ' € Z[1/p]. Et cette décomposition est unique a un
¢lément de Z pres. On peut alors poser g, () = e?™@ qui ne dépend pas des
choix de u et 2’. On vérifie que vg, est un morphisme Q, dans C*. Son noyau est
le sous-groupes Z,. Il s’agit donc d’une fonction localement constante de @, dans
C* et donc continue. Plus généralement, si F' est une extension finie de Q,, alors
Yp =g, o Trp)g, est un caractere non trivial de F'.

Exemple 4.1.8. Supposons a présent que F' est un corps local de caractéristique
p pour p premier. Alors F' est isomorphe au corps k((7')) ou k est un corps fini de
caractéristique p. On peut définir un caractere non trivial de k(7)) en posant

¢k((T)) < Z anTn> = C%Trk/]ﬁ‘p(a_l)‘

n>>—00
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Si 1 est un caractére du corps local F', on définit son conducteur comme le plus
grand idéal f, de F' contenu dans Ker(¢). C’est-a-dire que

refyeVyeO, Yy =1
Exemple 4.1.9. Le conducteur de 1, est Z,. Le conducteur de 97 est k[[T]].

Lemme 4.1.10. Soit E/F une extension finie séparable de corps locaux ultramé-
trique. Soit ¢ un caractére non trivial de F. On a alors

f’l/JOTTE/F = M’IDE‘}F :

Démonstration. On a en effet

T € fyotry,p & VY € Op, Y(Trgr(yr)) =1
S Vze Op, Vye O, Y(Trgp(zyr)) =1
&S Vze Op, Vye O, Y(zTrgp(yr)) =1
S VyeOp, Trgpyr) € fy
& € fyDpp O

Théoreme 4.1.11. Soit F' un corps local. Soit 1) un caractére unitaire non trivial
de F. Pour x € F, on note 1, le caractére de F défini par y — (zy). Alors
lapplication x — 1, est un isomorphisme de groupes topologiques.

Démonstration. Posons V(z) := 1),. L’application ¥ est clairement un morphisme
de groupes. Le morphisme W est injectif. En effet si « # 0, soit z € F tel que
P(z) # 1. Alors ¢, (2271) # 1 et donc 1), est non trivial.

Commencgons par traiter le cas ou F est ultramétrique. Si n € Z, on note
W, T'ensemble des caractéres ¢ de F tels que ¢(7"O) = {1}. L’ensemble des W,
constitue une base de voisinage de 'unité. En effet, puisque 7O est un sous-
groupe de F, le lemme implique que W, = W (x"O, B(1,/3)). De plus,
puisque ' = U,z O est que les 7O sont ouverts, pour tout compact K de
F,on a K C 7O pour un certain n € Z et donc W,, C W(K,V) pour tout
voisinage V' de 1'unité dans C*. Comme ¥~(1¥,,) D 7 "f,, on en conclut que ¥
est continue. Par ailleurs I'image de 77 "f, par ¥ est exactement I'’ensemble des
caracteres ¢ dans I'image de U tels que p(7"Q) = {1}, c’est-a-dire W(F) N W,,.
On en déduit que ¥ induit un homéomorphisme de F' sur son image.

Il reste donc & prouver que ¥ est surjectif. On suit [BHO6, Prop. 1.7]. Soit
¢ € F. Supposons ¢ non trivial. Notons f, = (79) le conducteur de 1 et fo = (™)
le conducteur de . Les caractere ¢ et 1,4-m sont tous deux de conducteur (7™)
pour u € O*. Montrons qu’il existe u € O* tel que ¢ = Y pa-m. Si u et v
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sont deux éléments de O™ et si n > 1 est entier, les caracteres ¢, a-m et ¥ ya—m
coincident sur (7™ ") si et seulement si v —u’ € (7). Comme les groupes abéliens
(7m=™) /(™) et (™) /(7™1) sont de cardinaux respectifs ¢" et ¢"', le groupe
(7m=") /(™) possede exactement " — ¢"~! caractéres non triviaux sur (7™71).
Comme O* /(14 (7™)) est un groupe fini de cardinal ¢" — ¢"*, il existe un élément
u, € O*, uniquement déterminé modulo 7" tel que @|rm-ny = 1y, rd—m|(zm-n). Par
unicité, on a u,41 — u, € (7") pour tout entier n > 1. La suite (u,) converge
donc dans O* vers un élément u tel que u — u,, € (7") pour tout n > 1. On a
donc @|zm-ny = VPypa—m|zm-ny pour tout n > 1, c’est-a-dire ¢ = 1, a-m puisque
F=Ups (@),

Il reste a traiter les cas de R et C qui sont laissés en exercice. O

4.1.3 Dualité dans les adeéles

Soit £ un corps global et soit A = Ap. Si ¢y : A — C* est un caractere, on
note v, le caractere de F, obtenu par précomposition avec I'inclusion de F, dans
A. La continuité de v ainsi que le lemme impliquent que 1,(0,) = 1 pour
presque toutes les places v de F. Réciproquement, si (1,), est une famille ou 1,
est un caractére de F, telle que ¢,(0,) = 1 pour presque toute v, alors on peut
définir un caractere de A par la formule

($u)v — H ¢v($v)'

On note @, 1, le caractere obtenu de cette facon. On obtient ainsi une bijection
naturelle entre les caracteres de A et les familles de caractéres (v,), telles que
1,(O,) = 1 pour presque toute v.

Proposition 4.1.12. I existe un caractére unitaire non trivial 1 : A — St tel que
Y(F) =1 et fy, = O, pour presque toute v.

Démonstration. Définissons ¢ explicitement. Dans un premier temps, on le construit
lorsque F' = Q. Soit 9g le caractere de Ag défini par la formule g = @, ¥, ou
Yy = g, sl v = p et )y est le caractere de R défini par  — e *™*. On a
wap = Z, pour tout p, de sorte que la condition sur les conducteurs est vérifiée.
De plus si § € Q, on peut écrire { comme une somme finie 37, &, +m avec m € Z
et &, € Z[1/p]. Par définition de g on a ¢g(m) =1 et, pour un premier p, on a

Po(&p) = g, (E)¥eo(&p) = 2P — 1

de sorte que ¥g(Q) = 1.
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Si F' est un corps de nombres, on pose ¥r = g o Trp/g. Le caractere ¢p
correspond a une famille de caracteres v, tels que f,, = O, pour presque toute v
puisque l'extension F'/Q est non ramifiée en presque toute place.

Le cas des corps de fonctions est laissé en exercice. O

Remarque 4.1.13. Soit ¥ un caractére unitaire non trivial de Ag tel que ¢ (F') =
1. Le théoreme d’approximation forte |3.1.12] implique que 1, est non trivial pour
toute place v. En effet si ¢, = 1, comme F + F, est dense dans Ap, alors ¢ = 1
par continuité.

Théoréme 4.1.14. Soit ¢ : Ap — S' un caractére unitaire de Ap tel que (F) =
{1} et fy, = O, pour presque toute v. Alors Uapplication x — 1, with ¥,(y) =
W(zy) est un isomorphisme de groupes topologiques de Ap sur Ap.

Démonstration. Soit x = (), € Ap. Pour y = (y,,), € Ap, on a
Va(y) = va(xvyy)-

Alors ¥, (x,0,) = 1 pour presque toute v de sorte que v, est un caractére continu
de Ap. On vérifie facillement que I'application z — 1, est injective et un homéo-
morphisme sur son image. Montrons qu’elle est surjective. Si ¢ € AF, le caracteére
¢ correspond a une famille (g,) de caracteres unitaires des F), telle que (0,) =1
pour presque toute v. Comme ¢, # 1 pour tout v d’apres la remarque [4.1.13] il
existe z, € F, tel que ¢, = 1, ,,. Par ailleurs f,, = O, pour presque toute v,
on doit donc avoir z,0, € O, pour presque toute v, c’est-a-dire =, € O,. Ainsi
(x,) € Ap. Ceci implique que ¢ = ¥, pour x = (Z,),- O

Corollaire 4.1.15. Soit ¢ un caractére unitaire non trivial de Ap tel que fy, = O,
pour presque toute v. Alors l'application x — 1, induit un isomorphisme de F sur

Ar/F.

Démonstration. Le groupe dual A/F/\F s’identifie & F+ € Ap. En utilisant ’iso-
morphisme Ap ~ Ar prouvé au théoreme , on considére F comme un
sous-groupe discret de Ap d’aprés le théoréme §.1.1] Comme ¢(F) = 1, on a
F C F*. De plus, il est facile de vérifier que F'* est un sous-F-espace vectoriel de
Ar. Le quotient F'-/F est alors un sous-groupe discret du groupe compact Ag/F
(théoreme et est donc fini. Mais F*/F est également un F-espace vectoriel
et I est infini. On doit donc avoir F* = F. m

Corollaire 4.1.16. Soit ¢ un caractére unitaire non trivial de Ap tel que Y(F) =
1. Alors fy, = Oy pour presque toute v.
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Démonstration. D’apres le corollaired.1.15] ¢ est de la forme p(£—) pour caractere
¢ vérifiant les propriétés demandées et £ € F'. Comme £ € O,° pour presque toute
v, on en déduit le résultat. n

4.1.4 Transformée de Fourier

Soit G un groupe abélien localement compact et soit dg une mesure de Haar
sur G. Pour f € LY(QG), la transformée de Fourier de f est la fonction f sur G
définie par

vgeC. f3)= [ fa)ale) ™ dg.

Théoréme 4.1.17 (Inversion de Fourier). Il existe une unique mesure de Haar
dg sur G telle que, pour tout f € L*(G) vérifiant f € L'(G) on a

vge G, flo) = [ F(@)alo)da.

La mesure dg est appelée la mesure duale de dg.

Remarque 4.1.18. Le théoreme d’inversion 4.1.17| peut se réécrore f = f ou f
est défini par f(g) == f(g7").

Supposons que G est isomorphe a son dual G et fixons un isomorphisme entre
ces deux groupes topologiques. Par exemple, si G = F ou F est un corps local,
il revient au méme de fixer un caractere unitaire non trivial de F. Dans ce cas,
on peut on peut considérer la transformée de Fourier f d’une fonction f comme
une fonction sur G et la mesure duale dg comme une mesure de Haar sur G. Si
¢ € R.g, la mesure duale de cdg est donnée par ¢! dj. Ainsi il existe une unique
mesure de Haar dg sur G qui est autoduale, c’est-a-dire dg = dg. On 'appelle
la mesure autoduale. Il faut bien noter que cette mesure autoduale ne dépend pas
uniquement de G mais aussi de I'isomorphisme choisi entre G et G.

4.1.5 Transformée de Fourier sur un corps local

Soit F' un corps local. On suppose dans un premier temps que F' est ultramé-
trique ultramétrique. Soit O son anneau de valuation, pr I'idéal maximal de Op,
7r une uniformisante de F' et gp le cardinal du corps résiduel Op /pp. Soit ¢ un
caractere non trivial de F'. Le choix de ¢ fournit un isomorphisme F' =~ F'. Soit
f, le conducteur de ¢ et soit d € Z tel que f; = p% = (7). On note dx 'unique

d

mesure de Haar sur F' telle que Vol(OF) = [, dz = qZ. Nous verrons un peu plus
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loin qu’avec ce choix dx est la mesure autoduale de F (relativement & notre choix
de ). La transformée de Fourier d'une fonciton f sur F' est alors la fonction f
définie sur G par

/ fla)yp(=zy)d

Nous allons étre plus particulierement intéressés par certaines fonctions spé-
ciales de F'. Soit S(F') le C-espace vectoriel des fonctions localement constantes a
support compact sur F. Cet espace est appelé l’espace de Schwartz-Bruhat.

Théoréme 4.1.19. Si f € S(F), alors fe S(F) et on a f=7F.

Remarque 4.1.20. Le théoreme [4.1.19 montre que notre choix de mesure dg est
bien autodual pour le caractere 1.

Démonstration. Une fonction f € S(F') est une combinaison C-linéaire finie de

fonctions de la forme 1,4y pour a € F' et n € Z. Il est donc suffisant de vérifier le
théoreme lorsque f = 1,4pn. Nous allons utiliser plusieurs fois le résultat suivant.

Lemme 4.1.21. Soit G un groupe abélien compact, soit dg une mesure de Haar
sur G et soit 1) un caractére de G. On a alors

/ (g si # la

VOI(G) st = 1g.
Démonstration. Si = 1g, le résultat est évident. Supposons donc qu'’il existe h €
G tel que 1(h) # 1. On a alors, par invariance de dg, ¥(h) o (g) dg = [ ¥(g) dg
et donc [ 1(g)dg = 0. O

Revenons a la démonstration du théoréme [£.1.19. On a
fan®) = [ Losmop(@yi(—zy)da = [ p(—(a+2)y)dy
TOp
= (-ay) [ )
T Op

Le lemme [4.1.21] immplique que

0 si ym"Or € fy
/Trnop Vlzy)dz {Vol( "Op) siyn"Op ¢ fy.

On a donc

Fan(y) = Vol(m"Op)p(—ay)1o-ns, (y) = ¢5" Vol(Op)¥(—ay) 1, nrao, (y).  (4.1)
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En utilisant & nouveau ’égalité (4.1]), on obtient
Fun(@) = G5 Nol(Or) | (=02)1-nsso (2h(27) dz

— 43" Vol(Or) /F 1, wrao, (2)0(—(a + 2)2) dz
= q5" Vol(Op) g Vol(Op)(0 - 2)1n-a; (a + )
= ¢7" Vol(Or)*1 a0, (2) = 5" Vol(OF)* Loy rmoy (—1).

L’équation (4.1)) et la proposition montrent que ﬁ\n € S(F) et le choix de la
mesure de Haar dg implique ¢z¢ Vol(OF) = 1, de sorte que fa\n = f;,n. ]

Exemple 4.1.22. Si I’ est une extension finie de Q, et ¢ = g, o Trp/q,, alors

fo = D;/l@p- Pour ce choix de caractére, la mesure autoduale de F est ¢ 2 dz ou
dz est la mesure de Haar normalisée (c’est-a-dire [, dz = 1) et Dp/q, = p¥, avec
m € N.

Exercice 4.1.1. On considere ici le cas ou F' = R. On définit un caractere unitaire
non trivial unitary de R en posant g (z) == e~2™*. Vérifier que la mesure de Haar
autoduale pour ce caracteére est le mesure de Lebesgue dz (c’est-a-dire telle que
Jy dz = 1). De plus soit S(R) I'espace de Schwartz des fonctions indéfiniment
dérivables f : R — C telles que pour tout (m,n) € N2

lim_Jo™ /™ ()] = 0.
|z| =400

Véfifier que f € S(R) implique f € S(R) et f: f.

Exercice 4.1.2. On considere a présent le cas ou F' = C. On définit un caractere
unitaire non trivial de C en posant ¥¢c(z) == ¢r(Tre/r(z)) = e 4R Vérifier
que la mesure de Haar autoduale sur C est la mesure 2 dx dy (telle que la mesure
de [0,1]? vaut 2). Soit S(C) l'espace de Schwartz space des fonctions indéfiniment
différentiables f : C ~ R?* — C telles que pour tout (p,q,n) € N3

lim |z|"
|z| =+o0

4.1.6 Transformée de Fourier sur les adéles

Soit ¢ un caractere unitaire non trivial de Ag tel que ¢(F') = 1. Le corollaire
4.1.16| implique alors que f,, = O, pour presque toute v. Soit Ay 'anneau des
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adeles finis, c’est-a~dire le produit restreint des F, pour v place ultramétrique
relativement aux sous-groupes O,. On définit ’espace des fonctions de Schwartz-
Bruhat sur Ap comme

S(Ap) = S(Fx) ®c S(Ay)

ot S(Fyo) = Qyjoo S(F,) et S(Ay) est I'espace des fonctions localement constantes
a support compact sur A;. Tout élément de S(Ar) est une somme finie de fonctions
de la forme ®,cq f, ® x° ot x° = 11—[ 4500 POUT S un ensemble fini de places

contenant X, et f, € S(F,).

Noter que f,, = O, pour presque tout v. Dans ce cas, la mesure autoduale de
F, relativement a 1, vérifie [, dz, = 1. Soit dz la mesure sur Ap définie comme
le produit des mesures autoduales mesure sur les F), relativement aux ,. Cette
mesure est bien définie d’apres le proposition [3.1.10

Proposition 4.1.23. Si f € S(Ay), alors f € S(Ar) etf: i

En particulier la mesure de Haar sur Ay définie comme le produit des mesures
autoduales sur les F, relativement aux 1, est bien la mesure autoduale sur Ap
relativement a 1.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de vérifier le résultat pour une fonction f de
la forme ®,cg fo @ x°. Sans perte de généralité, on peut agrandire S de sorte que
S contienne toutes les places v pour lesquelles f,, # O,. D’apres la proposition

[3.1.10} on a alors
f(y> = /AF f(l‘)lb(—xy) dx = H /Fv fv<x)¢v(_xvyv> dr, = H fv(yv)'

veS veSs

On en déduit que f = Rues fLoaxsSes (Ap) et la formule d’inversion se déduit
du théoreme E1.19 O

D’apres le corollaire[4.1.15] tout autre caractére unitaire ¢ de Ay vérifiant ¢(F)
est de la forme ¥ ({—) pour un certain £ € F. La formule du produit (théoreme
implique alors que la mesure autoduale sur Ap relativement & ¢ ({—) est
aussi dz. En effet, en posant ¢/ = ¥(£—), on vérifie facilement que la mesure

1

autoduale sur F, relativement a 1] est |§,|2 dx,. Ainsi la mesure autoduale sur
Ar ne dépend pas du choix du caractere character ¢ (a condition que ¢(F) = {1}).
Le quotient de cette mesure autoduale sur Ag par la mesure de comptage sur F'
est une measure de Haar sur Ap/F appelée mesure de Tamagawa sur Ap.

Proposition 4.1.24. Pour la mesure de Tamagawa, le volume de Ap/F vaut 1.
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Démonstration. Prouvons le cas des corps de nombres. Soit dz = ), dz,la mesure
sur Ap telle que dx, est la mesure normalisée sur pour tout v. D’apres le théoreme
3.1.11, on a [, p dv = \AF\% pour la mesure quotient de dz par la mesure de
comptage sur F'. Soit ¢ un caractere unitaire non trivial de Ap. Comme la mesure
autoduale sur A ne dépend du choix de ce caractere, on peut le choisir de la forme
g o Trp/g. Alors fy, = D;Ul/@p pour toute place v ultramétrique (avec p = v|g)
alors que dz, est déja autoduale si v | co (d’apres les exercices et [4.1.2)).
d

Ainsi la mesure autoduale sur Ap est cdx ou ¢ = [[. ¢y avec ¢, = |7rv|1,7v tel que
Dr, /g, = (1?). La formule du produit (théoréme [2.3.12] implique alors que

dy 1 1 —
[Leo = IIml? = T1IINE 0, (m)™ 13 = TIIARIS = [AF|"

vfoo P wlp p

ol

Ce qui nous donne le résultat. n

Exercice 4.1.3. Démontrer la proposition lorsque F' est un corps de fonc-
tions.

4.2 Fonctions zéta locales

4.2.1 Caracteres multiplicatifs

Soit F' un corps local ultramétrique. On rappelle qu'un caractére de F'* est un
morphisme de groupes continu w : F* — C*. Un caractere est dit non ramifié si
w(Of) = 1. Dans ce cas, il est déterminé par sa valeurs sur une uniformisante 7p
de F et donc de la forme |-|3. pour un nombre complexe s € C. Plus généralement,
un carcatére w de F’* peut s’écrire sous la forme wyl-|% ol wy est unitaire et s € C.
Noter qu'une telle écriture n’est pas unique. On dit que deux caracteres |-|; et |-]o
sont equivalents s'il existe s € C tel que |-|o|-|;* = |-|°. La classe d’équivalence
d’un caractere est en bijection avec C/Zlog(’;;) ~ C* et peut étre munie d’une
structure de surface de Riemann. Cela nous permet de parler de I’holomorphie ou
de la méromorphie d'une fonction a valeurs complexes définie sur I’ensemble des
caracteres.

Si w est un caractére de F'*, on pose o(w) := Re(s) ou w = wyl-|* avec wy
unitaire. Cette définition ne dépend pas de la décomposition choisie. En effet,
. ! B
siwg|-|* = wpl-|*, alors s — ¢’ € iR.

A partir de maintenant, on fixe ¢ un caractére non trivial de F' et on note dx
la mesure autoduale de F' relativement au choix de . On fixe également d*x une
mesure de Haar sur F'* (le choix de d*z n’influe sur ce qui suit).
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Si f e S(F) et si w est un caractere de F'*, V'intégrale zéta associée a f et w
est

Z(f,w) = / F@)w(z) d*z

FX
lorsque l'intégrale converge.

Lemme 4.2.1. L’intégrale Z(f,w) converge absolument pour o(w) > 0.

Démonstration. On peut écrire f = f(0)1p, + g ou g est localement constante &
support compact dans F'*. L’intégrale [« g(x)w(z) d*x converge absolument pour
tout w. De plus, si 0 == o(w) > 0, on a

“+oo

Z/no |z|7 d*x

n=0"TrYF
1

| op@w@)aa= [ |27 d*e =
X Of

o
= ¢z Vol(OF) = Vol(O5) —. O
n=0 1- 4r
Remarque 4.2.2. La preuve du lemme montre que, pour tout s € C tel que

Res >0, on a
1

1—qp°

Z(Log, |-I7) = Vol(OF)

4.2.2 L’équation fonctionnelle locale
Soit f € S(F). La remarque implique que, pour Res > 0,

Z(f,1-17) = f(0) Vol(OF)

=+ 20 )
oug=f— f(0)lp,. Comme g est une fonction a support compact sur F*, 'in-
tégrale Z(g,||*) converge absolument pour toute valeur de s € C et 'application
s+ Z(g,|]?) est holomorphe sur C. Ceci montre que I'application s — Z(f,|-|*)
se prolonge (de fagon unique par le théoréme du prolongement analytique) en une
fonction méromorphe sur C.

Considérons a présent le cas de caracteres ramifiés. Soit wy un caractere unitaire
de F'* et supposons que wy est ramifié, ce qui est encore équivalent & demander que
wo ne soit pas de la forme |-| pour ¢ € R. On définit le conducteur de wy comme
le plus grand idéal f,, de Op tel que wy est trivial sur 1 + f,,. La proposition
4.1.6| montre que le conducteur est un idéal ouvert de Op. 1l est donc de la forme
fuo = (M%) pour un certain. Notons que, puisque wy est ramifié, la restriction de
wo & O est non triviale. Le lemme implique que

/(’)X wo(z)d”*x = 0.

F
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Par invariance de la mesure de Haar, on en déduit que, pour tout n € Z, on a
Jenox wo(z)d*x = 0. Soit f € S(F) et soit n > 1 tel que f est constante sur
7 Op. Pour s € C tel que Res > 0, on a

/7r"OF\{O} F@)wo(@)|z| d”x = %:n/ﬂk . f(@)wo(z)|z]* d*x
= Sl [ FOola) ¥z =0

k>n

On a donc prouvé

Z(fwoll) = [ f@w(@)lel d

F\m"Op

pour tout s € C tel que Res > 0. L’intégrale de droite est absolument convergente
pour tout s € C et fournit une fonction holomorphe sur C. Ainsi on a prouvé que
la fonction s — Z(f,wo|-|*) s’étend en une fonction holomorphe sur C (autrement
dit une fonction entiere).

Pour conclure, nous avons prouvé que la fonction w — Z(f,w) possede un
unique prolongement méromorphe en w. Ce prolongement méromorphe est holo-
morphe sur les classes d’équivalence de caracteres ramifiés. Nous allons a présent
vérifier que ce prolongement méromorphe satisfait une équation fonctionnelle.

Si w est un caractere de F'*, on définit w = |-|w*1. En écrivant w = wp|-|* ot
wo est unitaire, on a & = wy |17 = @1

Proposition 4.2.3. Soit w un caractére de F* tel que 0 < o(w) < 1. Soient f et
g deuz éléments de S(F). On a alors

A

Z(f,w)2(9,0) = Z(g,w)Z(f,®).

Démonstration. Prouvons que la quantité Z(f,w)Z(g,o) ne change pas lorsque
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I’'on échange les roles de f et g.

205205 = [ [ F@i@llw(ay ) d e dy
_//Fx P fy2)a(y)lylw(z) d*y d* =

/ (/ flyz)g \y!dx> "z

= w(z) / (yz |y|/ —uy)dud*yd*z
Fx

X

/ / /f Yoz g(u)p(—uvz™") dud*vd*z
X

—/ _1|//f (—uvz ) dufv| d*vd* 2

:C’/ w(z z_1|/ / f@)g(u)(—uvz™") dudvd*z
x FJF

Comme |v| d*v est, a un facteur scalaire non nul C' > 0, la mesure de Haar dv sur
F, on voit bien que la quatité est symétrique en f et g. O

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.2.4 (Tate). Pour toute f € S(F), la fonction w — Z(f,w) posséde
un prolongement méromorphe sur l'espace de tous les caractéres de F*. De plus,
il existe une fonction méromophe inversible w — (1, w) telle que

Z(faw) = 7(¢7W)Z(fa@)

pour tout w.

Démonstration. 11 suffit de prouver que pour tout caractére unitaire wy de F'*,
il existe une fonction g € S(F) telle que that Z(§,wy'|-|**) and Z(g,wl-|*)
sont méromorphe en s € C et non nulles. En effet, on choisit alors (¢, wol-|*) =
Z(g.wol|°)
Z(geq 1P 5)
est non nulle. En effet si Z(g,wp|-|*) était nulle, on aurait

Notons qu’il suffit de trouver g telle que la fonction s — Z(§,wy*|-|*=*)

Z(g7w01| |1 S)Z<§7w0|'|s) = Z(gaw01| |1 S>Z(§’w0|'|z)
= wo(—=1)Z(g,wol-['"*) Z(wo|-|""*) = 0

et il en serait de méme de s +— Z(§,wy ' |-|*=*).

Pour trouver g, considérons séparément le cas ou wy est non ramifié et le cas
ou wp est ramifié.
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Supposons wy non ramifié. On peut alors supposer que wy = 1. On peut choisir
g telle que § = 1p,.. En effet, on a déja calculé (remarque [4.2.2)) que

1

s—1

Z<1OF‘7 Hlis) = VOI(O;‘) 1 — q
F

qui est bien non nulle.

Supposons que wyp est ramifié et choisissons g telle que § = 1;,ym ou pi est le
conducteur de wy (et donc de wy'). On a alors

Z(g,wo ' |-['%) = Vol(1 + pf) # 0. O

Si w désigne un caractere de F'*, on définit sa fonction L locale par la formule

1—q5°

L siw=||* is unramified
L(w) =
1 si w is ramified.
Les calculs précédents montrent que, pour toute fonction f € S(F'), la fonction

w = L(w)™'Z(f,w) est holomorphe en w. Autrement dit, pour tout caractére
unitaire wy de F*, la fonction s — L(wg|-|*) "' Z(f,wol-|*) est holomorphe en s.

On définit alors le facteur epsilon de w par la formule

_ L(w)
5(7% w) T ’Y(wa w) L(w) .
L’équation fonctionnelle locale (théoréme [4.2.4)) se réécrit
Z(f,w) Z(f,o)
F = .
VS ESI), o, T = el s

De plus, la fonction w — (¢, w) est holomorphe et inversible.

Proposition 4.2.5. Soit w un carcatére de F*, on a alors : formulas.

(Z) ’YW’W)’YW?@) = w(_l) ;

(”) 7(7707@) = w(_1)7(¢aw) ’
(ii) sio(w) =3, alors |y(¢,w)| = 1.

Démonstration. (...) O

Remarque 4.2.6. Les facteurs v et € peuvent étre explicités complétement. Soit
(74) le conducteur de . On a alors

s d(l_s)
e, |°) = qp*
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et, si wy est un caractere unitaire ramifié de F'*, de conducteur p7, vérifiant de
plus wo(m) = 1, alors

(d—m)(%—s

(el 1) = " ap? G wn)
ou G(¥,wp) est la “somme de Gauss”

Gwo) = Y. wola)y(rE™a).

a€(Or /pp)*

La proposition montre alors que |G(¢,wp)| = ¢2. Si n = 1, on retrouve le
résultat classique concernant les sommes de Gauss sums du corps fini k.

4.2.3 Le cas des corps locaux archimédiens

L’énoncé du théoréme reste valable si I'on remplace F' par R ou C a
condition de faire les modifications ci-dessous. Nous laissons les calculs et démons-
trations en exercice.

Si F' =R, posons
L") =m20(5),  Lisgnl-[*) = L(|-[**).

On a alors
e(Wr, |I°) =1, e(yr,sgn||*) = —i

(rappelons que g est le caractere z — e 2™,

Si F = C etn € Z, on définit 6, par z — (2z71)3. Il s’agit d’'un carcatére
unitaire de C* et tout caractere de C* est équivalent a #,, pour un unique n € Z.
On pose

L(0,]]2) = (2r) 5T <s + 'Z') .

On a alors
5(7/)(37 9n||%) = i_|n|'

Rappelons que ¢¢ est le caractere ¢g o Tre/r de C et que |-|c = |-|r © Nejr = |-

4.3 Fonctions zéta globales

4.3.1 La formule d’inversion dans le cas compact

Soit G un groupe abélien compact. Son dual G est donc discret d’apres le
théoreme {4.1.1} On munit G de la mesure de Haar dg de volume 1. Nous allons
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voir que la mesure duale correspondante sur G est la mesure de comptage. Nous
supposons de plus que si ¢ € G, il existe y € G tel que x(g) # 1. Cest une
conséquence du théoreme [4.1.3] mais nous allons démontrer directement le résultat
qui suit sans faire appel a ce résultat plus fort.

Remarque 4.3.1. On peut vérifier que le groupe Ap/F vérifie la propriété pré-
cédente en utilisant le corollaire LT.15

Théoréme 4.3.2. Soit f € L'(G) telle que f est une fonction sommable sur G.
Alors pour presque tout g € G, on a

Fl9) =3 FOx().

xe@

Démonstration. La sous-algebre de I’ensemble des fonctions continues de G dans
C formée des combinaisons linéaires d’éléments de G vérifie les hypotheses du
théoreme de Stone et est donc dense dans C(G,C) pour la norme de la borne
supérieure. On montre alors que la fonction f — 37 f (x)x est orthogonale & cette
sous-algebre pour le produit scalaire

(u,0) = [ ulg)olg) dg.

On en conclut que cette fonction est orthogonale a C(G, C) dans L'(G), qui est
dense dans L'(G), et on obtient le résultat. O

4.3.2 Formule de Poisson

Lemme 4.3.3. Soit f € S(Ap). Alors la série de fonctions

z— Y flz+€)

fer

est normalement convergente sur tout compact de Ap.

Démonstration. Comme f est une combinaison linéaire finie de fonctions de la
forme foo®1y ot U est un ouvert compact de A et fo, € S(F), il suffit de prouver
le lemme pour les fonctions de ce type. Soit K une partie compacte de Ap. Quitte a
agrandir K, on peut supposer que K est de la forme Koo X [[,es 7" OF, X[ 1,¢s OF,
ou S C ¥\ Yy est fini, m, € Z pour v € S et U C [[,es ™, OF, X [lugs OF, -
Soit A I'image dans F, de F'N]],eg 7" OF, X [Iygs OF,. Alors A est un réseau de
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F,, ~RIFU Pour ¢ € F, si la fonction = — fe(x) = f(z + £) est non nulle, alors
¢ € A. On en conclut que

> suplfel < 3 sup|foogl-
ter K geA Koo

Comme f, € S(F,) pour tout v € Yo, on a foo(z) = O(||z||"F*E+Y) pour x € Fyy
(ou ||-]| désigne une norme sur le R-espace vectoriel Fi,). On en conclut que la
série de fonctions Y ¢cp fe converge normalement sur K. O

Théoréme 4.3.4 (Poisson formula). Pour f € S(Ag), on a
(i) 2er f(&) = 2er f(f) ’
(i) et pour tout a € Ip, |a| Xeep [(al) = Xeer f(a'E).

Démonstration. La formule se déduit facilement de la formule |(i)| appliquée
a la fonction z +— f(ax). Prouvons donc D’aprés le lemme [4.3.3] la série
¢ f(z+£) est normalement convergente pour  variant dans une partie compacte
de Ap, la fonction x +— g(z) == Yecp f(x + &) est continue sur Ap/F. Comme
Ap/F est compact (théoreme , la fonction g est intégrable. Calculons ses

—

coefficients de Fourier (c’est-a-dire la fonction § sur 'espace discret Agr/F'). Le

—

corollaire [4.1.15 nous permet d’identifier Arp/F a F. Plus précisément on fixe 1
un caractére unitaire non trivial de Ap trivial sur F. On associe alors £ € F
le caractere ¢¢ @ x — ({x) de Ap/F. Soit D C Ap un domaine fondamental
compact de Ap/F (qui existe d’aprés la démonstration du théoréme [3.1.11)). Pour

£ € F, on a, en utilisant la proposition [B.5.4]
g(&) = /AF/F g(x)p(—&x)dx = /AF/F > fla+u)p(—Ex) da

ueF

A

= | fe)(=Ex)dr = f(£).

Afp

On a f € S(Ap) d’aprés la proposition [4.1.23] La série >eer §(&) est donc absolu-

ment convergente et la formule d’inversion de Fourier implique

Vo € Ap/F, gla) =3 f(E)(x).

¢eF
On obtient la formule |(i)| en évaluant cette égalité en x = 0. m
4.3.3 Intégrales sur Ip

Rappelons que si z € C vérifie |z — 1| < 1, alors on pose

log(z) = Y- L0

n=1 n

(z—1)"
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Soit (z,)yex une famille de nombres complexes non nuls indexée par un en-
semble ¥. On dit que le produit [],ex x, est absolument convergent si la famille
(|xy — 1])vex est sommable. Dans ce cas, le produit infini [],cx x, existe comme
un élément de C*. En effet, il existe une partie finie S C ¥ telle que |z, — 1] <1
pour v ¢ S. Comme |log(z,)| ~ |z, — 1] quand v varie parmi les complémentaires
des parties finies de ¥ \ S, la série 3_,¢glog(z,) converge absoluement. On pose
alors

I (H :1:') exp (Z log(xv)) |

vEXD ves vgS

Dans ce cas la famille (I],cg %, )scs indexée par les parties finies S C ¥ converge
vers [[,ex @, pour le filtre des complémentaires des parties finies. Autrement dit
pour tout € > 0, il existe une partie finie Sy C X telle que, pour toute partie finie
S D Sp, on a [[Tyes To — [Tpes To| < €.

On considere désormais une famille de groupes localement compacts G, indexée
par v € X, une partie finie ¥, C X et, pour tout v ¢ ¥, un sous-groupe compact
ouvert H, C G,. Pour tout v € ¥, on fixe une mesure de Haar (a gauche) dg, sur
G, telle que que [y dg, = 1 pour presque tout v ¢ Y. Soit dg = Q,ex dgy la
mesure produit sur G =[], G,.

Lemme 4.3.5. Pour v € X et soit f, une fonction continue et intégrable sur G,.
Supposons que f,|p, = lg, pour presque tout v ¢ 3o et définissons f((gv)) =
[T, fo(gw) sur G. Sile produit 1, |, |fo(gv)| d*gv est absolument convergent, alors
la fonction f est intégrable sur G et

L@ ag =11 [ filg)d"o.

Démonstration. On démontre le résultat en utilisant le théoreme de convergence
dominée. Soit Sy I'ensemble fini des v tels que v € ¥, ou f,|y, # 1g,. Pour toute
partie finie S de ¥ contenant Sy, posons

6%1: II(%)X II_HL.

vES véS

Alors GG est I'union des ouverts GGg. Pour un tel S notons dgg la mesure de Haar
Ques dgy sur Gs. Sion prouve qu'il existe un réel C' > 0 tel que [, |f(g)]dgs < C
pour tout S D 9, alors le théoreme de convergence dominée implique que f est
intégrable et que

/G f(g)dg = Solcignc o Jo f(gs) ®uves dgs.
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Or l'inclusion S D Sy et la proposition (3.1.10f impliquent que

L V@1 =11 [, 17:(9)] dg.

veS
En particulier la famille des [],cg [q,[fo(90)| dgy est bornée. On en conclut I'exis-

tence de C' > 0. De plus la famille des ( Ja, 1 fo(go)| dgy — 1) est sommable si et

seulement si la famille des ( T, | folgo)] dgv) est sommable. En particulier

¢s
la famille ( Ja,m, folgv) dgo ) . est sommable, ce qui implique que le produit
I1, [rx fu(go) dg, est absolument convergent. On en déduit donc

/Gf(g> dg =lim |

veS

/Gv fo(g0) dgy = E[/G £o(g0) dgo. -

Nous appliquerons en particulier ce résultat au cas ou G = Ip, G, = F* et

H, = O},

4.3.4 Caracteres de Hecke, fonctions zéta globales

Un caractére de Hecke est un caractére du groupe localement compact Ip/F*,
c’est-a-dire un morphisme de groupes continu x : Irp/F* — C*. Si y est un
caractere de Hecke, pour toute place v de F', la précomposition de x avec I'inclusion
F) — I est un caractere y, de F,*. On déduit de la continuité de y que Y, est
non ramifié pour presque toute place v. Réciproquement si (x,)ex est une famille
de caracteres de F* telle que presque tous les y, sont non ramifiée, on définit un
caractere y de Ir par la formule

X((70)) = H Xo(Ty).

VEX

Cependant ce caractere n’est pas toujours un caractére de Hecke, il faut de plus
supposer que x(F*) = {1}.

Proposition 4.3.6. Soit x un caractere de Hecke. Alors il existe un nombre réel
oy € R tel que
Ve elp, |x(z)| = |z|™.

Démonstration. C’est une conséquence de la compacité de I}/ F* (théoreme|3.2.4)).
En effet, on en déduit y(IL/F>*) C S! de sorte que || se factorise a travers
I’application norme. O
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En conséquence, si x est un caractere de Hecke de composantes locales x.,,
v € X, le nombre réel o,, est indépendant du choix de v.

Fixons une mesure de Haar d*z on Iz de la forme Q, d*x, ou d*x, est une
mesure de Haar sur F* telle que fo; d*z, = 1 pour presque toute v. Si f € S(Ap)

et x est un caractére de Hecke character, on définit ’intégrale zéta globale Z(f, x)
associée a f et y par la formule

Z(f,x) = | flo)x(z)d*x

Ir

(lorsqu’elle est convergente).

Proposition 4.3.7. Si o, > 1, l'intégrale Z(f, x) est absolument convergente.

Démonstration. Supposons donc o, > 1. On peut supposer que f est de la forme
R, fo ou f, € S(F,) et f, = 1o, pour v ¢ S ou S est un ensemble fini de places
de F' contenant ... Quitte a agrandir .S, on peut méme supposer que Y, est non
ramifié et que fo; d*x, = 1 pour v ¢ S. Pour chaque v, on déduit du lemme

4.2.1 que l’intégrafe zéta locale [px fu(7)xo(7)d*x, est absolument convergente,
puisque o,, = 0, > 1 > 0. Il est donc suffisant de vérifier la convergence absolue
du produit product

11 [ teabtalde, =TT [, bl d*s.

Or x, est non ramifié des que v ¢ S. On a donc |x,| = [-|7% et [ |xo(2y)| d* 2, =
(voir remarque [4.2.2)). Le résultat se déduit donc du lemme suivant. [

1—q, 77

Lemme 4.3.8. Le produit [],¢g ﬁ est absolument convergent pour o > 1.

1=
% < 2p77 et il est bien connu que 37, p™7 < 400 des que o > 1. Si F' est un
corps de nombres, on a, pour tout idéal maximal p de Op, ﬁ — 1< 2Np—°.

De plus Card {p | p} < [F : Q] pour tout nombre premier p. Ainsi on a

, . : _ 1
Démonstration. Supposons dans un premier temps F' = Q, on a alors T—

S Np " <[F:Q) p 7 <+
P )

sio > 1.

Le cas des corps de fonctions est laissé en exercice. O
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4.3.5 L’équation fonctionnelle globale

On déduit facilement de la convergence absolue des intégrales zéta globales pour
oy > 1 que la fonction x — Z(f, x) est holomorphe sur I'ensemble des caracteres
de Hecke x vérifiant o, > 1. Plus précisément, si xo désigne un caractere de Hecke
unitaire, la fonction s — Z(f, xo|-|*) est bien définie et est holomorphe sur 'ouvert
{s € C| Re(s) > 1}.

Remarque 4.3.9. Si F est un corps de fonctions, et si [Ip| = ¢%, la fonction

s+ Z(f,s) est invariant par addition d’éléments du groupe 1322'

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.10. Soit f € S(Ar) et soit K une partie compacte de Ip. Alors la
série Yeerx f(y€) est normalement convergente pour y € K.

Théoréme 4.3.11. Soit f € S(Ap).

(1) La fonction x — Z(f,x) posséde une unique extension méromophe a l’en-
semble des caractéres de Hecke characters et vérifie I’équation fonctionnelle sui-
vante

Z(f.x) = Z(f.X)

Loet la transformée de Fourier f est relative d la mesure autoduale

ot X = |[x~
sur Ap.
(2) Si xo est un caractére de Hecke tel que xo(I}) # {1}, alors la fonction

méromorphe s — Z(f, xo|-|°) est holomorphe (elle ne posséde aucun pole).

(3) Supposons que F est un corps de nombres. Alors la fonction s — Z(f,|-|*)
est holomorphe sur C \. {0,1}. De plus, tous ses péles sont simples et sont inclus
dans l'ensemble {0,1}. Si la fonction posséde un pole simple en O (resp. 1), le
résidu y est —xf(0) (resp. kf(0)), ot k désigne le nombre Jrypx dx.

(4) Supposons que F est un corps de fonctions et soit ¢ € Z=1 tel que |Ip| = ¢~.
Alors la fonction s — Z(f,|]°) est holomorphe sur C (ligi]ZU 1+ 1(2)22). De plus,
tous ses poles sont simples et sont inclus dans l’ensemble {0,1}. Si la fonction
posséde un pole simple en 0 (resp. 1), le résidu y est —rf(0) (resp. lif(O)), ol K
désigne le nombre [j1 px d*x.

Démonstration. Dans la démonstration nous supposons que F' est un corps de
nombres. Dans le cas d'un corps de fonctions, la démosntration est

Fixons xo un caractere de Hecke unitaire (en particulier o,, = 0) et montrons
que la fonction s — Z(f, xo|-|°) a les propriétés recherchées. On Z(f, x&) = I(s) +
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[s) = | J@xo@alde, 1(s)= | f@)xo@)el d"z.
D’apres la proposition [4.3.7, I'intégrale définissant la fonction s — II(s) est ab-
solument convergente sur tout compact du domaine {Re(s) > 1} et la fonction
s+ II(s) est holomorphe sur ce domaine. Si Re(s) < 1,ona |f(z)||z*] < |f(z)]|z|?
pour [z] > 1, de sorte que l'intégrale [,;o|f(z)|[2°] d*z est dominée sur le domaine
{Re(s) < 1} et donc la fonction s — I1(s) est définie et holomorphe sur C.

Notons v : \I r| — Ip la section de la norme d’idele considérée dans la preuve

du lemme [3.2.3] On a alors, pour Re(s) > 1,

/ /11 2v(t))xo(zv(t))t® dro—

Remarquons que, quitte a remplacer s par s — ¢ pour un certain o € R, on peut
toujours supposer que xo(v(t)) = 1 pour tout ¢t € |Ir|. On a donc

dt

= [# [t ar

t

Soit D un domaine fondamental compact pour le quotient I}/F* (dont I'existence
a été démontrée dans la section [3.2.4). On a alors

[ @ de = 3 [ femio@de= [ 3 fEn)o)d

F EEFX £EFX

En effet la série Y ¢cpx f(y) converge normalement sur tout compact de Ip. On
peut donc écrire

g+ [ [ roxe@aet = [1 [ ¥ s ae

fer

En utilisant le lemme on peut écrire

/o1 g /D J(0)xo(w) dlwit = rf(0)d3

s {1 i xolF) = {1}

0 sinon.

. Ainsi

I(s) + kf(0) /tS/fov )d:zcﬁ

fer
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En utilisant la formule de Poisson (théoreme [4.3.4)), on a

1)+ mf 07 = [0 [ 43 fevtool) dia

el

:/Olts_l/DZf(fv(t)x)Xo(x)dlft

fer

- /1+°°t1—s /D—1 S fevt)z)vg (@) dle

£er

= fa)xg ! (@)|2]' = d*x + f(0)w6

lz|>1 S —

En particulier la fonction s — I(s) + xf(0)0% — /-if(O)(SS%1 se prolonge en une
fonction holomorphe sur C. On en déduit que la fonction s — Z(f, xol|-|*) possede
un prolongement méromorphe a C. On en déduit aussi immédiatement que si
Xo(I}) # {1}, on a 6 = 0 et que le prolongement est holomorphe. Enfin, pour tout

s ¢ C, on a 'égalité
20l ) = [ Fex @l de [ )l d
s <f<o> . f(O))

1—s S

qui implique I’équation fonctionnelle et 1'assertion concernant les pdles et résidus.
O

4.3.6 Fonctions L globales

Soit x : Ip/F* — C* un caractere de Hecke. Notons S, 'ensemble des places
v de F telles que v | 0o ou X, est ramifié en v (c’est-a-dire x,(Of, # {1}). Notons
I7 le produit restreint des groupes FX pour v ¢ S relativement aux sous-groupes
Oy, . Le groupe I} s’identifie naturellement & un sous-groupe de I. Notons I(F)®
le quotient de I} par le sous-groupe compact [Togs OF,. D’apres la section m
le groupe 2 s’identifie naturellement au groupe I(Op)® des idéaux fractionnaires
de Op premiers aux p, pour v € S \ X, dans le cas des corps de nombres et au
groupe Div® (F) des diviseurs de F' dont le support ne rencontre pas S dans le
cas des corps de fonctions. Comme x est non ramifié hors de S, le caractéere x| I8
se factorise a travers I(F)° et fournit donc un caractére de I(F)°, que I'on note
encore .

On note I(F)7 le sous-monoide de I(F)% engendré par les uniformisante T,
pour v ¢ S. Il s’identifie alors au monoide des idéaux a C Op premiers aux p,,
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v € S\ X, dans le cas des corps de nombres et au sous-monoide Divi(F ) de
DiVS(F ) constitué des diviseurs positifs, c’est-a-dire a coefficients positifs.

On note L(x) le nombre, lorsqu’il existe,

Lix)= Y x(a).

aeI(F)fr

On adopte tres souvent la notation suivante lorsque x est unitaire. On note

L(x,s) = L(x|-]").

En particulier si F' est un corps de nombres, on a

L(x,s)= Y, x(@N(a)™.

S
aEI(OF)+

Et si F est un corps de fonctions et q € Z~; est tel que |Ip| = ¢%, on a

Lix,s)= Y xl(a)g st
a€Divy (F)

Lorsque y est unitaire, ces sommes sont absolument convergentes des Re(s) > 1.

On a alors
L(x,s) = [T L)

vfoo
(en effet L(xo|-|5) = 1 si x, est ramifié).
Remarque 4.3.12. Soit S l'ensemble des places finies de F' telles que Yy, est

ramifié. Si v € S, alors L(x,|-|5) = 1. Cependant, si v ¢ S, alors x,(w,) ne dépend

pas du choix de I'uniformisante @, of F, et on note ce nombre y,(p,). On a alors

Lx.|-3) = W. On peut donc réécrire, pour Res > 1,

Lx,s) = 11 (=awaveo=)

vfoo
On définit la fonction L complétée d'un caractere de Hecke y par la formule

Alx) = L(x) T[] L(xv)-

v]oo

En d’autres termes, pour y unitaire et s € C,

A<X7 3) = L<X7S) H L(Xvaj)

v]oo
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On fixe a présent ¢ a caracteére unitaire non trivial de Ap/F. On définit alors
le facteur € de x par la formule

e(x) = [ (v x0)
v
avec, comme toujours, la variante, pour y unitaire et s € C,

5<X’ 8) - H€<¢’U7 Xv||1s;)

Ce produit est bien défini car il s’agit d’un produit fini : (¢, x,) = 1 si x, est non
ramifié et si le conducteur de 1, est O, (remarque . Nous verrons également
un peu plus loin que, comme la notation le suggere, ce produit ne dépend pas du
choix de 1.

Dans la suite on munit Az de la mesure de Tamagawa (mesure autoduale pour
1) mais indépendante de 1) et on utilise ¢ pour identifier Ar & son dual (dans la
transformée de Fourier).

Théoréme 4.3.13 (Hecke, Tate). Soit x un caractére de Hecke unitaire. La fonc-
tion s — A(x, s) s’étend de fagon unique en une fonction méromorphe sur C et
vérifie I’équation fonctionnelle suivante

A(X_1> 1- S) = g(Xa S)A(Xv S)'

De plus si x(I+) # {1} (de fagon équivalente, si le caractére x n'est pas de la forme
|-]*t pour un certain t € R), alors la fonction s — A(x, s) est holomorphe sur C.

Démonstration. Les théoremes [4.2.4] et [4.3.11| impliquent formellemnt 1'égalité

IT (@, xol 5) =1

VEYD

qui fournit immédiatement 1’égalité recherchée. Cependant ce raisonnement pure-
ment formel est délicat & utiliser car les produits [T, L(x.|-|2) et TT, L(x;*|-|17%)
ne convergent pas absolument pour les mémes valeurs de s. Il faut donc procéder
un peu plus délicatement.

Soit S un ensemble fini de places de F' contenant les places archimédiennes, les
places ou Y, est ramifié, les places ou le conducteur de v, est différent de Op, et
les places ou fo; d*x, = 1. Choisissons f € S(Ap) telle que Z(f,x||?) # 0 et
de la forme f = ®,cg f» @ X°. Les formules explicites des sections [4.2.2] et
montrent que c’est possible. On a alors, pour v ¢ S

Z(forxol 13) = LOx|-[7)-
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Ainsi, pour Res > 1, le quotient % est égal a un produit fini de fonctions se

prolongeant en des fonctions holomorphes sur C :
ADes) s LOalld)

En particulier, on déduit du théoréme [4.3.11{ que A(x, s) se prolonge a C en une
fonction méromorphe. Si v ¢ S, on a f, = f, (d’apres les calculs dans la démons-

tration du théoreme [4.1.19)). Ainsi
ZUN) g 2o HE)
A(X_17 1 - 8) vES L<X171||11)_S>
On déduit donc des théoremes [4.2.4] et |4.3.11| que
A(X_la 1 - S) = 8(X7 S)A(Xv S)'

Concernant I’holomorphie si x(I}.) # {1}, il suffit de choisir une fonction f de telle
sorte que Z(f, x|-|°) = A(x, s) et d’utiliser le théoreme |4.3.11] O

Exemple 4.3.14. Si l'on choisit pour x le caractére trivial, la fonction L(y, s)
est également appelée fonction zéta de Dedekind du corps F' et est notée (p(s).
Lorsque F' est un corps de nombres, on a donc, pour Res > 1,

1
Gr(s) = g(;F v - Ui

la somme étant prise sur les idéaux non triviaux de O et le produit sur les idéaux
maximaux de Op. On a alors

A(s) = A(Ls) = (7 20(3))" ((2m)' "L (s))*Cr(s).

Si F' est un corps de fonctions de corps des constantes I, on a
1
<F(S) = Z qs deg(D) :

DeDiv(F),

Corollaire 4.3.15. Supposons que F' est un corps de nombres. La fonction zéta
de Dedekind de F' est holomorphe hors de 1 et on a

2 (22 h
(27) F—fF(s - 1)1
wF|AF/@|2

CF<S> ~s—1

La fonction (g possede un zéro d’ordre r1 +ry — 1 en 0. On a de plus l’équation

fonctionnelle )
A1 —=s) = [Apl* 2 A(s).
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Remarque 4.3.16. Ce n’est pas totalement un hasard que l'ordre du zéro de la
fonction (g en 0 soit le rang du groupe Op.

Remarque 4.3.17. Les formules de la remarque [£.2.6] et de la section
montrent que, si x est un caractere de Hecke unitaire, on a

e(x,5) = W(x)A* 3

ou W (x) est un nombre algébrique tel que |W (x)| = 1 appelé le « root number »
et A est un nombre réel positif.



Chapitre 5

Théorie du corps de classe

5.1 Extensions abéliennes de corps p-adiques

Soit p un nombre premier et soit F' une extension finie de QQ,. On note O son
anneau de valuation, pr 'idéal maximal de Op et kr := Op/pr le corps résiduel.
Soit g le cardinal de kr. On fixe également 7z une uniformisante de F. Posons
Ur = OF et, pour i > 0,

. JUe if i =0
U 1 4ph i > 1.

On note également || la valeur absolue normalisée de F, qui vérifie || = ¢5".

5.1.1 Extensions non ramifiées
Si E/F est une extension non ramifiée de degré d, la restriction a O et la réduc-
tion modulo 7z induisent un isomorphisme de groupes Gal(E/F) ~ Gal(kg/kr) ~
Z/dZ (proposition [2.3.3)). Ce groupe est engendré par I'automorphisme de Frobe-
nius (pr, E/F). 1l ’agit de 'unique automorphisme o de E tel que
Ve € Op, o(x) = 2% modypg.

Il s’agit d’un générateur d’ordre d du groupe de Galois cyclique Gal(E/F).

Proposition 5.1.1. Soit E/F une extension finie non ramifiée de degré d. On a
alors Ng/p(Up) = Up. On en déduit que Ng/p(E*) = T Up.

111
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Démonstration. Comme l'extension £/ F' est galoisienne, on a Ng,p(7) = [lreca(s/r) o(2).
On en déduit que Ng/r(Ug) C Ur et que, si i > 1, o(Uj,) = U}, pour tout o €
Gal(E/F) de sorte que Ng,p(Uf;) C UpNUp = (1+750p)NO0p = 1+7150p = U,

(nous avons utilisé ici le fait que 7p est également une uniformisante de E puisque

E/F est non ramifiée). Nous avons donc deux diagrammes commutatifs, i > 1,

N . X .

Ug /UL LA Ur/UL UL U M) UL U
| | | |
kg NkE/kF k;;; ]CE rI‘rkE/kF kjF

En effet, si x € O, on a, pour ¢ > 1,

Ngyr(l+7pe)= [ (Q+4+apo(z)=1+7r > o(z)modpi.
c€Gal(E/F) c€Gal(E/F)

Comme kg /kr est une extension séparable, I'application Try, k. : kg — kr est
surjective et il en est de méme de Ng/p : Uy /U™ — UL/UR" pour tout i > 1.
De méme, si z € k5, on a

d—1
NkE/kF (l‘) = x1+QF+ tar

de sorte que Ny, i, est surjective (exercice) et donc aussi Ng/p : Ug/Up —
Ur/Up. On déduit de ce résultat que lapplication Ng,p : Ug/U}, — Ur/U} est
surjective pour tout ¢. Si € Up, on peut trouver, pour tout n > 1, un élément
yn € Up tel que  — Ng/p(yn) € 73Op. On en déduit l'existence de y € Op tel
que £ = Ng/p(y). O

Corollaire 5.1.2. Si E/F est une extension finie non ramifiée, le quotient F* /[Ng,p(E*)
est un groupe cyclique d’ordre [E : F| engendré par une uniformisante de F.

Il existe donc un unique isomorphisme F*/Ng,p(E*) ~ Gal(E/F) tel que

5.1.2 Enoncés locaux

Si G est un groupe, on note G’ son groupe dérivé, c’est-a-dire le sous-groupe
de G engendré par tous les commutateurs [g,h] = ghg™'h™! on g,h € G. 1l Sagit
d’un sous-groupe distingué de G et le quotient est le plus grand quotient abélien
de G. On I'appelle I'abélianisé G** de G.
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Théoréme 5.1.3 (Loi de réciprocité locale). Pour toute extension galoisienne finie
E/F, le sous-groupe Ng,p(E*) est ouvert dans F* et il existe un isomorphisme
de groupes
re/r F*/Ngp(E*) & Gal(E/F)™
tel que les propriétés suivantes sont satisfaites.
(i) Si E/F est non ramifiée, alors rg/p(mr) = (pp, E/F).

(ii) Si E'/F' est une extension galoisienne finie telle que FF C F' et E C E’,
alors le diagramme suivant commute

Npi)p
F’X/NE//F/(EIX) e FX/NE/F(EX)

JTE//F/ JTE/F

Gal(E'/F')*» ——— Gal(E/F)*
ot la fleche horizontale du bas est le morphisme induit par 'application de restric-
tion Gal(E'/F') — Gal(E/F).
(iii) SiT:E = E' est un automorphisme de corps valués et si F' .= 7(F), on

a un diagramme commutatif

FX/NE/F(EX) T Fl>< /NE’/F/(E,X)

J{"'E/F J{TE//F’

Gal(E/F)*® ——— Gal(E'/F')*

ot la fléche horizontale du bas est l’isomorphisme de groupes induit par o — To1 1.

De plus, il existe au plus une famille d’isomorphismes vérifiant les propriétés

et .

Explicitons quelques cas particuliers de la fonctorialité dans le théoréme

B.I3l

Si F' = F, on a un diagramme commutatif :

FX/NE//F(E/X) E— FX/NE/F(EX>

lTE’/F‘ lTE/F

Gal(E'/F)*» —— Gal(E/F)?.

La fleche horizontale supérieure est ici 'application quotient map et la fleche ho-
rizontale inférieure est la restriction a E.
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Si £ = F’, on a un diagramme commutatif :

F'/F

N
F™[/Ng)p(E*) —— F*[/Ng/p(E*)

lTE/F’ J"'E/F

Gal(E/F)™ — Gal(B/F)™.

La fleche horizontale inférieure est induite par 'inclusion Gal(E/F") C Gal(E/F).

Théoréme 5.1.4 (Théoreme d’existence local). Soit N C F* un sous-groupe
ouvert d’indice fini. Alors il existe une extension abélienne E/F telle que N =
Ng/p(E™).

Corollaire 5.1.5. Soit F une cloture algébrique de F. L’application E — Ng,p(E™)
induit une bijection décroissante de l'ensemble des extensions abéliennes finies
E C F de F sur l’ensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini dans F*.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si £ C F est une extension abé-
lienne finie de F, alors Ng/p(E*) est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans F*
d’apres le théoréme Si B C E', I'égalité Npiyp = Ng/p o Ng/ygp implique que
Ngp(E™) C Ng/p(E*). L'application est donc décroissante. Elle est surjective
d’apres le théoréeme [5.1.4] Il nous reste donc a prouver son injectivité.

Supposons que E;, Fy C F sont deux extensions abéliennes finies de F telles que
Ng,/p(EY) = Np,yr(Ey). Posons E = Ey Es. 11 s’agit d'une extension galoisienne
et abélienne car

Gal(E/F) — Gal(E,/F) x Gal(FEy/F).
Sii € {1,2}, on déduit de la propriété du théoreme que l'on a un dia-

gramme commutatif

F*/Ngp(E*) —— F*/Ng,r(E)

lTE /F lTEi /F

Gal(E/F) —— Gal(E;/F)

qui implique que Gal(E/E;) = rg/p(Ng,/r(E;")). On en déduit que Gal(E/FE;) =
Gal(E/E,) et donc que Ey = Ej. O

Corollaire 5.1.6. Soit E/F une extension finie abélienne. Alors l’extension E/F
est non ramifiée si et seulement si Up C Ng/p(EX).
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Démonstration. Si I'extension E/F est non ramifiée, alors Up C Ng p(E*) par
la proposition . Réciproquement supposons que Ur C Ng/p(E£*). Soit d =
[E : F| et soit £’ Pextension (unique a isomorphisme pres) non ramifiée de F' de
degré d qui existe par le corollaire . On a alors Ng//p(E™) = (7%)2Up d’aprés
la proposition . Comme 7, = Ng/p(rr) € Ng/p(E*), on a Npp(E™) C
Ng/p(E*). On déduit du corollaire qu’il existe un morphisme F-linéaire
E < FE’ et donc E ~ E' par égalité des degrés. Ainsi F/F est non ramifiée.  []

5.1.3 Démonstration de 'unicité de la loi de réciprocité
locale

Nous démontrons 'assertion d’unicité dans le théoreme [5.1.3} Nous utilisons le
lemme suivant.

Lemme 5.1.7. Soit E/F une extension finie galoisienne. Soit o € Gal(E/F). I
existe alors une extension finie E'/E telle que E'/F est galoisienne et il existe

o € Gal(E'/F) relevant o tel que E'/(E') est non ramifiée.

Vérifions dans un premier temps que le lemme implique I'unicité de la loi de
réciprocité locale. Soit E/F une extension galoisienne finie. Soit o € Gal(E/F)
et soient £’ et ¢ comme dans le lemme m Posons F/ = (E')°. On a G €
Gal(E'/E"). 1l existe donc un entier m > 0 tel que & = (ppr, E'/F')™. La propriété
du théoreme montre que g/ p () = ¢ et la propriété montre alors
que r;} #(0) = Npiyp(mp)™. Ceci implique que la famille des isomorphismes rg/p
est entierement caractérisée par les propriétés |(i)| et |(ii)l

Démonstration du lemmeli L7 Soit K C E la sous-extension maximale non ra-
mifiée de F'. et soit r > 0 tel que 0|k = (pr, K/F)". Soit N > 1 un entier multiple
de l'ordre de o dans Gal(E/F'). Soit E; la sous-extension maximale non ramifiée
de E de degré rN et soit F; C E; la sous-extension maximale non ramifiée de F'
containue dans F;. On a alors

[FlF]:[kEll{?F]:’I"N[k’Ek’F]

et [K : F| = [kg : kp| de sorte que [F; : K] = rN. De plus, on a clairement
FINE =K. Ainsi [F,E : E]=[F,: K] =rN =[E; : E]. Ainsi £, = F|E. On en
déduit que l'extension F;/F est galoisienne. De plus 'application 7 +— (7|g, T|g )
identifie Gal(E/F') au sous-groupe de Gal(E/F') x Gal(F,/F') constitué des paires
(11, 72) telles que 71| = To|k. Il existe donc un unique élément & € Gal(F,/F) tel
que ¢|lgp = o et alp, = (pp, F1/F)" (en effet on a (pp, F1/F)'|x = (pp, K/F)" =
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0|k ). Il reste donc a vérifier que Iextension E;/ E;‘; est non ramifiée. Remarquons
que le morphisme de groupes induit par la restriction a Fj est surjectif :

Gal(E,/ES) — Gal(Fy/F?). (5.1)

En effet les deux groupes sont cycliques, engendrés respectivement par & et 7| p.
De plus, le membre de droite est un sous-groupe du groupe cyclique Gal(F;/F') ~
Z/rN|kg : kp)Z. Comme &|p, = (pr, F1/F)", on voit que le groupe Gal(F,/F)
est cyclique d’ordre N|kg : kp|. Par ailleurs, on a o¥ = 1. Ainsi V| = 1 et
5|JIX1[I€E kel _ 1, ce qui implique que &V¥Fekrl = 1 On en déduit que le morphisme
surjectif est un isomorphisme, ce qui implique que F, = E;‘;Fl. Comme F;/F: f
est non ramifiée, I'extension composée FlElg / Ef est également non ramifiée. [

5.1.4 Complément sur la norme

Soit F' une extension finie de Q, et soit vp sa valuation discrete normalisée.
Soit ¢ > 1. Si x € Uy, la série

(=

log(z) =>_

n=1

(z —1)"

converge absolument et vérifie log(zy) = log(x) + log(y) pour x,y € Uj. Ainsi on
obtient un morphisme de groupes continu log : Uk — p%. Si x € p%, la série

xn

exp(x) = —
>0 n!

converge absolument et vérifie exp(x + y) = exp(z) exp(y). De plus exp : p& —
UL est la bijection réciproque de log. On en déduit un isomorphisme de groupes

. (]
topologiques Z;LF @l ~ pt, A - On en déduit le résultat suivant qui sera utile plus
tard :

Lemme 5.1.8. Soit F' une extension finie de Q,. Alors le groupe Up contient un
sous-groupe ouvert isomorphe a ZLF:QP].

On peut également utiliser les fonctions exp et log pour prouver le résultat
suivant.

Proposition 5.1.9. Soit E/F une extension finie d’extensions finie de Q,. Alors
le sous-groupe Ng/p(E*) C F* est ouvert.
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Démonstration. Supposons dans un premier temps E/F est galoisienne. On vérifie
facilement que Ng/p(Ug) C Up. De plus, si 0 € Gal(E/F), alors ¢ un automor-
phisme continu de E' (en utilisant par exemple le théoréme et on en conclut
que o olog = log oo. Ainsi, pour tout z € Uf, on a log(Ng/r(z)) = Trg/r(log(z)).
Comme l'application Trg/p : E — F est F-linéaire continue, elle est ouverte
et donc log(Ng/r(Up)) est un sous-groupe ouvert de pp et on en conclut que
Ng/r(Up) contient exp(p) pour m assez grand, qui est un sous-groupe ouvert de
F*.

Supposons & présent E/F quelconque et soit K la cloture normale de E/F.
Alors K/ F est une extension galoisienne finie et Ng/p(K*) C Ng/p(£*) est ouvert
donc Ng/p(E) est ouvert. O

5.1.5 Le cas des corps locaux archimédiens

Si F' =R, alors F' possede une unique extension non triviale. Il s’agit de C/R.
Par ailleurs, on a N¢/r(C*) = Rso. On note donc r¢/r I'unique isomorphisme de
R*/N¢/r(C*) sur Gal(C/R). Il envoie la classe de —1 sur la conjugaison complexe.
Remarquons que l'analogue du corollaire reste vrai mais est completement
trivial car R* possede exactement un sous-groupe ouvert d’indice fini différent de
R* et C* n’en possede pas.

5.2 Extensions abéliennes des corps de nombres

5.2.1 Enoncés

Soit E/F une extension finie de corps de nombres. On a alors une inclusion
naturelle d’anneaux topologiques

AF%AE

définie par (z,)y — (Yu)w OU Yy = T, si w | v. On définit également des mor-
phismes de groupes continus

— la norme y y
N, :
e (Yu)w (Hwh; Ng,/F, (yw))v
— et la trace A
E Ap
Tr :
E/F (yw)w L (Zw|v TrEw/E; (yw))v *
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On a alors les compatibilités évidentes avec la norme et la trace de l'extesnion

E/F :

px NEr px g g
[ e A
Ay 25 A% Ap —5 Ap.

On suppose désormais que l'extension E/F est abélienne. Rappelons que si
p est un idéal maximal de O non ramifié dans E/F, alors pour tout q | p idéal
maximal de O divisant p, I’élément de Frobenius (q, £/F') € Gal(E/F') ne dépend
pas de q et est donc noté (p, E/F).

Soit v une place de F' et soit w | v une place de F divisant v. On identifie alors
Gal(E,/F),) au groupe de décomposition de w dans Gal(E/F'). La loi de réciprocité
locale (théoréme et section permet de construire un morphisme de
groupes topologiques =, — (z,, E/F) de F) dans Gal(E/F) défini comme la
composition suivante

FY = FX/Ng,p(BX) 222 Gal(E,/F,) ~ D,, — Gal(E/F).

v

Remarquons que l'application z, + (x,, F/F) ne dépend pas du choix de w | v.
C’est une conséquence du fait que Gal(F/F') est abélien et de la propriété du
théoreme [5.1.3] Si de plus, la place v est non ramifiée dans E, on a (m,, E/F) =
(py, E/F) (pour m, une uniformisante de F,) et (z,, E/F) = 1 pour z, € U, = Up,.

On peut ainsi définir un morphisme de groupes topolgoqiues :
Art Ay —  Gal(E/F)
B (T0)e = (20, E/F).

Il s’agit de 'application de réciprocité d’Artin.

On peut a présent énoncer la loi de réciprocité d’Artin.
Théoréme 5.2.1 (Loi de réciprocité d’Artin). On a Artg/p(F*) = {1}. De plus,
lapplication Artg/p est surjective et son noyau est le sous-groupe engendré par
F* et Ng/p(Ag). Autrement dit, Uapplication Artg,p induit un isomorphisme de

groupes

AF/F* Ngye(Ag) = Gal(E/F).

Enfin Uapplication Artg/p est l'unique morphisme de groupes topologiques de A
vers Gal(E/F) tel que

— Artg/p(F*) = {1},
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— et, pour presque toute place finie v de F' non ramifiée dans E, on a Artg p(w,) =
(po, E/F), ovw, = (1,...,1,m,1,...) € Aj est l'idéle dont toutes les coor-
données valent 1 exceptée la coordinée d’indice v qui est une uniformisante
de F,.

Remarque 5.2.2. En utilisant ’assertion d’unicité dans le théoreme [5.2.1, on
démontre facilement les propriétés de compatibilités suivantes.

— Si E'/F" est une extension abélienne finie telle que F' C F' et E C F', le
diagramme suivant est commutatif

Ngryp

X X
lArtEl/F/ lArtE/F

Gal(E'/F') —— Gal(E/F)

ou la fleche horizontale inférieure est ’application de restriction.

— Si7:E = E' est un automorphism et si F' := 7(F), le diagramme suivant
est commutatif

Af — T A%,
lAI‘tE/F lArtE//F/
Gal(E/F) === Gal(E'/F")

ou la flchle horizontale inférieure est I'isomorphisme de groupe définie par

o ot L.

En effet, il suffit de vérifier si v est une place de F' non ramifiée dans E’, w | v
place de E, w' | w place de E' et v est la restriction de w’ & F”, alors (p,, E'/F' =
(pw’v E//F)prI/PU et (pw’7 E//F)|E = (pw, E/F) Ainsi (pw” E//F/>|E = (pun E/F>fp“//pv)
c’est-a-dire (p, E'/F')|p = (Npryp(pw), E/F), ce qui fournit la compatibilité du
premier digramme.

Pour le second diagramme, il suffit de vérifier, pour p idéal maximal de Op

non ramifié dans F, que 7(p) est non ramifié dans E’ et que (7(p), E'/F') =
T(p, E/F)r7L.

Théoréme 5.2.3 (Théoreme d’existence (Takagi, Chevalley)). Soit N C Ay un
sous-groupe ouvert d’indice fini contenant F*. Il existe alors une extension abé-
lienne E/F telle que N = F*Ng/p(Ag).

Comme dans le cas local, on en déduit une classification des extensions abé-
liennes de F'.
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Corollaire 5.2.4. Soit F' une cloture algébrique de F. L’application E — F*Ng/p(AF)
induit une bijection décroissante de l’ensemble des extensions abéliennes finies

E C F de F sur I’ensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini dans Ay conte-
nant F>.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si £ C F est une extension abé-
lienne finie de F', alors F* Ng,r(Af) est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans
Ay d’apres le théoreme . Comme dans la démonstration du corollaire
on montre la décroissance de I'application. Elle est surjective d’apres le théoréme
[5.2.3] Il nous reste donc & prouver son injectivité.

Supposons que E;, By C F sont deux extensions abéliennes finies de F' telles
que F'*Ng,p(Ag,) = Npg,yrp(Ag,). Posons £ = E E,. 1l s’agit d’une extension
galoisienne et abélienne car

Gal(E/F) — Gal(E,/F) x Gal(Ey/F).
Sii € {1,2}, on déduit de la remarque que 'on a un diagramme commutatif

Ap/F*Ng/p(Ap) —— Ap/F*Np,r(Ag,)
J{ArtE/F J{ArtEi/F

Gal(E/F) ———  Gal(E;/F)

qui implique que Gal(E/ E;) = Artg/p(F*Ng,/r(Ag,)). On en déduit que Gal(E/E) =
Gal(E/E,) et donc que E; = Ej. O

5.2.2 Le corps de classes de Hilbert

Proposition 5.2.5. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) L’extension E/F est non ramifiée en toute place finie.
(ii) On a [y Uy C Ng/r(AR).

Démonstration. Supposons Alors si v est une place finie de F' et w | v est une
place de E divisant v, I'extension E,,/F, est non ramifiée. D’apres le corollaire
5.1.6, on a U, C Ng, /5, (E}). On en conclut qu'on est dans le cas [(ii)] 11 est clair

que|(ii)| implique . Supposons enfin . Soit v une place finie de F' et w | v une
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place de E divisant v. Par définition de Artg/r, on a un diagramme commutatif

Ff —— A}

lrEw/Fv lArtE/F

Gal(Ey/F,) —— Gal(E/F).

Comme F*Ng,p(Ag) = Ker(Artg/p), on a rg, /5, (U,) = {1}, et donc E,/F, est
non ramifiée d’apres le corollaire On a donc prouvé [(i)| O

Si v est une place archimédienne de F et si w est une place de E divisant
F, on dit que w est non ramifié¢e dans E/F si E, = F,. On dit qu'une place
archimédienne de F' est non ramifiée dans E/F si w est non ramifiée dans E/F
pour tout w | v.

On démontre, de facon analogue a la proposition le critéere de non rami-
fication suivant.

Proposition 5.2.6. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) L’extension E/F est non ramifiée en toute place de F' (y compris les places
archimédiennes).

(ZZ) On a H'u|oo FUX vaoo Uv C NE/F(AE>
(ZZZ) On a Hv|oo va H'u)(oo Uv C FXNE/F(AE)

Considérons le sous-groupe N = F* [ 100 ) [Ty Uy C Ap. 11 s’agit d'un
sous-groupe ouvert de Ay. On déduit de plus de qu’il s’agit d’un groupe fini,
naturellement isomorphe au groupe des classes C1(OF). Le théoréeme implique
donc qu'’il existe une extension abélienne finie H/F telle que F* Ny p(Ay) = N.
On déduit du corollaire et de la proposition que H/F est la plus grande
extension abélienne de F' qui est non ramifiée en toutes les places de F' (y compris

les places archimédiennes). Le corps H est appelé corps de classes de Hilbert de
F.

Le théoréme et 'équation (3.1)) impliquent qu’il existe un isomorphisme
de groupes

tel que, pour tout idéal maximal p C Op, Arty/r([p]) = (p, H/F). En particulier
la décomposition d'un idéal maximal p C Op est caractérisée par la classe de p
dans Cl(Op). En particulier, p est principal si et seulement si il est complétement
décomposé dans Op.
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Exemple 5.2.7. Soit F' = Q(iv/5). On sait que Cl(OF) est de cardinal 2, de
sorte que le corps de classes de Hilbert de F' est une extension quadratique de F'.
L’extensions F'(y/5)/F est non ramifiée en toute place finie puisque F'(v/5) = F(i).
De plus, le corps F' possede une unique place archimédienne dont le complété est C.
Toute extension de F' est donc non ramifiée & I'infini. On en conclut que F(v/5)/F

est non ramifiée en toute place et donc F(v/5) est le coprs de classes de Hilbert de
F.

Exemple 5.2.8. Soit F' = Q(v/3). L'extension F(iv/3) est non ramifiée en toute
place finie de F'. Cependant les places archimédiennes de F' sont réelles alors que
celles de F'(iv/3) sont complexes. On en déduit que F(iv/3) n’est pas le corps de
classes de Hilbert de F. En fait, puisque Op = Z[v/3] est principal, le corps de
classes de Hilbert de F' est F' lui-méme.

5.2.3 Reformulation en termes d’idéaux
Soit F' un corps de nombres. Un module de F' est une fonction
m:YXp — N

telle que
— le support Supp(m) == {v € ¥p | m(v) > 0} de m est fini;
— si F, ~ C, alors m(v) =0;
— si F, ~ R, alrs m(v) € {0, 1}.

On définit une relation d’ordre sur les modules en définissant m; < my lorsque
my(v) < my(v) pour toute v.

Si m est un module, on définit un sous-groupe ouvert de Ay en posant

V= [1 F 11 R [T UM™.

v|oo v]oo vfoo
m(v)=0 m(v)=1

La famille (Vi) forme une base de sous-groupes ouverts de Ay dans le sens ot si
H est un sous-groupe ouvert de A, alors il existe un module m tel que V;, C H.

Remarque 5.2.9. Attention, méme si la famille (V;,), forme une base de sous-
groupes ouverts de A%, elle ne forme pas une base de voisinages de 1 dans Aj !

Soit J le sous-groupe de Ay défini comme le produit restreint des F* sur
I'ensemble des places finies v telles que v ¢ Supp(m). Notons également I(Op)™ le
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sous-groupe des idéaux fractionnaires de O qui sont premiers aux idéaux p, pour
v € Supp(m). On a alors un morphisme surjectif de groupes

Jp = 1(Op)"

défini par @, = (1,...,1,7m,1,...) +> p, dont le noyau est [[ U,. Si E/F

vgSupp(m)
vfoo

est une extension finie de F', on note également Jy le produit restreint des E;
pour w place finie de FE telle que w|r ¢ Supp(m) et I(Og)™ le sous-groupe des
idéaux fractionnaires de O qui sont premiers aux idéaux p,, pour w|z € Supp(m).
Remarquons que Ng/p(I(Op)™) C I1(Op)™.

Lemme 5.2.10. Soit S un ensemble fini de places de F. Alors le plongement
diagonal F* — [l,es F)S a une image dense.

Démonstration. Soit (x,) € [l,eq F et soit € > 0 suffisamment petit pour que
e < |x,| pour au moins une place v € S. Le théoréme implique qu’il existe
¢ € F tel que [§€ — x,| < € pour tout v € S. Notre hypothese sur €, implique alors
& #0et donc & € F*. n

Pour m un module de F, on définit FX = F* N JpV, C Aj. Explicitement,
les éléments de F'* sont les & € F'* tels que

— si v est une place non archimédienne et si m(v) > 0, alors v, ({ —1) = m(v);

— si v est une place archimédienne correspondant a un plongement réel 7, :
F < R et si m(v) = 1, alors 7,(§) € Rsy.

Les éléments du groupes F sont appelés les m-unités. On note alors P, le sous-
groupe de I(Op)™ des idéaux fractionnaires principaux, engendrés par un élément
de F} :

Po={(a) | a € FYY.

Proposition 5.2.11. Soit m un module de F'. L’inclusion Jp — Ay composée avec
Uapplication quotient Ay — Ay/F*Vy se factorise en un morphisme 1(Op)™ —
AL JF*Vy et induit des isomorphismes

[(Op)™ ) Pa = AXJF* Vi
[(Op)™ ) PulNpp(I(Op)™) = A%/ F* Np/p(AY).

Démonstration. Si v ¢ Supp(m), on a U, C Vj,, ce qui implique que l'application
JB — AL /F*V, se factorise a travers I(Op)™. Pour démontrer la surjectivité, il
suffit de vérifier que Ay = JRV,F*. Cette égalité est une conséquence du lemme
5.2.10| puisque Ax/JE =~ [Tyesuppm Fo' - Enfin, si o = (x,), € Jp N F*V,, il existe
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£ € F*etyeVy, tels que © = £y. En particulier x, = £y, € U, pour tout v 1 oo,
ce qui implique que vy(z,) = v,(§) pour tout idéal maximal p de Op. Ainsi I'idéal
fractionnaire de Op défini par (x,) est I'idéal fractionnaire principal (£). Comme
on a de plus £ = xy~! € JBV, N F* = EX, on a bien (§) € Py.

Remarquons a présent que I'image de Ng/p(I(Og)™) dans AL /F*Ng/p(Af)
coincide avec I'image de Jj par Ng,p. Il s’agit donc du sous-groupe Ng/p(Jg) F* Vi /F* V.
Pour obtenir le second isomorphisme, il suffit donc de prouver que

Np/p(JE)F* Vi = Nigyp (A% F* V.

L’inclusion du terme de gauche dans le terme de droite est évidente. Prouvons
donc l'inclusion du terme de droite dans le terme de gauche. Il suffit en fait de
prouver que Ng/p(A%) est inclus dans le terme de gauche. Soit =z = (x,) € Aj.
Le lemme implique qu’il existe & € E* tel que z£7! € JENLT}F(Vm). Ainsi
Ng/p(x) € Ng/p(§)Ng/p(Jg)Va et donc Ng/p(z) € Ng/p(Jg)F* V. Ceci acheve
la démonstration. O

Nous allons a présent vérifier que la loi de réciprocité d’Artin peut étre formulée
en termes d’idéaux. Soit F/F une extension abélienne finie de corps de nombres
et soit a un idéal fractionnaire de O, premier a tous les idéaux maximaux de O
qui sont ramifiés dans F/F. On peut alors poser

(0, B/F) =] (p, B/F)™>®.
p

L’application (—, £/F) est un morphisme de groupes du groupe des idéaux frac-
tionnaires de O premiers aux idéaux ramifiés dans £/ F vers le groupe Gal(E/F)
parfois appelé symbole d’Artin. La loi de réciprocité d’Artin (théoréme im-
plique le théoreme suivant.

Théoréme 5.2.12. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres et
soit S l’ensemble des places de F' qui se ramifient dans E. 1l existe alors un module
m de F tel que S = Supp(m) et tel que, pour tout & € F, on a ((£),E/F) =
1. Le morphisme (—, E/F) alors un morphisme de groupes surjectifs IR/ Py —»
Gal(E/F) dont le noyau est engendré par les Ng/p(b) ot b parcourt les idéauz
fractionnaires de Og premiers auz idéauzr maximauzr au-dessus de S. De plus,
pour tout élément x € Jp, engendrant l’idéal fractionnaire a € I(Op)™, on a

morphisme de A /F* N p(Ag) sur Gal(E£/F). La proposition [5.1.1) implique que
U, C Ng/p(Ag) siv { oo et p, est non ramifié dans E/F et si v | oo est non ramifiée

Démonstration. D’apres le théoreme [5.2.1 le morphisme Artg/r induit un iso-
L1
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dans E/F,ona F) C Ng/p(Ag) (voir section. On peut donc trouver un mo-
dule m tel que Supp(m) = S et Viu C Ng/p(Ag). L’application Artg p induit une
surjection Ay /F*V, — Gal(E/F). De plus, composée avec I'inclusion JR C Ay,
la proposition montre que l'on obtient une surjection J§ — Gal(E/F) qui
se factorise en une surjection I(Op)™/ Py — Gal(E/F). Un calcul explicite montre
alors que 'application induite I(Op)™ — Gal(E/F) n’est autre que a — (a, E/F).
On déduit alors le résultat de la proposition [5.2.11] O

Remarque 5.2.13. On déduit de la proposition [5.2.11] que si S est un ensemble
fini de places de F' contenant les places ramifiées dans E/F et si m est un module
de support contenant S, alors I'application J — Ajx/F*V, est surjective. On
en déduit que I'application d’Artin Artg/r est completement déterminée par ses
valeurs sur les éléments w, = (1,...,1,m,,1,...) pour v ¢ Supp(m). On en déduit
Passertion d’unicité dans le théoreme [5.2.9]

5.3 La premiere inégalité

5.3.1 Densité de Dirichlet

Soit F' un corps de nombres et soit Pr ’ensemble des idéaux maximaux de Op.
On dit qu’une partie P de Pr a une densité naturelle § € [0, 1] si

o, Card({p € P | N(p) < 7})

w=too Card({p € Pr | N(p) < z})

Par ailleurs on dit que ’ensemble P a une densité de Dirichlet § € [0, 1] si
N —S
2:;3673—}3 — 1 5
> pery NP~° Re(s)>1

Rappelons que si Res > 1, la somme 3 cp Np~* est absolument convergente et
que l'application s — >7,cp Np~* définit une fonction holomorphe sur I'ouvert des
s € C tels que Re(s) > 1 (voir la démonstration de la proposition [4.3.7).

Notons log I'unique branche du logarithme, définie sur C \ R, et égale a
-1 n—1
log(s) = Y (s - 1)
n=1 n
lorsque |s — 1| < 1. 1l s’agit d’une fonction holomorphe sur C \ Rgy.

Proposition 5.3.1. On a

1
Z Np~@® ~ 551 log <3—1>'

pEPE Re(s)>1
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Démonstration. Rappelons que 'on a (remarque [4.3.12f et corollaire [4.3.15]), pour
Re(s) > 1,

1 a
Cr(s) = T[ e ot —
pePp 1—Np s—1
pour un certain a > 0 explicite. Ainsi
1
log(Cr(s)) ~s1 log (s—l) .

De plus, lorsque Re(s) > 1, on a

logCr(s) = — 3 log(1—Np=)= S 3 inns

pePRr pEPr n=>1

1
=2 -2 Np™
n>1 " PEPER

1
=2 Npd o> N

pEPR n=2 pePR

= > Np " +g(s).

peEPFR
Comme

1 1
—nRes < p72Res
2[F : Q] Zp: 1—

99| < [F: QY =

n=1

est normalement convergente sur toute partie compacte de ]%, +oo[, on en déduit
que la fonction g is holomorphic sur 'ouvert {s € C | Re(s) > 3}. On en déduit le
résultat. O]

Corollaire 5.3.2. Si P est une partie finie de Pr, alors P a une densité de
Dirichlet égale a 0.

On dit qu'un idéal maximal p de OF est totalement décomposé dans une ex-
tension finie E/F si, pour tout q | p dans Og, on a fy, = €4, = 1. De facon
équivalente, pOp se décompose en un produit de [F : F] idéaux maximaux dis-
tincts dans Op. Si l'extension E/F est galoisienne, un idéal maximal de Op est
totalement décomposé dans E si et seulement si il est non ramifié dans E et si
(q, E/F) =1 pour un (resp. tous) idéal maximal q de O divisant p.

Théoréme 5.3.3. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Alors l’ensemble des idéaux maximaux de Op qui sont totalement décomposés dans
E posséde une densité de Dirichlet égale a [E : F|™L.
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Démonstration. Soit P ’ensemble des idéaux maximaux de O totalement décom-
posés dans F/F et soit P’ 'ensemble des idéaux maximaux de Og au-dessus d'un
idéal de P. Par définition 'application P’ — P est surjective et ses fibres sont
toutes de cardinal d := [E : F|. De plus, si q € P’ et p = qN Op, alors fy, =1 et
donc N(q) = N(p). On en déduit que, pour Re(s) > 1, on a

> N@p) =t =d" > N(a)™

peP qeP’

Par ailleurs, si g € Pg \P’, et si p = qN Op, soit eq/, > 2 soit fy/, > 2. Dans le
second cas, on a nécessairement N(q) = p? ot (p) = ¢NZ. Comme il n’y a qu'un
nombre fini d’idéaux qui sont dans le premier cas, et que la série

SO IN(@@) < [EQ Y p™

CIEPE\'P/
fasp=2

est absolument convergente sur {Re(s) > 1}, on en déduit que la fonction s —
>qerpp N(9)7% est holomorphe sur un voisinage de 1 et donc, en utilisant la

proposition [5.3.1] on a
> N(@)* o log ()
s—1

qeP’

On en déduit le résultat. O]

On en déduit en particulier qu’il existe une infinité d’idéaux maximaux de Op
qui sont totalement décomposés dans une extension galoisienne finie £/ F.

Corollaire 5.3.4. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Si [E . F] > 1, il existe une infinité d’idéaur maximauz de Op qui ne sont pas
totalement décomposé dans E/F'.

5.3.2 La premiere inégalité

Proposition 5.3.5. Soit E/F une extension finie de corps de nombres. Alors le
sous-groupe Ng/r(Ag) est ouvert dans A et le quotient Ay /F* Ng/p(Ag) est fini.

Démonstration. Si v est une place de F' et w | v est une place de E, alors le
groupe Ng, /r, (Ey) est ouvert dans F,*. C’est une conséquence de la proposition
dans le cas ultramétrique et c’est évident dans le cas archimédien. De plus
Ng,/r,(E}) contient U, si v est non ramifiée dans E/F (par la proposition [5.1.1)).
On en conclut que le groupe Ng/p(Af) est ouvert dans Ay. Pour vérifier que
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AL /F*Ng p(Ag) est fini, on raisonne comme dans le corollaire en utilisant
le fait que A/ F*Ng/r(Aj) est un quotient discret du groupe compact (Aj)!/F*.
[l

Théoréme 5.3.6. Soit E/F une extension galoisienne finie. On a alors
Card(An/F*Ng/p(Ag)) < [£: F.

Démonstration. Notons Cp = AL/F*Ng/p(Ag). 11 s’agit d'un groupe abélien
fini d’apres la proposition [5.3.5 Si x est un caractére de Cg, on note encore x le
caractere de A obtenu par précomposition avec Ay — Cg. Le caractére x est alors
un caractere de Hecke unitaire (car d’image fini). Ainsi, pour tout Re(s) > 1, on
peut écrire la fonction L de ce caractere en s sous la forme d’un produit absolument

convergeant (remarque (4.3.12)) :

o 1
L(X; 3) = pgj[F L(Xp”p) - pg)[F 1— X(P)N(P)_S

ou l'on a posé x(p) = xp(m) = x(wp) si xp est non ramifié et x(p) = 0 si x, est
ramifié. Notons d, € Z 'ordre d’annulation de la fonction L(x, —) en 1, autrement
dit L(x, s) ~ a,(s — 1)° pour un certain a, € C*. On montre alors, comme dans
la démonstration de la proposition [5.3.1} que

> X(P)N(p)™" = dylog(s — 1) + gs(s) (5-2)

PEPF

pour Re(s) > 1 ou g, est une fonction bornée au voisinage de 1. On déduit du
théoréme que 0, > —1 pour tout x et que §, = —1 si et seulement si le
caractére y est trivial (en effet, on a y = 1 si et seulement si y((F3)) = {1} puisque
I'application (A})' — Cg est surjective). En particulier on a DN 0y = —1.

Soit g € Cg. Le lemme implique que

Card(Cg) sig=1
0 sig# 1.

> xlg) =

x€CE

Notons P l'ensemble des idéaux maximaux p € Pr tels que x, est non ramifié
dans E/F et tels que I'image de w, dans Cg est triviale. En sommant la relation
1) sur tous les y € Cg, on obtient donc I'égalité

> N(p)™* = Card(Cp) "' | D 4, | log(s — 1) + G(s) (5.3)

peP xEC/'E
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ou (G est une fonction bornée au voisinage de 1.

Notons également P’ I’ensemble des idéaux maximaux p € Pr tels que p est
totalement décomposé dans E/F et y, est non ramifié. Comme x, n’est ramifié
qu’en un nombre fini d’idéaux maximaux, le théoreme (et le corollaire [5.3.2))
implique que P’ est un ensemble de densité de Dirichlet [E : F]~! en particulier
P’ est infini. Remarquons par ailleurs que si p € P/, et si q € Pg divise p, alors
g /E/Fg;ﬂq) = wy, de sorte que l'image de w, dans Cg est triviale, et donc que

C r.

Ainsi le membre de gauche dans I'équation (5.3)) est équivalent & —[F : F|~!
1). Comme ), 6, > —1, on a nécessairement >, d, = —1 et [E : F]
Card(Cg)~t. On en déduit donc que Card(Cg) < [E . F] et que 0,
x # L.

Remarque 5.3.7. Au cours de la démonstration du théoreme [5.3.6, on a prouvé
que L(x, 1) # 0 si x est un caracteére de Hecke non trivial qui se factorise a travers
le quotient C'z pour une certaine extension galoisienne finie F/F.

DZ//\/-\

5.3.3 Autres conséquences

Corollaire 5.3.8. Soit F' un corps de nombres et soit F une cloture algébrique de
F. Soient By, Es C F deux extensions galoisiennes finies de F. Pour i € {1,2},
notons P; l'ensemble des p € Pr tels que p est totalement décomposé dans E;/F.
Si Py Py est de densité de Dirichlet nulle, alors Ey C Ej.

Démonstration. Posons ' = E; F,. Remarquons dans un premier temps que si p €
Pr est totalement décomposé dans Fy et Es, il est totalement décomposé dans F.

En effet, on a alors, d’apres le théoreme|2.3.9], des isomorphismes E;®@ p F, o~ FP[E“F].

L’algebre F ®@p F, est alors un quotient de £y ®p Ey @p F, ~ F, [Bv:F] [E2 Fl et done
isomorphe a une somme directe de copies de Fj. Le theorerne m montre alors
que p est totalement ramifié dans F.

On en déduit donc que P; est, a un ensemble de densité Dirichlet nulle, 1’en-
semble des idéaux maximaux totalement décomposé dans E. On déduit du théo-
réme que [E : F| = [E; : F], c'est-a-dire E = F; et donc Ey C Fj. O

Corollaire 5.3.9. Soit p un nombre premier et soit E/F une extension cyclique de
corps de nombres de degré une puissance de p. Alors il existe une infinité d’idéaux
mazimauz p de Op qui sont inertes dans E/F, c’est-a-dire tels que pOpg est pre-
maier.

Démonstration. Le groupe de Galois E/F est cyclique d’ordre p" pour r > 0. On
peut supposer r > 1 sinon le résultat est évident. Soit K C E 1'unique sous-corps
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de E tel que [K : F]. Le groupe Gal(K/F) est alors l'unique quotient cyclique
d’ordre p de Gal(E/F'). On déduit de la section que p est inerte dans E/F si
et seulement si I’élément de Frobenius (p, £/ F) est d’ordre [E : F|, c’est-a-dire est
un générateur de Gal(E/F). Cette condition est encore équivalente a demander
que 'image de (p, E/F) dans Gal(K/F) est un générateur de Gal(K/F'). Or cette
image est (p, K/F). Comme le groupe (p, K/F) est cyclique d’ordre p, (p, K/F)
est un générateur si et seulement si il n’est non trivial ¢’est-a-dire si et seulement si
p n’est pas totalement décomposé dans K/F'. Le résultat est alors une conséquence
du corollaire [5.3.4] O

5.4 La seconde inégalité

Dans cette partie, on montre que si F/F est une extension cyclique de corps

de nombres, alors
[E: F] < Card(AL/F*Ng/p(Ag)).

5.4.1 Le quotient de Herbrand

Soit G un groupe cyclique, soit n son cardinal et soit g un générateur de G.
On appelle G-module un Z[G]-module. Si A est un G-module, on définit deux
endomorphismes N et 1 — g de A par les formules, pour a € A,

N(a) =a+g(a)+---+g" (a), (1-g)(a):=a—g(a)
On vérifie que No(1—g) = (1—g)o N =1—¢" = 0. On définit alors les groupes
abéliens

H°(A) = Ker(1 — g)/Im(N) = AS/N(A), H'(A) :=Ker(N)/Im(1 — g).
On note ho(A) == Card(H°(A)) et hi(A) := Card(H'(A)). Lorsque ho(A) et hy(A)

sont finis, on définit le quotient de Herbrand de A comme la quantité
_ ho(4)
hi(A)

0(A) :

Nous aurons parfois besoin de nous placer dans un cadre un peu plus général.
Soit A un groupe abélien muni de deux endomorphismes f et g qui commutent et
vérifient go f = f o g = 0. Si les indices [Ker(f) : Im(g)] et [Ker(g) : Im(f)] sont
finis, on pose
[Ker(f) : Im(g)]

[Ker(g) : Im(f)]

qrg(A) =
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Exemple 5.4.1. Si GG est un groupe cyclique et si A est un G-module, en posant
f=1—~et g= N, pour v un générateur de G, on a g ,(A) = 0(A).

Proposition 5.4.2. Soit 0 - A — B — C — 0 une suite exacte courte de
groupes abéliens. Supposons que pour X € {A,B,C}, le groupe abélien X est
muni d’endomorphismes fx et gx tels que fx o gx = gx o fx = 0. Supposons
également que tous les carrés du diagramme ci-dessous sont commutatifs

0 A B C 0
oflpe wlle e
0 A B C 0.

Alors, si deux des quantités qr, 4,(A), dfy.95(B) €t ¢ q.(C) sont définies, la troi-
siéme également et on a ¢y.95(B) = qfa91(A) 8090 (C).

Démonstration. On applique le lemme du serpent au diagramme commutatif

A B C 0

|7 Js |5

0 —— Ker(ga) —— Ker(gg) —— Ker(gc)

On obtient donc une suite exacte longue et un diagramme commutatif

Ker(fa) ———— Ker(fp) —————— Ker(fc) —2— Ker(ga)/Im(f4) — Ker(gp)/Im(fp) — Ker(gc)/ Im(fc)

l L L

Ker(fa)/Im(ga) — Ker(fB)/Im(9p) —— Ker(fc)/Im(gc)

L’existence de la fleche pointillée provient de Iégalité §(Im(gc)) = {0} qui se véri-
fie directement en revenant a la définition du morphisme de connexion ¢ provenant
du lemme du serpent. On obtient donc une suite exacte longue

Ker(fp)/Im(gp) — Ker(fc)/Im(gc) —
— Ker(ga)/Im(fa) — Ker(gp)/Im(fp) — Ker(gc)/ Im(fe)

que l'on peut prolonger a gauche et a droite en inversant les roles de f et g. Pour
conclure, on obtient une suite exacte longue périodique ou encore un « hexagone
exact » :

Ker(fa)/Im(g4) — Ker(fz)/Im(gz)

_— T

Ker(gc)/ Im(gc) Ker(fc)/Im(gc)

‘\ /

Ker(gp)/Im(fg) «+—— Ker(ga)/Im(fa)
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On en déduit le résultat. O

Corollaire 5.4.3. Soit 0 - A - B — C — 0 une suite exacte courte de G-
modules. Si, parmi 6(A), 0(B) et 0(C), deux sont définis, alors le troisieéme est
défini et on a l’égalité (B) = 0(A)0(C).

Lemme 5.4.4. Supposons que A est un groupe abélien fini et que f et g sont deux
endomorphismes de A tels que fog=go f =0, alors qrs(A) = 1.

Démonstration. On a simplement

_ Card(Ker(f)) Card(Im(g))~"  Card(A)

104) = Gard(Ker(g)) Card(Tm(£)) T — Card(4) ~ " -

Lemme 5.4.5. Soit A un groupe abélien et soient f et g deux endomorphismes de
A qui commutent. Alors si qo,f(A) et qo4(A) existent, qo r4(A) existe et qo rqo(A) =

G0.7(A)qo,4(A).

Démonstration. Comme qo (A) et go4(A), les groupes Ker(f), Ker(g), Coker(f)
et Coker(g) sont finis. En utilisant la proposition et le lemme [5.4.4] on en
déduit que go4(f(A)) est défini et que gog4(A) = qog(f(A)). Par ailleurs la suite
exacte

0 —s Ker(f) — Ker(gf) & Ker(g) N f(4) — 0

implique que Ker(fg) est fini et que Card(fg) = Card(Ker(g)Nf(A)) Card(Ker(f)).
On en conclut que qg ry(A) est bien défini et que

Card(A/ f(A)) Card(f(A)/fg(A)) _ Card(A/fg(A))

B ) B
qo’f<A)qo’g(A)_Card(Ker(f))Card(Ker(g)ﬂ FAY) ~  Ker(fg) = do.19(4).

Théoréme 5.4.6 (Chevalley). Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p. Soit
A un G-module. Si qo,(A) et qo,(AY) sont définis, O(A) lest aussi et on a la
relation .
oyt — Gl
qo.p(A)

Démonstration. Fixons g un générateur de G. On a, en utilisant la proposition
m, G0p(A) = qp(A%)q0,((1 — g)A). Comme par ailleurs g agit trivialement
sur A9 on a qo,(A%) = 0(AY). L'endomorphime N =1+ g+ --- + g?~! annule
(1 — g)A. Ainsi (1 — g)(A) est un Z[¢,)) ~ Z[X]/(1 + X + -+ + XP~!)-module.
Comme p = (1 — (,)P"'e avec € € Z[(,]*, on a, en utilisant le lemme m

Qop((1 = 9)A) = qoa—((1 — g) AP
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Par ailleurs ¢o1-,((1 — g)A) = q1_40((1 — g)A)~'. Comme N agit trivialement sur
(1—9)A, ona q_go((1 = g)A) = 0(A) et donc go,((1 - g)A) = 0((1 — g)A)' .
On en déduit finalement que

0(A) " = qop(A°) " go,((1 — 9)A) " = qop(A9)P " go,p(A) . O

5.4.2 Le quotient de Herbrand de Ay /E*

Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré n. Le groupe
G = Gal(E/F) agit sur Ay, par des automorphismes continus. Il a été vu en TD
que le foncteur des invariants sous G appliqué a la suite exacte

0— B — Ay — AL/E* — 0
fournit une suite exacte courte
0 — F* — AX — (AX/E¥)Y — 0.
La seconde inégalité du corps de classes est alors une conséquence immédiate
du théoréme suivant, dont la preuve est le but de cette section.

Théoréme 5.4.7. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Alors le
quotient de Herbrand de Ay /E* est défini et vaut [E : F).

Vérifions en effet que ceci implique la seconde inégalité. Si A = AL/E*. On a
alors H°(A) = Aj/F*Ng/r(Af) et H'(A) = Ker(Ng/p)/Im(g — 1) olt g est un
générateur de G. On a donc bien

[E: F] = 0(A) < Card(H°(A)) = Card(A}/F* Ng/r(A)).

Remarque 5.4.8. En combinant les théorémes et on montre que si
E/F est une extension cyclique de corps de nombres, alors H' (A} /E*) = 0.

5.4.3 Le cas cyclique d’ordre premier

On suppose désormais que £/ F' est une extension galoisienne finie de corps de
nombres de degré p ou p est un nombre premier. On va calculer le quotient de

Herbrand du Gal(E/F)-module Ay /E*.

Posons V' = Vi = Il £y [Toteo Oy On a AL /EXV ~ Cl(Op) d’apres les
résultats de la section (ou la proposition [5.2.11)), qui est un groupe fini.
En utilisant le lemme [5.4.4] et le corollaire [5.4.3] on en déduit que le quotient
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de Herbrand de Aj/E* est bien défini si et seulement si celui de EXV/E* ~
V/(V N E*) est bien défini, et on a

O(AL/E*) =0(V/(V N EY)).

Notons que V N E* = Of.

Nous allons montrer que les quotient de Herbrand des groupes [,y Oy, [wjoc Eu
et OF sont bien définis et utiliser le corollaire pour conclure.

Lemme 5.4.9. Soit v une place finie de F'. Alors 0(I1,, Oy) = 1.

Démonstration. Posons A = [, O Soit £ la caractéristique résiduel de F,.
En utilisant le lemme on voit que chaque O contient un sous-groupe ou-
vert isomorphe a ZLE“Q“ . Ainsi A contient un sous-goupe ouvert B isomorphe a
ZEE:F”F’“Q”. Comme A est compact, le quotient A/B est fini. Ainsi on déduit du
corollaire et du lemme que O(A) est défini si et seulement si 0(B) est
défini et 0(A) = 0(B). Par ailleurs BEUE/F) = AGE/F) 0 B = 0X N B est un
Zs-module libre de rang [F, : Q]. On déduit alors du théoreme m que

9(B>p71 = QO,p<BGal(E/F))pqo,p(B)il-

Comme qo,(Z7") = 1si £ # p et p™ si £ = p, on en conclut que (B)P~1 = 1 si
0 # p et plfolep= R GIEF] — 1 puisque [E : F] = p. On en déduit donc que
6(B) =1. O

Soit S I’ensemble des places finies de F' telles qui sont ramifiées dans E et S’
I’ensemble des places de E qui sont au-dessus d’'une place de S.

Lemme 5.4.10. On a 0([I,¢s Oy) = 1.

Démonstration. Fixons v ¢ S et posons A, = [],, O. D’apres la proposition
m, on a Of = N(A,). De plus, en utilisant la proposition, on montre
que ASHE/F) — (OX)Pv = ©OX pour un choix de w | v. Ainsi H°(A,) = 0. On en
déduit que EI\O(HU¢S A,) = 0. On déduit donc du lemme m que H'(A,) = 0.
On vérifie alors sans difficulté que

2(] A = HY(]] Au) = 0.

vegS ve¢S
Ainsi 0(],gs Av) = 1. O

Proposition 5.4.11. On a 0([], Oy) = 1.



5.4. LA SECONDE INEGALITE 135

Démonstration. On décompose le Gal(E/F)-module en un produit fini

s - (11 (1me:) ) (1re:)

D’apres les lemmes [5.4.10] et 5.4.9, chaque terme de ce produit a un quotient de

Herbrand égal a 1. On déduit alors le résultat du corollaire [5.4.3] O
Proposition 5.4.12. On a 0([1y Es) = 2°277"2 ou 1y désigne le nombre de

places complexes de F' et sy celui de E.

Démonstration. Soit v une place archimédienne de F' et soit w | v une place de E.
Si D, = {1}, alors E,, = F, pour tout place w' | v et le groupe Gal(E/F) agit
simplement transitivement sur les places au-dessus de v et on a un isomorphisme

de Gal(E/F)-modules

[ Eys ~ F) @7 Z[Gal(E/F)).

wlv

De plus les endomorphismes N et (g —1) (pour un générateur g de Gal(E/F) sont
de la forme Idpx @ N et Idpx ®@(g—1) sur F} ®zZ[Gal(E/F)]. Comme Z[Gal(E/F)]
est un Z-module libre, on en déduit que ﬁi(Hwh} X) ~ FX @y H(Z|Gal(E/F)])
pour i € {0,1}. Cependant un calcul direct montre que H*(Z[Gal(E/F)]) = 0
pour tout ¢ € {0,1}. On en déduit que O([],, £y) = 1.

Supposons a présent que D,, est non trivial. Il est donc d’ordre 2. Cela implique
en particulier que p est pair et donc que p = 2. On a donc dans ce cas D,, =
Gal(E/F) et il n’y a qu'une seule place au-dessus de v. On a de plus F, ~ R et
E, ~ C et on vérifie facilement que #(C*) = 2 (ot C* est vu comme Gal(C/R)-
module). On conclut alors en utilisant le corollaire [5.4.3| ]

Proposition 5.4.13. On a 0(OF) = p2 P27 04 ry désigne le nombre de places
complezes de F' et sy celui de E. De plus sy = pro si p # 2.

Démonstration. Soit r; le nombre de places réelles de F', ro le nombre de places
complexes de F, s; le nombre de places réelles de E et sy le nombre de places
complexes de E. D’aprés le théoréme [3.2.14} le groupe O est isomorphe & up x
Z#+271 On déduit donc de la proposition et du lemme que qo,(0F) =
q()’p(ZSlJFS?_l) — ps1+82—1. De méme, qo7p((OE)Gal(E/F)) — %,p(O;) _ pr1+r2—1_
Ainsi le théoréme implique que

Q(OE)Pfl _ pp(r1+r271)p*(81+3271) — pPT1*81+PT2*82*(p*1)_
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Comme [E : F] =p, on a s; + 2sy = p(r1 + 2r3), on en déduit
0(0f) = =D,

Si p est impair, toutes les places archimédiennes sont non ramifiées dans E/F' et
on a donc sy = pry, et le résultat voulu. Si par contre p =2, alors p—1 =1 et on
obtient a nouveau le résultat cherché. O

Corollaire 5.4.14. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré
premier, alors 0(Ag/E*) = [E : F.

Démonstration. Soit p le degré de E/F. On a alors
O(AL/E™) =10 (H (92) 0 (H Ei) 0(05)
wioo w|oo

— 282—177"2pp7“2—82+1 =p

En effet, d’apres la proposition [5.4.13] on a so — pro = 0 si p # 2. n

5.5 La loi de réciprocité

5.5.1 Construction

Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres. Soit S 'ensemble des
places de F' qui sont ramifiées dans E/F et soit m un module de F' tel que S C
Supp(m). On définit alors un morphisme de groupes Ag/p : I(Op)™ — Gal(E/F)
en posant, pour a € [(Op)™,

Ap/p(a) = (a, E/F).

Remarque 5.5.1. Soit b € I(Og)™. On a alors (Ng/p(b), E/F) = 1. En effet, il
suffit de le vérifier lorsque b est un idéal maximal de Op. On a alors Ng,p(b) = pfer»
ou p =bNOp. Ainsi

(Ng/p(b),E/F) = (p, B/ F)fore

et, comme (p, £/F) est d’ordre fy/p, ona Ag/p(Ng/p(b)) = 1. Ainsi Ng,p(1(Og)™) C
Ker(AE/F)

Supposons a présent que le module m vérifie la propriété Vi, C Ng/r(AL).



5.5. LA LOI DE RECIPROCITE 137

D’apres la proposition [5.2.11] il existe une surjection naturelle I(Op)™ —
AL /F*Ng/rp(Ag) dont le noyau est le sous-groupe PuNg p(1(Og)™). La remarque
implique que PyNg p(1(Og)™) est dans le noyau de Ker(Ag,r) si et seule-
ment si P, C Ker(Ag/p). Si tel est le cas, 'application Ag/p se factorise en un
morphisme de groupes Artg/p : Ap/F*Ng/p(Ag).

Proposition 5.5.2. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Supposons que

a) Uapplication Ag/p - I(Op)™ — Gal(E/F) est surjective ;
b) on a Py C Ker(Ag/r).
Alors il existe un isomorphisme de groupes Artg p : Af/F*Ng/p(Ag) = Gal(E/F)

tel que pour presque toute place finie v de F' non ramifiée dans E, on a Artg/p(w,) =

(po, E/F), ot w, est défini dans U'énoncé du théoréme [5.2.1]

Démonstration. Le point @ implique que 'application Ag/r se factorise en un
morphisme Artg/p : AL /F*Ng/p(Ag) — Gal(E/F). Le point ja)| implique que ce
morphisme est surjectif et on déduit du théoreme qu’il est en fait bijectif. La
caractérisation en presque toutes les places finies se déduit de la définition de Ag/p
car, si v ¢ Supp(m), I'élément p, € I(Op)™ est envoyé sur la classe de w, dans le
quotient Ax/F*Ng/p(Ag) et donc Artg p(w,) = Ag/p(ps) = (b, E/F). O

Remarque 5.5.3. Soit K /F une extension finie de F'. I’extension EK /K est alors
abélienne est son groupe de Galois est isomorphe a un sous-groupe de Gal(E/F).
On a de plus le diagramme commutatif suivant

Ng/r

1(O%) 1(Op)"

lAEK/K lAE/F

Gal(EK/K) —— Gal(E/F).

De méme si F' C E' C E est une sous-extension, 'extension E’/F est abélienne et
on a des diagrammes commutatifs

Ap/F E!/F

HOn)™ 225 Gal(BJF) 1O —Z1" ., [(Op)"

Agi/p

Gal(E'/F)  Gal(E/E') —— Gal(E/F).

Ces trois diagrammes se vérifient directement en calculant I'image d’un idéal maxi-
mal par les différents chemins possibles et en utilisant les formules de la proposition
.50l
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5.5.2 Surjectivité de Ag/p
Théoréme 5.5.4. Le morphisme Ag/p : I(Op)™ — Gal(E/F) est surjectif.

Démonstration. Le groupe Gal(E/F) est abélien fini. Le théoreme de structure
des groupes abéliens finis montre qu’il est engendré par ses éléments d’ordre une
puissance d’un nombre premier. Il suffit donc de prouver que si o € Gal(E/F') est
d’ordre une puissance d'un nombre premier, alors o est dans I'image de Ag/p. Soit
o un tel élément et soit H le sous-groupe de Gal(E/F') engendré par o. Posons
K = Ef. L’extension E/K est alors cyclique d’ordre une puissance de nombre
premier. Le corollaire implique qu’il existe un idéal maximal q C O tel que
qNOFr ¢ Supp(m) et (q, £/K) est un générateur de H. Il existe donc m > 1 tel que
(4™, E/K) = 0. On déduit alors de la remarque[5.5.3|que Ag/p(Ng/r(q™), E/F) =
0. O

5.5.3 Le noyau de Ag/p

Soit E//F une extension abélienne finie. On veut a présent montrer qu’il existe
un module m tel que P, C Ker(Ag/p).

Définition 5.5.5. On dit qu’une paire (E/F,m) constituée d’une extension abé-
lienne finie de corps de nombres et d’un module de F' est admissible si les condi-
tions suivantes sont satisfaires

a) l'ensemble Supp(m) contient les places de F' qui sont ramifiées dans E/F ;
b) on a Viy C Ng/p(AL);
¢) on a Py C Ker(Ag/r).
Remarque 5.5.6. Si la paire (E/F,m) est admissible alors le théoréme [5.5.4]
implique que les propriétés de la proposition sont vérifiées et I'existence de
la loi de réciprocité d’Artin Artg/p pour 'extension E/F.
Proposition 5.5.7. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
1) Sim <, alors si (E/F,m) est admissible, (E/F,w') est admissible.
2) Soit K/F une extension finie. Soit mg le module de K défini par

ewpM(v)  siw est finie et v = w|p
mg(w) =10 si By, ~C
m(v) st By ~ R.

Alors Niyp(Ky, ) C Fy et si (E/F,m) est admissible, alors (EK/K,mg) est
admissible.
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3) Si FF C E' C E est une sous-extension. Si (E/F,m) est admissible, alors
(E'/F,m) est admissible.

4) St F C Ey,...,E. CFE sont des sous-extensions telles que E = Ey--- E,.
Alors si les paires (F;/F,m;) sont admissibles, alors la paire (E/F,m) est admis-
sible ou m désigne le module défini par

m(v) = supm;(v) Vv € Xp.

Démonstration. La propriété|l)|est une conséquence immédiate du fait que m < m
implique Supp(m) C Supp(m’), Vi C Vi et Py C Py,

Les propriétéset se déduisent des diagrammes commutatifs de la remarque
b5l

Dans la situation de la propriété 1)} 'application o ~ (og,,...,0,) induit
une injection de Gal(E/F) dans Gal(E;/F) x Gal(E,/F). Comme par ailleurs
P, C Py, pour tout 1 <7 < 7. On déduit encore de la remarque que l'image
de Ag/p(Pn) est contenu dans le noyau de Gal(£/F) — Gal(E;/F) pour tout
1 <i<retdonc que Ag/p(P,) = {1}. O

Proposition 5.5.8. Soit n > 1 un entier et soit m,, le module de Q défini par
m,(p) = vy(n) pour p premier et m,(co) = 1. Alors il existe un module m > m,,
de méme support tel que (Q((,)/Q, m) est admissible.

Remarque 5.5.9. On peut en fait montrer que (Q(¢,)/Q, m,,) est admissible mais
cela demande de démontrer en plus que Nyc,)/0(Ag,)) = Vin,-

Démonstration. L’ensemble Supp(m) est I'ensemble des diviseurs premiers p de n
ainsi que la place oo. Il contient donc ’ensemble des places ramifiées dans Q(¢,,)/Q
(voir exemple . On peut donc trouver m > m,, de méme support que m,, tel
que Vi C Nocny/a(Ag,))- 1l reste a vérifier que Py C Ker(Ag,)/q). On va en
fait vérifier que P, C Ker(Ag(c,)/0). Le groupe QF est le groupe des nombres
rationnels x tels que v,(x — 1) > v,(n) pour p premier divisant n et z > 0. Ainsi
une fraction réduite § avec a € Z et b € N* appartient a Q si et seulement
sia>0,bAn =1c¢etv,(a—>b) > vy(n), c’est-a-dire si et seulement si a > 0
et @ = bmodn. Par ailleurs on a vu (exemple que le groupe de Galois
qu’il existe un isomorphisme de groupes entre Gal(Q(¢,)/Q et (Z/nZ)* envoyant

(p, Q(¢n)/Q) sur p pour p{n. On en conclut que si § € Py, , on a
AQ(@)/Q(%) = AQ(CH)/Q(Q)AQ(QI)/@(Z))_I = ab ' modn = 1 modn. O

Corollaire 5.5.10. Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres telle
que E C F((,) pour un certain n > 1. I existe un module m de F' tel que (E/F,m)
est admissible.
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Démonstration. On déduit en effet de la proposition [5.5.8| ainsi que des propriétés

et [3)| de la proposition m que la paire (E/F, ji, r) est admissible. O

Théoréme 5.5.11. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres telle
que
Card(AL/F*Af) =[E : F].

Soit m un module de F' dont le support contient toutes les places de F' ramifiées
dans E/F et tel que Viy C Ng/p(Ag). Alors la paire (E/F, m) est admissible.

Au cours de la preuve nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera démontré
plus tard.

Lemme 5.5.12 (« Lemme d’Artin »). Soit E/F une extension cyclique de corps
de nombres. Soit p un idéal mazximal de O et soit s € N* tel que s € p. I existe
alors un entier m € N* et un élément 7 € Gal(F((,,)/F) tels que

1) onamAs=1;
2) ona ENF((n)=F et FNQ((n) =Q;

3) les éléments (p, F((n)/F) et 7 ont des ordres multiples de [E : F] dans
Gal(F(¢m)/F) ;

4) les sous-groupes de Gal(F((y)/F) engendrés par T et par (p, F((n)/F) ont
pour intersection le sous-groupe réduit a 1.

Démonstration. Voir [Jan, Prop. 5.5]. O

Remarque 5.5.13. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres et
soit p un idéal maximal de Op, s € N*, m € N* et 7 € Gal(F((yn)/F) les
conditions du lemme Supposons de plus que p est non ramifié dans E/F.
Comme s est premier a m, les nombres premiers divisant s sont non ramifiés
dans Q((,)/Q et donc p est non ramifié dans F((,,)/F. Ainsi p est non rami-
fié dans F((y)/F. Comme E N F((,) = F, on a un isomorphisme de groupes
Gal(E(Gn)/F) = Gal(E/F) x Gal(F((y)/F) donné par o — (0|g,0|p,,)). On
utilise cet isomorphisme pour identifier ces deux groupes. Fixons o un générateur
du groupe Gal(E/F). Soit H le sous-groupe de Gal(F((,)/F) engendré par les
éléments (o, 7) et (p, E(Cn)/F) = ((p, E/F),(p, F((n)/F)). Posons K = Ef.
Le groupe Gal(E((n)/K((rn)) est le noyau de application Gal(E((y)/F) —
Gal(E(G) /) % Gal(E(Gn) | F(Gn)), on & done Gal(E(Gu) /K (Gn)) = H N (0, 1)),
Soit x € H N ((o,1)). On peut écrire

z = (0,7)"(p, E(Gn) /F)" = (0°,1)
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pour des entiers a, b, c. Autrement dit on a les égalités

o’(p, E/F)" =
T(p, F(Gn) /F)? = 1.

Ainsi 7 = (p, F(Cn)/F)™" € (1) 0 {(p, F(¢n)/F)) dans Gal(F((,,)/F), de sorte
que 7 = (p,F((n)/F)® = 1 et donc que a,b € Z[E : F]. Comme le groupe
Gal(E/F) est d’ordre [E : F], on a finalement = = 1. Ainsi Gal(E((,)/K((n)) =1
et E((n) = K((pn). De plus, puisque (p, E((n)/F) € H, l'idéal maximal p est
totalement décomposé dans K/F.

Démonstration du théoréme[5.5.11. Fixons o un générateur du groupe cyclique
Gal(E/F). Fixons aussi M € N* un entier tel que, pour tout n > 1, EN F(¢,) C
F(Cy) et FNQ(G) € Q). Un tel M existe bien car les corps E et F ne

contiennent qu’'un nombre fini de sous-corps.

Soit a € I(Op)™ tel que Ap/p(a) =1 et posons a = p{* - - - p¢” sa décomposition
en produit d’idéaux maximaux (on suppose les p; distincts). Soit s; € N* un entier
multiple de M, appartenant a tous les idéaux maximaux du support de m et
appartenant a p;. On construit alors, pour 1 < ¢ < r des éléments s; € N*
m; € N* et 7; € Gal(F((n,)/F) tels que s;41 = s;m; pour 1 < i < r—1 et tels que
m; et 7; satisfont les propriétés du lemme pour les données p; et s; lorsque
1< <.

Pour 1 < i < r, notons H; le sous-groupe de Gal(F((y,)/F) ~ Gal(E/F) x
Gal(F (¢ )/F) eng endrés par (cr 7') et (p, E(Cn,)/F). Soit K; == E((m, ). D’apres

la remarque [5 on a E(Gn,) = K(Gn,). Posons alors m = my---m, et K =
K- K, CE( m)
Les entiers my, ..., m, sont premiers entre eux deux a deux, et premiers a M.

Ainsi le lemme [5.5.18 implique que
Gal(E((n)/F) ~ Gal(E/F) x Gal(F((n,)/F) x -+ x Gal(F((n,.)/ F).

En identifiant ces deux groupes au moyen de cet isomorphisme, on voit que 1’élé-
ment (0,7, ...,7.) est dans Gal(E((,,)/K;) pour tout 1 < i < r. On a donc

(0, 71,...,7) € Gal(E((n)/ K).

Comme la restriction de cet élément a E est o, on en conclut que FF = EN K.

On déduit de la remarque que, pour tout module m’ > m, le diagramme
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suivant commute

Nk/r /

1(OF) [(Op)™

lAEK/K lAE/F

Gal(EK/K) —— Gal(E/F).

L’égalitée FF = E' N K implique que la fleche horizontale inférieure est un isomor-
phisme. On déduit donc du théoreme [5.5.4] qu'il existe un idéal by € I(Ox)™ tel
que Ag/p(Ng/r(bo)) = 0. Quitte a agrandir m’ pour que son support contienne
les diviseurs de m, on peut donc supposer que by € I(Ox)™ et que by est premier
am.

Pour 1 < ¢ < r, posons Ag/p(pf’) = o%. Soit d = di + -+ + d,. L'éga-
lit¢ Ag/p(a) = 1 implique alors d € Z[E : F]. Comme p; est totalement dé-
composé dans K; (voir remarque [5.5.13)), il existe q; idéal maximal de Ok, tel
que Nk, p(q;) = p;. Posons alors ¢; = 09 N1, (bo) ™% € I(Ok,)™. On a alors
Apk,/k,(¢i)) = Ap/p(Niyr(c)) = 1. Or EK; C E(Grn,) = K(Gn,) (voir la re-
marque . On déduit donc du corollaire [5.5.10| (et de la propriété de
la proposition qu’il existe un module m; > mg, de K; dont le support
est inclus dans l'union de Supp(m) et de 'ensemble des diviseurs de m; et tel
que la paire (EK;/K;,m;) est admissible. On en déduit alors (voir remarque
que Ker(AEKZ./Ki) = PmZNEKZ/KZ([(OEKz)m"“) Il existe donc Y € KZ>,<m1 et
0; € I(Ogk,)™ tels que ¢; = (7;)Nek,/k, (0k,) (noter que'on a bien ¢; € I(Ok,)™).

Posons b = N r(bg). On peut donc écrire

ab—4 = Hp?ib_di = H Nk, /r(c;)
i=1

=1

= 11 Ni.yp((%:) Nk, r,(05)
i—1

= (a)NE/F (ﬁ NEK¢/E®Z’)>

i=1

ot @ = [[_; Nk, /r(7:). Comme v; € K, C Kimei, on a Ng,/p(vi) € Fy (par la
propriété 2)| de la proposition et donc o € F. Par ailleurs Ngg,/5(;) €
I(Og)™ pour tout i, donc ab™ € PyNg/p(i(Op)™). Enfin remarquons que d €
Z|E : F], on peut donc écrire d = [E : F|d' et b = Ng,p(b?Op) de sorte que

ac PmNE/F(I(OE)m)

On a donc prouvé que Ker(Ag/r) C PoNg/p({(Og)™). On déduit du théoréme
que Ker(Ag,r) est un sous-groupe d’indice [E : F] de I(Op)* et de la proposi-
tion|5.2.11{que Py Ng/p(I(Og)™) est un sous-groupe d’indice Card(Ay;/F* Ng/p(AL).
Par notre hypothese ces deux sous-groupes ont le méme indice, ils sont donc égaux.
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En particulier PuNg/p(I(Og)™) C Ker(Agr). La paire (E/F,m) est donc admis-
sible. O

5.5.4 Conclusions

On peut a présent démontrer le cas général de la seconde inégalité.

Lemme 5.5.14. Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres et soit
F C K C E une sous-extension telle que E/K est cyclique d’ordre premier. Alors
le groupe Gal(K/F) agit trivialement sur le quotient Ag/K* Nk (AL).

Démonstration. On déduit du corollaire [5.4.14] du théoréme [5.5.17] et de la re-
marque|5.5.6} I'existence de I'isomorphisme de réciprocité d’Artin Art g /g : Ay /K* Ng/(Af) ~
Gal(E/K).SiT € Gal(E/F), on a alors un diagramme commutatif (voir remarque
5.2.0)
A —T—— A%
J{ArtE/K J{ArtE/K

Gal(E/K) =25 Gal(E/K).

Comme le groupe Gal(E/F') est abélien, la fleche horizontale inférieure est triviale,
ce qui implique que la fleche horizontale supérieure est triviale, ce qui fournit le
résultat. O]

Théoréme 5.5.15. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Alors
onahg(Ag/E*)=[E: F]ethi(AL/E*) = 1. En particulier 6(A%/E*) = [E : F.

Démonstration. Si K est un corps de nombres, on note C le groupe Ay /K*. On
démontre le résultat par récurrence sur [E : F|. Lorsque [E : F| est premier, on

a 0(Cg) = [E : F| par le corollaire [5.4.14] La preuve de montre qu'il existe

une suite exacte
HY(E*) — H°(A}) — H°(Cp) — H'(EX).

Comme H°(E*) = F*/Ng/p(EX), HO(AX) = A} et HY(E*) = 0 (par le lemme
, on en déduit que H(Cjp) ~ Cr/Ng/p(Cg). En particulier ho(Cp) =
Card(Ap/F*Ng p(Ag)) et on déduit de I'égalité 0(Cg) = [E : F] et du théo-
rémeque ho(Cg) = [E : F] et hy(Cg) = 1.

Supposons a présent que [E : F| est composé et soit p un diviseur premier
de [E : F]. Soit F C K C FE l'unique sous-extension telle que [E : K] = p.
Fixons également v un générateur du groupe Gal(£/F'). Le morphisme Ng/p :
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Ag — A induit un morphisme de groupes Ng,p : Cx — Cp. On a de plus
Nk/p(Neg/x(Cg)) = Ng/p(Cp) de sorte que I'on a un morphisme surjectif de
groupes

NK/F : CK/NE/K(CE) - NK/F(CK)/NE/F(CE)-

Montrons que ce morphisme est en fait un isomorphisme. Soit © € Ck tel que
Nip(x) € Ngyp(Cg). 1l existe donc y € Cg tel que Ng/p(x) = Ng/p(y), c'est-
a-dire Ng/p(xNg/k(y)™') = 1. Comme [K : F] = [E : F|/p < [E : F], par
récurrence on a H'(Cx) = {0} (ou Ck est vu comme Gal(K/F)-module), ce
qui implique qu’il existe z € Cp tel que Ng/k(y)~' = zv(z)"". Le lemme
implique que 7 agit trivialement sur Cx /Ng,/x (CE), c’est-a-dire qu'il existe u € Cg
tel que zy(2)™! = Ng/k(u). On a alors = Ng/k(yu). On a donc un isomorphisme
de groupes Cx /Ng/k(Cg) ~ Nk/p(Ck)/NEg/p(Cg). Ainsi

ho(Cr) = [Cr : Ng/r(Cp)] = [Cr : Nk/r(Cx)|[Nk/r(Ck) : Ngjp(Cr)]
= [CF : Niyr(Cx)|[Ck : Ng/x(Cr)].

Par récurrence, on a bien [Cr : Ng/p(Ck)| = [K : F] et [Ck : Ng/k(Cg)] = [E :
K], ce qui implique ho(Cg) = [E : F].

Prouvons a présent que hi(Cg) = 1. Posons m = [E : F|/p et notons « :
Cp — Cg lapplication z — [[",' 7' (x). On a Gal(E/K) = (y™) de sorte que
six € Cp, Ng/(x) = TI—g7™ (). On en déduit que Ng/x o @ = Ng/r et donc
que a(Ker(Ng/r)) C Ker(Ng k). Par récurrence, on a HY(Cg) = {0} (ot C est
vu comme Gal(E/K)-module). Ce qui implique que Ker(Ng/x) = {z9™(2)7" |
z € Cg}. Si o € Ker(Ng/p), il existe donc y € Cg tel que afz) = yy™(y)~ "
Par ailleurs, on a a(yy(y)™') = yy™(y)~* de sorte que a(xy(y)y~') = 1. Comme
a(z)y(a(z))™t = z9™(2)~! pour tout z € Cg, on a que xy(y)y ' est un élément
de C’gal(E/ K) = €k (voir TD pour cette derniére égalité). Comme de plus alo, =
Ngsp, on a zy(y)y~" € Ker(Ng,p). Par récurrence (encore), on a H'(Ck) =
{0}, ce qui implique 'existence de z € Ck tel que zy(y)y™' = uy(u)~! et donc
z = yuy(yu) L. Ceci prouve que H(Cg) = {0} (vu comme Gal(E/F)-module) et
acheve la récurrence. ]

Corollaire 5.5.16. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Soit
x € F. Alors il existe y € E tel que Ng/p(y) = x si et seulement si pour toute
place v de F' et toute place w | v de E, il existe y,, € E,, tel que Ng, /5, (Yw) = .

Démonstration. On a une suite exacte de Gal(E/F)-modules

0— B — A — Ay /E* — 0.
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Dans la preuve de la proposition [5.4.2 on a démontré qu’il existe un hexagone
exact

F*/Ngp(E*) —— AL /Ng r(Ag)

" T

HY (AL EX) AR/F*Ng/r(Af)

~ _—

H'(A}/E) + H(E¥)

D’apres le théoreme [5.5.15, on a ﬁl(AE/EX) = {0}, ce qui implique I'injectivité
de F*/Ng/p(E*) = Ap/Ng/r(Ag), ce qui est exactement 1’énoncé cherché (en
remarquant que pour tout w | v le groupe Ng, /p, (E,) C F) ne dépend pas de
w). O

Remarque 5.5.17. L’énoncé du corollaire [5.5.16| ne se généralise pas aux exten-
sions abéliennes de corps de nombres quelconques.

On peut enfin donner une démonstration complete de la loi de réciprocité d’Ar-
tin.

Démonstration du théoréme[2.2.1. Soit E/F une extension abélienne de corps de
nombres. D’apres la remarque [5.5.6] il suffit de prouver qu’il existe un module m
tel que la paire (F/F, m) est admissible. Le théoréme de classification des groupes
abéliens finis et la propriété de la proposition implique qu’il suffit de
traiter le cas ou E/F est une extension cyclique. Le théoreme implique
alors que [E : F] = Card(Ay/F* Ng/r(Ajg)) et on conclut en utilisant le théoreme
0.0. 12 0

5.5.5 Quelques lemmes utiles

Lemme 5.5.18. Soit E/F une extension finie de corps de nombres. Soit M > 1
un entier tel que, pour tout entier n > 1, F N Q(¢,) C Q) et EN F(¢,) C
F(Cy). Alors st m > 1 est un entier premier a M, on a F N Q((n) = Q et
ENF((n) = F et, si my et my sont deux entiers premiers entre eux et premiers
am, F(Gn,) N F(Gny) = F.

Démonstration. Soit m > 1 un entier premier a M. On a alors

F Q) € Q¢) NQGm) = QGman) = Q.
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Par ailleurs, on a [F((,) : F] = [Q(¢n) : FNQ(Gr)] = [Q(Gn) = Q] et

[F(Gn) : F(Gn) N F(Car)] = [F(Gonse) + F(Car)] = W
_ 1 Q(Gmar) : F N Q(Gnr)] _ (Q(Cmmr) : FNQ(Car)]
Q) FAQ)] Q) - FA Q)]
= Q) : QGan)] = Qo) : QCar) N QG
= [Q(¢n) : Q).

On en déduit que [F((n) @ F] = [F(Gn) © F(Gn) N F(Car)] et done que F () N
F(y)=F. (...) O

Lemme 5.5.19. Soit E/F une extension cyclique de corps. Alors H(E*) = {0}.

Démonstration. Voir TD. O

5.6 Le théoréeme d’existence

Soit F' un corps de nombres. Si E//F est une extension finie abélienne, on note
Ng = Ng/p(Ag)F*. Cest un sous-groupe ouvert d’indice fini de Ay (d’apres la
proposition . Un sous-groupe de A% est dit normique s'il est de la forme Ng
pour E/F extension abélienne de F'.

Le but de cette section est de démontrer le théoréme [5.2.3l

5.6.1 Réductions

Lemme 5.6.1. (i) Soit N un sous-groupe normique de Ay. Si N’ est un sous-
groupe de Ay contenant N, alors N' est normique.

(i) Si N et N’ sont deuzx sous-groupes normiques de Ay, il en est de méme de
NNN.

Démonstration. Prouvons le point [(i)} Soit £/F une extension abélienne finie de
F telle que N = Ng. Considérons I'isomorphisme de réciprocité d’Artin

Artg/r : Ay /Ng = Gal(E/F).
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Soit £’ C E I'unique sous-extension de F' telle que Gal(E/E") = Artg,p(N'/Ng).
On a alors un diagramme commutatif

AY/Np ——— Gal(E/F)

ArtE/F

i |

Aj /Ny 577 Gal(E'/F).

qui identifie N'/Ng et Ng//Ng de sorte que N' = Npg.

Prouvons a présent le point . Soient F et E’ deux extensions abéliennes
de F telles que Ngp = N et N = N'. Posons E” = EFE'. C’est une extension
abélienne de F'. De plus, on a Gal(E"/F) — Gal(E/F) x Gal(E'/F') de sorte que
Npgn, qui est le noyau de I'application Artgy,p est aussi le noyau de I'application
(Artg/p, Artgp) qui est NN N'. On a donc Ng» = N NN’ O

Lemme 5.6.2. Soit K/F une extension cyclique. Soit N un sous-groupe d’indice
fini de A% contenant F* et tel que NI}}F(N) C Ax est normique. Alors N est
normique.

Démonstration. Posons N’ = NE/lF(N)- On a donc N’ = N, pour une extension

abélienne finie L/K . Soit L une cloture galoisienne de L/F. Soit ¢ un générateur
du groupe cyclique Gal(K/F) et soit ¢ un endomorphisme de L prolongeant o.
Remarquons que o(N’) = N’ et donc 6(L) = L. Comme Gal(K/F) est cyclique,
on en conclut que L/F est galoisienne. On a alors un diagramme commutatif

(remarque [5.2.2)) :
x ~

t Jos-

Ag /N’ m Gal(L/K).

Soit € A. On a alors Ni/p(o(z)) = Ng/p(z). En particulier o(z)z~" € N’
et donc o agit trivialement sur le quotient Aj. On en conclut que la conjugaison
par o est triviale sur Gal(L/K). Comme o engendre Gal(K/F'), on en conclut
que Gal(L/F) est abélien. Comme Ny k(A7) C N, on a N p(Af) C N et donc
Np = F*Np/p(Af) C N. On déduit donc du lemmemque N est normique. [

Nous allons prouver un peu plus loin le résultat suivant.

Théoreme 5.6.3. Soit p un nombre premier. Supposons que F* contient un €élé-
ment d’ordre p. Alors, tout sous-groupe ouvert de Ay contenant F* et d’indice p
est normique.
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Lemme 5.6.4. Le théoreme|5.6.5 implique le théoreme|5.2.5,

Démonstration. Soit N C Aj un sous-groupe ouvert contenant £ et d’indice fini.
On va démontrer le résultat par récurrence sur [Ay : N|. Le cas [Af : N] =1 est
trivial.

Fixons p un diviseur premier de [Aj : N]. Posons K = F((,). L'extension
K/F est cyclique car Gal(K/F) — Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/pZ)*. Posons N' =
N [}}F(N ). Alors N’ est un sous-groupe ouvert d’indice fini de Ay contenant K*.
Si [Ax @ N'] < [Ax : NJ, alors le sous-groupe N’ est normique par récurrence et
N est normique par le lemme [5.6.2] Supposons donc que [A¥ : N'] = [Af : N].
Soit N” C Ak un sous-groupe contenant N’ et d’indice p. D’apres le théoréme
, le sous-groupe N” est normique. Soit L/K une extension abélienne telle
que N = N” C Aj). L’extension L/K est alors cyclique de degré p. Posons
N" = E/lK(N’). Comme NE/IK(N”) = A7, il s’agit d'un sous-groupe ouvert
contenant L* est d'indice < [Aj : N| dans A}. Par récurrence N est normique.
Ainsi le lemme implique que N’ est normique, puis que N est normique. [

5.6.2 Théorie de Kummer

Soit n > 1. On suppose dans cette section que F' contient toutes le sous-groupe
des racines n-iemes de 'unité, c’est-a-dire que F'* contient un élément d’ordre n.
Soit K /F une extension galoisienne finie. Posons G = Gal(K/F'). On considere la
suite exacte suivante de G-modules

0 — pn — K 2255 (KX)" — 0.

On vérifie facilement qu’en lui appliquant le foncteur des G-invariants, on a une
suite exacte de groupes abéliens

0 — pn — F* 225 (KX 0 FX.

Cependant la fleche la plus a droite n’est pas toujours surjective. Décrivons son
conyau. Soit z € (K*)* N F*. 1l existe alors y € K* tel que z = y". Pour g € G,
posons a,(g) = % € . On vérifie facilement que «, est un morphismes de
groupes G — u,,. En effet, pour g, h € G, on a

g(h(z)) _ g(h(x)) h(z) _ g(zag(h)) h(z) _ g(z) h(z)

x h(z) =«  zaz(h) = oz

car g(a,(h)) = a,(h) puisque p, C F*. Le nombre a,(g) ne dépend pas du choix
de y. En effet si ¢’ est un autre élément de K* tel que (y')* = z, alors ' = Cy
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avec ¢ € [, et on a % = %y,/). Enfinsiz, 2’ € (K*)"NF* et y,y € K* vérifient
x=1y", ' = (y™), on a, pour tout g € G,
9(yy')

Al (g) = yy, - ax(g)ax/ (g)

Ainsi z — «, définit un morphisme de groupes de F* dans le groupe Hom(G, u,,)
des morphismes de G dans p,,.

Lemme 5.6.5. Le morphisme x — oy induit un isomorphisme de groupes
(K" N )/ (FX)" 22 (G )

Démonstration. L’injectivité est clair car si a,(g) = 1 pour tout g € G, alors
x =y" avec g(y) = y pour tout g € Gal(K/F), c’est-a~dire y € F'* et x € (F*)™.

Prouvons la surjectivité. Soit o : G — p,, un morphisme de groupes. La famille
(x — g(x))g4ec est une famille de caracteres du groupes K* (a valeurs dans K*).
Le lemme d’indépendance des caracteres implique que cette famille est une famille
libre du K-espace vectoriel des applications de K* dans K. Comme a(g) # 0 pour
tout g € G, on en déduit que 'application z — > cqa(g™')g(x) de K* dans K
est non nulle et qu’il existe donc z € K* tel que

y = alg)g(z) #0.

geG

On a alors, pour h € GG, en utilisant le fait que u,, C F,

hy) = > alg hg(z) = > alg ' h)g(z) = a(h)y.

geG geqG

On en déduit en particulier que h(y™) = y™ pour tout h € G et donc que y" €
(KX)" N F* ainsi que ayn = a. O

On déduit du lemme que 'on a une suite exacte longue

0 — pn — F* 2255 (K" 0 FX 2225 Hom(@, pin) — 0.

On suppose désormais que G est un groupe abélien d’exposant n, c’est-a-dire
que pour tout g € GG, ¢g" = 1. Dans ce cas, la théorie des caractéres d'un groupe
abélien fini implique que les groupes G et Hom(G, p1,,) ont le méme cardinal. En
particulier on déduit du lemme [5.6.5| que

Card(G) = [K : F] = Card((K™)" N F*/(F*)").



150 CHAPITRE 5. THEORIE DU CORPS DE CLASSE

Soit : G — Hom((K*)" N F*/(F*)", u,) définit par g — (x — a,(g)). Il s’agit
d’un morphisme de groupes. Remarquons que si g € G\ {1}, il existe un caractere
x du groupe G (a valeurs dans p,) tel que x(g) # 1. Soit z € (K*)" N F* tel
que X = g, on a alors a,(g) # 1, ce qui prouve que 3(g) # 1. Le morphisme
est donc injectif et bijectif par un argument de cardinal. On en déduit le résultat
suivant :

Théoréme 5.6.6. Soit ' une cloture algébrique de F. Il existe une bijection
croissante de l’ensemble des extensions abéliennes K C F de F d’exposant n
et 'ensemble des sous-groupes H C F* d’indice fini contenant (F*)" donnée par
K (KX)* N F*. La bijection réciproque est donnée par H — F(/H). De plus
on a l’égalité

[F(VH) : F] = Card(H/(F*)").

5.6.3 Démonstration du théoréme [5.6.3

Soit p un nombre premier. On suppose que F' est un corps de nombres contenant
toutes les racines p-iemes de l'unité. On fixe N C Aj un sous-groupe ouvert
d’indice p contenant F*. Remarquons que, comme N est d’indice p, on a (F,)? C
N pour toute place v de F. Soit S un ensemble fini de places de F' tels que

— l’ensemble S contient toutes les places archimédiennes ;

— l’ensemble S contient toutes les places de F' divisant p;

— l’ensemble des places ultramétriques v de F' telles que U, ¢ N ;
—onaAp = F*[l,es F} [logs Us.

Comme N est un sous-groupe ouvert de Ay, I'ensemble des places archimédiennes
de F telles que U, ¢ N est fini et on peut bien choisir un tel S. On pose alors

Ng = F* [[(ES)" ] Us
vesS vgS

et on remarque que Ng est un sous-groupe ouvert de Ay, contenant F* et tel que
Ng C N. Pour démontrer le théoreme [5.6.3] il suffit donc de prouver que Ng est
normique (d’apres le lemme [5.6.1)).

Posons OF = F* N [I,¢s Uy. 11 s’agit d’un sous-groupe de F™ appelé sous-
groupes des « S-unités ». Nous allons prouver que Ng = N, (}/0%)" Remarquons
S

que, puisque p, C F, 'extension F({/Og)/F est galoisienne et méme abélienne
d’exposant p. On pose désormais K = F({/Og).

Lemme 5.6.7. Siv ¢ S, l'extension K/F est non ramifiée en v.
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Démonstration. Soit v ¢ S. Il suffit de prouver que pour @ € OF, l'extension
F(¥/a)/F est non ramifiée en v. Posons F = F({/«). Soit w une place de E
divisant v. Alors (théoreme , le complété F,, de ¥ en w est un quotient de
E ®p F,, on a donc E, = F,(¥/a). Le polynéme minimal de ¢/« sur F, est un
diviseur () de X? — a. Comme « € U,, I'image @ de « dans le corps résiduel k,
est non nulle. Comme de plus v ne divise pas p, p est inversible dans k,, ce qui
implique que le polynéme X? — @ est séparable dans k,[X]. Ainsi 'image de @
dans k,[X] est également séparable. On déduit alors du lemme de Hensel
que toute racine de () dans k,, se releve de fagon unique en une racine de () dans
la sous-extension maximale non ramifiée de E,,/F,, ce qui prouve que E,/F, est
non ramifiée. O]

Corollaire 5.6.8. On a Ng C Ng.

Démonstration. On a clairement F'* C Ng. Comme de plus K/ F est d’exposant p,
le théoréme implique que Ay /Ng est d’exposant p et donc que (F)P C Ng
pour tout v. On déduit alors du lemme|5.6.7]et de la proposition|5.1.1lque U, C Nk
pour tout v ¢ S de sorte que Ng C Ng. O

Le corollaire implique donc qu'il suffit de prouver I'égalité [A) : Ng|] =
[Ay : Ng] pour conclure. Calculons dans un premier temps [Ay : Ng]. On a, en

utilisant le théoreme [5.2.1} 1'égalité K = F({/(F>*)?Og) et le lemme [5.6.5]

[Af: Ni] = [K 2 F] = [O5(F*)": (F*)"] = [O5 : Og N (F*)"] = [OF : (O5)"].

La derniére inégalité provient de O N (F*)P = (OF)P qui revient a dire que si
x = yP € Og est une puissance p-ieme, alors y est une unité en toute place v ¢ S.

On prouve le résultat suivant, qui généralise le théoreme

Lemme 5.6.9. On a un isomorphisme de groupes abéliens

Og ~ g X ZCardS—l'
Démonstration. Considérons le morphisme de groupes Lg : OF — ZCard(5 2x)
défini par Lg(x) = (vy(x))pess... Son noyau est le sous-groupe Op qui est un
groupe abélien de type fini de rang Card(X) — 1 d’apres le théoréeme [3.2.14]
Il suffit donc de prouver que I'image de Lg est un groupe abélien libre de rang

Card(S \ X) ou, de fagon équivalente, que Lg est de conoyau fini. Rappelons
que le groupe quotient (Ax)!/F* est compact (théoréme [3.2.4). L’image du sous-

groupe
(H va H Uv)l = (H FUX H UU) N (A;)l

veS v S veS vgS
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dans (A})'/F* est donc compacte (car ouverte par le lemme et donc fermée
par le lemme |B.3.3). Cette image est homéomorphe au quotient ([T,es £ [Togs Un)'/O5 -
Le morphisme de groupes continu Lg induit donc un morphisme continu surjectif

Ls (] FY T U.)'/OF — 2893 [ Ls(OF).
veS vgS

Le terme de droite est donc un quotient discret d’un groupe compact et est donc
fini. O

Corollaire 5.6.10. On a [A} : N] = pCard(®),
Démonstration. On déduit du lemme que
O3 /(03) = pp/ 1y x (Z/pL) &

Comme pp est un groupe cyclique de cardinal divisible par p, on en déduit le
résultat. u

On calcule enfin [A% : Ng|. Notre choix de .S implique que

A;:FXHFUXHU”‘
vES v¢S

On a donc des isomorphismes de groupes finis

wi/Ns = T F T U/ TTy TLU. 0 TR TL 0.

veS vgS veS vgS veS vgS
Or
FTIE T U] ES T U =05 [T(FES)P ] U
veS vgS ves vgS ves vgS
Ainsi

-1

[Ax :Nsl = |TT ES TI Uo : TTES? T] Us

veS vgS veS vgS

OgHFUXHUv:HFvXHUv

veS v¢S veS vgS

(& condition que ces deux indices soients finis).
Lemme 5.6.11. Pour toute place v de F', on a [F) : (F)})?] = p?|p|,* .

Démonstration. Commencons par le cas ou v est ultramétrique. Rappelons que,
au cours de la preuve du lemme [5.4.9) on a prouvé que

p[Fv:QP} Si v | p

1 sinon

qop(Uy) = {
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c’est-a-dire qo,(U,) = |p|,;!. Par ailleurs on vérifie facilement que ¢o,(Z) = p.
L’isomorphisme F* ~ Z x U, (voir la discussion suviant l’exemple [2.2.18) et la

proposition impliquent que g, (F.*) = p|p|,*. Rappelons que p, C F* et que
[, est exactement le sous-groupe des éléments de p-torsion de F*. En revenant a
la définition de qo,(F.*), on obtient que [F* : (F)?] = p?|p|, "

Supposons a présent que v est archimédienne. Remarquons que si p > 2, puisque
i, C FX, on doit avoir F, = C. Dans ce cas [C* : (C*)P] = 1 = p?|p|c'. Sip =2
et F, ~ R, on a bien [R* : (R*)?] = 2 = p?[p|g". O

Lemme 5.6.12. On a O NI],es(F))P = (O5)P.

Démonstration. Une inclusion est triviale, prouvons 'autre. Soit « € OFN[,cq(F))?.
Posons E = F({/a). Le lemmel5.6.7 implique que I'extension E/F est non ramifiée
en toute place v ¢ S. Par ailleurs si v € S et si w | v, alors a € (F,)? de sorte que
E, = F, et F} C Ng. On a donc [[,es F,) Il,¢s Us C Np et donc Np = Ag. On
en conclut que F = F et donc que o € (F*)P. Ainsi a € (Og)P. O

Corollaire 5.6.13. On a [A} : Ng| = pCard(®),

Démonstration. On déduit du lemme|5.6.11]et de la formule du produit (théoréme

2.3.12)) que
I ETT U TT@E T U T ES/(FS )

veS vgS veS vgS veS

est un groupe fini de cardinal p?©24(%) On déduit des lemmes [5.6.12] et |5.6.9| que
le groupe

Os I FS T U/ I B [T U = 05/(05 N [T B T U) ~ O5/(05)

veES vgS veSs v¢S veSs vé¢S

est un groupe fini de cardinal p©»4(%), On en déduit le résultat. O

Les corollaires [5.6.8] [5.6.10] et [5.6.13] impliquent bien que Ng = N, ce qui
achéve la démonstration du théoréme [(.6.3]

5.7 Compléments

5.7.1 Le théoréme de densité de Tchebotarev

Théoréme 5.7.1. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Soit C une classe de conjugaison de Gal(E/F). Notons Pc l'ensemble des idéaux
mazimauz p de Op qui sont non ramifiés dans E/F et tels que (p, E/F) € C.

Alors Po a une densité de Dirichlet égale a CFE?I(,?).
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Remarque 5.7.2. Noter que l'extension E/F n’est pas supposée abélienne. La no-
tation (p, E/F') n’a donc aucun sens. Si q divise p, I'’élément de Frobenius (q, £/ F))
ne dépend uniquement de p mais aussi du choix de q. Cependant on déduit de la
proposition que sa classe de conjugaison ne dépend que de p. Ainsi la no-
tation (p, E/F) € C signifie « pour un (de fagon équivalente, pour tout) idéal
maximal q de O divisant p, on a (q, E/F) € C ».

Démonstration. Commengons par démontrer le cas ou l'extension E/F est cy-
clique. Soit o un générateur de Gal(E/F) et considérons la classe de conjugaison
C = {0} réduite a o. Notons H le groupe fini Ay/F*Ng/r(Ag). Soit zp € H
I'unique élément tel que Artg/p(29) = 0. Si p est un idéal maximal de O, notons
wy, l'idele (x,) € Aj tel que z, = 1 si p, # p et x, = 1, uniformisante si p, = p. Si
p est non ramifié dans E/F, I'image de w, dans H coincide avec xy si et seulement
si (p, E/F) = 0. De plus, puisque H est un groupe abélien fini de cardinal [E : F/,
on a

1

[E : F)

> o) x(wy) = {1 o=

0 sinon.
x€H

Par ailleurs, on a montré au cours de la démonstration du théoreme que
log(L(x, s)) ~s—1 log (Si—l) si x est le caractere trivial de H et que L(x,1) # 0

sinon. On en déduit que

On en déduit que P¢ posséde une densité de Dirichlet égale & [E : F| 1.

Considérons a présent le cas général. Soit C' une classe de conjugaison de
Gal(E/F). Posons H C Gal(E/F) le sous-groupe engendré par o et K = EH.
Notons P, I'ensemble des idéaux maximaux de Op non ramifiés dans E/F tels
que (q, E/F) = 0. Notons P’ I’ensemble des idéaux maximaux v de O qui sont
non ramifiés dans F/K et tels que (v, E/K) = o (remarqons que E/K est cyclique
donc abélienne). Et enfin notons P’ 'ensemble des idéaux maximaux v de O tels
que Ng/p(tr) est un idéal maximal de Op (c’est-a-dire fino, = €nop, = 1).
Montrons que l'application q — q N Ok induit une bijection de P, sur P, NP’
Soit q € P,. Posons t := qN Ok et p := q N Op. Par définition le groupe de dé-
composition Dy, est le sous-groupe H engendré par o. De plus Dy = Dq/, NH =
H = Dgyp. On en conclut que fyp, = fye et que fip, = 1. Ainsi Ng/p(t) = p et
(,E/F) = (q,E/K) = (v, E/K) = o, donc v € P, N P’'. Réciproquement soit
v € P.NP. Posons p = tN Op = Ng/p(r). Soit q un idéal maximal de Op
divisant v. On a alors f;, = 1 et donc (q, E/F) = (q, E/K) = 0. En particulier
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fare = [+ K] et q est donc I'unique idéal maximal au-dessus de t. Ceci prouve la
bijectivité de I'application.

On montre, comme dans la preuve du théoreme que

> N e log ()

repP’ B

de sorte que 'ensemble P’ est un ensemble d’idéaux de densité 1. De plus, on
déduit du cas cyclique que P’ est un ensemble de densité [E : K]~!. Ainsi P, NP’
est un ensemble de densité [F : K]~

Déterminons le cardinal des fibres de 'application q — q N O de P, vers Pc.
On déduit de la proposition que cette application est surjective. Soit q € P,.
Soit g’ un autre élément de P, idéal maximal de O au-dessus de p. Il existe alors
g € Gal(E/F) tel que q' = g(q) et donc (¢, E/F) = g(q, E/F)g~". On a donc
(¢, E/F) = o si et seulement si g appartient au commutant Cgag/r)(c) de o

dans Gal(E/F). De plus q' = q si et seulement si g € Dy, = (0). Les fibres sont

ard(Cgal(e/r)(9))
Card({o}) :

) ¢
donc exactement de cardinal

On peut a présent conclure. Remarquons que Card({o)) = [E : K]. On a, pour
Re(s) > 1,

s _ _ Card({(9)) s
pezpc Np)™ = & A Cmip) (@) tg;pzv(t)
Card({(o))

- Card(Caair/r)(0)) [E: K] tlog (3i1> to (log <si1>)

- Card(C’G:l(E/F) (0)) log (Si1> o (log (si1>>

—1 __ Card(C) []

Ainsi 'ensemble P¢ est de densité Card(Cgayz/r) (o))
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Annexe A

Résultats d’algebre commutative

A.1 Anneaux locaux
Définition A.1.1. Un anneau est dit local s’il posséde un unique idéal mazimal.

Si un anneau A est local d’idéal maximal m, on vérifie facilement que ’ensemble
A~ m est exactement I'ensemble A* des éléments inversibles de A. Inversement,
si I est un idéal d’'un anneau A tel que A* = A~ I, alors I est maximal et est
I'unique idéal maximal de A, ainsi A est un anneau local.

Si A est un anneau local d’idéal maximal m, 'anneau quotient A/m est un
corps appelé corps résiduel de A.

Si A est un anneau et si p est un idéal premier de A, alors le localisé A, de
A en p (c’est-a-dire relativement a la partie multiplicative A \ p) est un anneau
local, son idéal maximal est pA,.

Exercice A.1.1. Montrer que pA, est 'idéal maximal de A, et que le corps
résiduel de A, est isomorphe au corps des fractions de 'anneau A/p.

Lemme A.1.2 (Lemme de Nakayama). Soit A un anneau local d’idéal mazimal
m et soit M un A-module de type fini. On a M = 0 si et seulement si M /mM = 0.

Démonstration. Supposons que M = mM. Soit (eq, ..., e,) une famille génératrice
de M. Pour tout 1 < ¢ < n, il existe des éléments ay;,...,a,; € m tels que e¢; =
>i_1 aijej. Posons B = (a;;)i<ij<n € Mn(A). On a donc (ey, ..., e )(I, — B) =
(0,...,0). Comme les coefficients de B sont dans m, on a det(/, — B) € 1 4+ m.
Comme I'anneau A est local, det(I, — B) € A*, ¢’est-a-dire I,, — B € GL,,(A). On

en déduit (ey,...,e,) = (0,...,0) et donc M = 0. O

157
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A.2 Localisation

Lemme A.2.1. Soit A un anneau. Soient M C N deuxr A-modules. On suppose
que M, = N, pour tout idéal mazimal p de A. Alors M = N.

Démonstration. Comme la localisation est un foncteur exact, il suffit de montrer
que si M est un A-module non nul, alors il existe un idéal maximal p de A tel
que M, # 0. Soit donc v € M non nul et soit Ann(v) 'annulateur de v dans A.
C’est un idéal non trivial. Le lemme de Krull implique qu’il existe p idéal maximal
contenant Ann(v). On a donc (Av), ~ (A/Ann(v)), # 0 et donc M, # 0. O

Lemme A.2.2. Soit A un anneau et soit M un A-module de présentation fini (en
particulier un A-module de type fini si A est noethérien). Alors M est un A-module
projectif si et seulement si M, est un A,-module projectif pour tout idéal mazimal
p de A.

Démonstration. Soit M un A-module. Le A-module M est projectif si et seulement
si le foncteur Hom 4 (M, —) de la catégorie des A-modules vers elle-méme est exact.
Si N est un A-module et p un idéal maximal de A, on a un isomorphisme de A,-
modules Hom 4 (M, N), ~ Homy, (M, N,). On déduit alors le résultat du lemme
A21 O

Lemme A.2.3. Soit A un anneau et soit p un idéal mazximal de A. Alors pour
tout n > 1, le morphisme naturel A/p™ — A,/(pAy)" est un isomorphisme.

Démonstration. Prouvons l'injectivité. Si 'image de x € A dans A, appartient
a (pAp)" = prA,, il existe s € AN p tel que sa € p". L'idéal As + p contient
strictement p, on a donc As +p = A. Ainsi on peut écrire 1 = st +u avet € A et
u € p. On en conclut que a = tsa + ua € p". Prouvons maintenant la surjectivité.
Soit ©x € A,/p"A,, soit T € A, relevant z et soit s € A\ p tel que sz € A.
L’anneau A/p" est local d’idéal maximal I'image de p, de sorte que s est inversible
dans A/p". Il existe donc t € A et u € p™ tels que 1 = st + u. L'image de tsZ dans
A/p" s’envoie donc sur « dans A,/p"A,. O

A.3 Entiers

Soit A un anneau et soit B une A-algebre. On dit qu'un élément = € B est
entier sur A s'il existe un polyndéme P € A[X], unitaire, tel que P(z) = 0 dans B.

Théoreme A.3.1. Soit A un anneau et soit B une A-algebre. Si x € B, les
assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) Uélément x est entier sur A;

(i) la sous-A-algébre Alzx] de B engendrée par x est un A-module de type fini;

(i) il existe une sous-A-algébre C C B telle que x € C' et qui est un A-module
de type fini.

Démonstration. Voir [Bou85, Ch. V §1 Thm.1]. O

Une A-algebre est dite entiére si tous ses éléments sont entiers sur A. On déduit
du théoréme qu'une A-algebre qui est de plus un A-module de type fini est
entiere sur A.

Corollaire A.3.2. Soit B une A-algébre. L’ensemble des éléments de B qui sont
entiers sur A forment une sous-A-algébre de B.

Proposition A.3.3. Soit B un anneau intégre et soit A un sous-anneau de B tel
que B est entier sur A. Si I est un idéal non nul de B, alors I N A est un idéal
premier non nul de A.

Démonstration. Soit © € I ~ {0}. Comme x est entier sur A, il existe P(X) =
X tag X4+ € A[X] annulant . Comme B est integre, on peut
choisir P de sorte que ag # 0. On a alors

ag=—(a*+---+a,) €INA O

Proposition A.3.4. Soit A est un anneau et soit B une A-algébre entiere. Soit
p un idéal premier de B et q son image inverse dans A. Alors p est maximal si et
seulement si q est maximal.

Démonstration. En quotientant A par q et B par p, on est ramené a prouver que
si A est un sous-anneau d’un anneau integre B qui est entier sur A. Alors B est
un corps si et seulement si A est un corps

Supposons donc A C B integres avec B entier sur A. Si A est un corps et si
r € B~ {0}, alors A[z] est un A-algebre finie et integre, c¢’est donc un corps,
et € Alz]* C B*. Ainsi B est un corps. Supposons réciproquement que B est
un corps. Soit © € A\ {0}. Alors 27! € B est entier sur A et donc il existe
ai,...,a, € Atels que 27" +a;x7" + ... + a, = 0. En multipliant cette égalité
par 2”1, on obtient 27! € A. Ainsi A est un corps. n

Définition A.3.5. Un anneau A est dit intégralement clos s’il est integre et si
tout élément de son corps des fractions qui est entier sur A est un élément de A.

Définition A.3.6. Soit A un anneau et soit B une A-algébre. La cloture intégrale
de A dans B est ’ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A. D’aprés le
corollaire [A.3.9 c’est une sous-A-algébre de B.
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A.4 Quelques résultats sur les idéaux

Lemme A.4.1. Soit A un anneau. Soit p un idéal premier de A. Si p contient un
produit d’idéaux py - - - Py, alors il exviste 1 <@ < r tel que p; C p.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que pour tout 1 < ¢ < r, il existe z; €
p; N p. Comme p est un idéal premier, on a [[}_, z; ¢ p. Cependant []_, x; €
p1 - p,. Ceci contredit I'inclusion py - - - p, C p. m

Lemme A.4.2. Soit A un anneau. Soient qy,...,q, des idéauxr maximauzr de A
distincts. Alors pour tout 1 <i < r, on a

q; + [ g = A
J#

Démonstration. Soit m un idéal maximal de A contenant q;* + H qjj . D’apres le
J#

lemme [A.4.1], on a q; C m et il existe j # i tel que q; C m. Ainsi, puisque q; et q;

sont maximaux distincts, A = q; + q; C m et m = A. Le lemme de Krull implique

donc que ¢ + [[ 97 = A. O
J#i

Lemme A.4.3. Soit A un anneau. Soient qy, . . ., q, des idéaur mazimauz distincts

et eq,...,e. des entiers. On a alors

T '
[Taf = af
=1 =1

Démonstration. Sil et J sont deux idéaux de A tels que I+J = A, alors IJ=1nJ.

i—1
On en déduit le résultat par récurrence si I'on sait démontrer que q;° + H q;j =A
j=1

pour tout 4, ce qui découle du lemme [A.4.2] ]
Lemme A.4.4. Soit A un anneau. Soient qq, ..., q, des idéauxr maximaux distincts
et e1,...,e. des entiers. Les applications de réductions modulo q;* induisent un

isomorphisme d’anneaux

A/ [T e =TT A/af
=1 i=1

Démonstration. D’apres le lemme [A.4.3] il reste a prouver la surjectivité de 'ap-
plication. Le lemme [A.4.2 implique qu’il exste x; € H qjj tel que z; — 1 € q;*. Cela
J#

suffit a prouver la surjectivité. O]
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A.5 Algebres de dimension finie sur un corps

Soit k un corps et soit A une k-algebre de dimension finie sur k.

Proposition A.5.1. L’anneau A a un nombre fini d’idéauxr maximauz qy, ..., q;.
De plus lapplication diagonale A — [[;_; Aq, est un isomorphisme de A-algebres
et pour tout 1 < i < r, il existe un entier m; > 1 tel que Ay, ~ Algim.

Démonstration. Soient qq, ..., q, des idéaux maximaux distincts de A. On déduit
du lemme que l'application A — []/_; A/q; est surjective. On en déduit que
r < dimg(A) et donc que I'ensemble des idéaux maximaux de A est fini. Soient
qi,--.,q, les idéaux maximaux de A. Comme A est une k-algebre de dimension
finie, un idéal de A est maximal si et seulement si il est premier. Ainsi I'intersection
des idéaux maximaux de A est l'intersection des idéaux premiers de A, c’est-a-dire
I'idéal des éléments nilpotents de A. Cet idéal est nécessairement engendré par un
nombre fini de générateurs (c’est méme un k-espace vectoriel de dimension finie).
On en déduit qu’il existe m > 1 tel que

r

[Ta" < ()" = {0}
i=1 i=1

Le lemme implique alors que I'application A — [[/_; A/q" est un isomor-
phisme. Comme I'annulateur de A/q}" est g}, on en déduit que A, ~ (A/q")q,-
Comme A/q)" est local d’idéal maximal I'image de q;, on a bien (A4/q")q, = A/ql",
ce qui acheve la démonstration. O

Six € A, on appelle trace de x sur k et on note Try /() la trace de I'endomor-
phisme k-linéaire y +— zy de A. On note by, la forme k-bilinéaire symétrique sur
A définie par basi(z,y) = Tras(vy). L'application x + ba (2, —) définit alors
un morphisme de A-modules A — Homy (A, k) (ou la structure de A-module sur
Homy (A, k) est déduite de la multiplication a gauche). Ce morphisme est bijectif
(resp. injectif, resp. surjectif) si et seulement si la forme b4/, est non dégénérée.

Proposition A.5.2. La forme bay, est non dégénérée si et seulement si A est
isomorphe a un produit de corps, extensions finies séparables de k.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que A est un produit de corp-
sisomorphe a un produit £y X --- X k, d’extensions finies et séparables de k. La
forme bilinéaire b4y, est alors la forme by, /1, @ - - - @ by, /1, qui est non dégénérée si et
seulement si toutes les formes by, /. le sont. Le résultat est alors une conséquence
de la proposition [1.2.2] que les blocs sont inversibles et donc que la forme est non
dégénérée.



162 ANNEXE A. RESULTATS D’ALGEBRE COMMUTATIVE

Il reste donc a démontrer que si la forme b4/, est non dégénérée, alors A est
isomorphe a un produit d’extensions finies de k. La proposition montre qu’il
suffit de prouver que A ne contient pas d’élément nilpotent non nul. Soit donc
a € A un élément nilpotent. Si x € A, alors ax est nilpotent, de méme que
I'endomorphisme y — axy, ainsi and bai(a, ) = Try/p(az) = 0. Comme la forme
bask est non dégénérée, on en conclut que a = 0. O

A.6 Réseaux des anneaux principaux

Soit A un anneau principal. On appelle réseau de A un A-module libre de type
fini. Si M C N sont deux réseaux de A de méme rang n, le théoreme de la base
adaptée implique qu'il existe des éléments non nuls d; | -+ | d,, uniques a des
inversibles pres, tels que N/M ~ A/(d;) x --- x A/(d,). L’idéal engendré par le
produit dj - - - d,, ne dépend donc que de M et N et est noté [N : M].

Proposition A.6.1. Si M C N C P sont des réseauxr de méme rang, on a
[P: M]=[P:N]|[N: M.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si ) est la matrice de passage d’une
base de N a une base de M (c’est une matrice a coefficients dans A), alors [V :
M| = det(Q). On en déduit immédiatement le résultat. O

A.7 Cohomologie des groupes

Soit G un groupe et soit A un G-module (voir la section . On appelle
cocycle (ou plus souvent 1-cocyle) une application ¢ : G — A telle que, pour tous
o,7 € G, on a c(or) = o(c(1)) + ¢(o). On appelle cobord (ou plus souvent 1-
cobord) une application b : G — A telle qu’il existe a € A vérifiant b(c) = a—o(a)
pour tout o € GG. Les cocycles et les cobords forment deux groupes abéliens noté
ZY G, A) et BY(G,A). On a de plus B'(G,A) C Z'(G, A) et on note H'(G, A).
Le groupe abélien H'(G, A) est appelé premier groupe de cohomologie de G a
coefficients dans A.

Exemple A.7.1. Supposons que le groupe G est cyclique et soit v un générateur
de G. Un cocycle ¢ de G est entierement déterminé par sa valeur sur 7.



Annexe B

Structures topologiques

B.1 Espaces topologiques localement compacts

Un espace topologique X est dit localement compact s’il est séparé et si tout
point de X possede un voisinage compact.

B.2 Complété d’un espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique (d : X x X — X) est une distance sur X. Il
existe un espace métrique complet ()/(\ , cz) contenant X et tel que CZ| xxx = d ayant
la propriété universelle suivante : pour tout espace métrique Y et toute application
uniformément continue f : X — Y, il existe une unique application uniformément
continue f XY prolongeant f. L’espace métrique (X d) est alors unique a
isométrie unique pres. On en choisit donc un, que 'on appelle complété de I'espace
métrique (X, d). De plus l'espace X est dense dans X (voir par exemple [Bou7l,
Ch. IT §3 Thm. 3 & Prop. 12] ainsi que [Bou74, Ch. IX §2 Prop. 1]).

B.3 Groupes topologiques

Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie pour laquelle
I'application de G x G — G définie par (g, h) — gh™! est continue. En particulier,
si go € G, les applications de G dans G définies par g — gog, g > go et g — g+
sont des homéomorphismes de G.
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Lemme B.3.1. Soit G un groupe et soit ¥V un ensemble de parties de G contenant
[’élément neutre eq. Supposons que

(i) pour tous Vi,V € V, il existe W €V tel que W C ViNVy;
(ii) pour tout V€V, il existe W €V tel que

W-W={gig5" | (g1,92) €W x W} C V;

(iii) pour tout V€V et tout g € G, il existe W € V tel que W C gVg 1.

Alors il existe une unique topologie sur G pour laquelle G est un groupe topologique
et V forme une base de voisinages de eq.

Démonstration. Soit T ’ensemble des parties U de G telles que
Yge U, VeV gV cU.

On vérifie immédiatement que 7T est une topologie sur G et que V est une base de
voisinages de eg. Montrons que G est un groupe topologique. Si (g1, g2) € G? et U
est un ouvert de G contenant g := g1 g, *, soit V € V tel que gV C U. Soit V' € V
tel que gV'g™t C V et soit W € V tel que W-W~! C V’. On a alors gW (¢gW )~ =
gW -W=lg=t c gV’g~' C V. Ainsi 'application (g1, g2) — g195 " est continue et
G est un groupe topologique. Montrons que V est un systeme de voisinages de eq
pour cette topologie. Soit V' € V et posons U = {g € V | IW € V, gWW C V}.
Montrons que U est ouvert, ce qui suffit a prouver que V' est un voisinage de eq. Si
g €U, il existe W € V tel que gWW C V. Soit alors Wy € V tel que Wy - W, C W.
Si h € gWy,onahWWy, C gWy---Wy, C gW C V, donc gWW; C U, ce qui prouve
que U est ouvert. L’unicité est évidente. O

Un groupe topologique est dit métrisable si sa topologie est définie par une
distance. C’est en particulier un espace topologique séparé.

Dans un groupe topologique métrisable GG, on appelle suite de Cauchy une suite
(gn)n> telle que, pour tout voisinage V' de I’élément neutre eg, il existe N > 0 tel
que gnixg,' € V pour n > N et k > 0. Un groupe topologique métrisable est dit
complet si toute suite de Cauchy d’éléments de G converge dans G.

Proposition B.3.2. Un groupe topologique métrisable et localement compact est
complet.

Démonstration. Voir le corollaire 1 & la proposition 4 de [Bou71l, Ch. III §3]. O

Lemme B.3.3. Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe ouvert de
G. Alors H est fermé dans G.
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Démonstration. Le complémentaire de H dans G est 'union des classes ensembles
Hg pour g ¢ G. Chaque Hg est I'image inverse de H par l'application continu
x — xg~! et est donc une partie ouverte de G. Le complémentaire de H dans G
est donc une partie ouverte et H est donc fermé dans G. O

Lemme B.3.4. Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe de G. Alors
Uapplication quotient m: G — G/H est ouverte.

Démonstration. Soit U un ouvert de G. Il faut prouver que w(U) est un ouvert
de G/H, c’est-a-dire que 7' (7(U)) est un ouvert de G. Comme 7~ (7(U)) =
Mher hU, ¢’est immédiat. O]

Lemme B.3.5. Soit G un groupe topologique et soit H C G un sous-groupe fermé.
Alors l’espace quotient G/H est sépareé.

Démonstration. 11 suffit de prouver que le graphe de la relation d’équivalence g; ~
g2 & g2 € g1H dans G x G est fermé. Il s’agit de I'image inverse de H par
I'application continue G x G — G définie par (g1, g2) — g7 ‘g2 qui est donc fermée.

O

Corollaire B.3.6. Soit G un groupe topologique localement compact et soit H un
sous-groupe fermé de G. Alors l'espace quotient G/H est localement compact.

Démonstration. D’apres le lemme [B.3.5] 'espace G/H est séparé. Soit W C G un
voisinage de compact de 1’élément neutre eg. D’apres le lemme m m(W) est
un voisinage de eqH dans G/H. De plus m(WW) est compact donc eqH possede un
voisinage compact 7(W). Pour tout g € G, 7(gW) = gn(W) est alors un voisinage
compact de gH, on en déduit que G/H est localement compact. O

Lemme B.3.7. Soit G un groupe localement compact et soit K un sous-groupe
compact de G. Alors Uapplication quotient G — G /K est fermée. De fagon équi-
valente, si F' est une partie fermée de G, alors la partie F' - K est fermée dans

G.

Démonstration. Soit U 'ouvert complémentaire de F' dans G et soit © ¢ F - K.
Pour tout k € K, Fk est fermé et x ¢ Fk, il existe donc un voisinage de 'unité
Vi C G tel que 2V, C G ~ Fk. Comme K est compact il existe un nombre fini
d’éléments k1, ..., k, tels que K C klv,;l U--- k:TVk:l. Posons V=V, Nn---NVg,
c’est un voisinage de 'unité dans G. Si k € kinjl, on a zVi, C G\ Fk, ce qui
implique que
xV = ﬂxVQC ﬂr ﬂ GNFEk=G\F-K.
i=1 i=1 keK
Ainsi G\ F - K est ouvert dans G. m
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Lemme B.3.8. Soit G un groupe topologique. Soit I' C G un sous-groupe.

(i) Le sous-espace I' est discret si et seulement si il existe un voisinage V de
e tel que VNI ={eq}.

(i) Si T est un sous-groupe discret de G et si G est séparé, alors I est fermé
dans G.

(iii) Si T est un sous-groupe discret de G et si G est localement compact, alors
Uapplication quotient m: G — G/H est un revétement.

Démonstration. Démontrons [(i)} Si T est discret, 'ensemble {eg} est un ouvert de
I' pour la topologie induite de sorte qu’il existe un voisinage V' de eg dans G tel
que V- NT = {eg}. Réciproquement supposons qu’il existe un tel voisinage V' et
soit v € T'. Alors 4V est un voisinage de v dans G et 7V NI =~(V NT) = {v}.
Ainsi I est discret, ce qui prouve [(i)]

Prouvons [(ii)] Soit z € G\ T. Soit V un voisinage de e tel que VNI = {eq}
et soit W un voisinage de {eg} dans G tel que W - W1 C V. Sivy, v € WaNT,
onayy €W -WNT = {eg}. Ainsi il existe au plus un élément de I' dans
Waz. Comme x ¢ I' et comme G est séparé, on peut choisir W assez petit de sorte
que Wx NT = (). Ainsi G \ T est ouvert et I" est un sous-groupe fermé de G.

Prouvons . Soit W un voisinage compact de eg tel que W-W=1NT = {eg}.
Pour 71,72 € T, on a Wy NWrg # 0 = 1 = 7. Alors, pour z € G, w(xW) est un
voisinage de m(z) et pi~' (7 (xW)) = I1,er «W+. De plus la restriction de 7 & 21
induit une bijection continue de W+ sur m(xW) qui est un homéomorphisme
puisque W est compact. 0

B.4 Anneaux et corps topologiques

Un anneau topologique est un anneau (A, 4+, X) muni d’une topologie pour
laquelle (A, +) est un groupe topologique et telle que I'application de A x A dans
A donnée par (a,b) — a x b est continue.

Un corps topologique est un anneau topologique (A, +, X) tel que A est un
corps et tel que I'application de A* dans A* donnée par z — 2~ ! est continue.

B.5 Mesures de Haar

Soit X un espace topologique localement compact. Une mesure de Radon (po-
sitive) sur X est une mesure p définie sur une tribu 7 contenant la tribu borélienne
et telle que :
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a) pour tout compact K C X, on a u(K) < +00;
b) pour tout A € T, on a u(A) = inf{u(U) | A C U, Uopen};
¢) pour tout ouvert U, on a u(U) = sup{u(K) | K C U, K compact}.

Si p est une mesure de Radon sur X, on définit une forme R-linéaire positive sur
I'espace C.(X,R) des fonctions continues & support compact (positives signifie ici
que p(f) > 0 des que f > 0 presque partout) définie par I,,(f) = [y f(x) dp(x).
L’application p +— I, induit une bijection entre I’ensemble des mesures de Radon
sur X et I'ensemble des formes R-linéaires positives sur C.(X,R) (voir [Rud75,

Ch. 2)).

Le résultat suivant est immeédiat.

Lemme B.5.1. Soit X un espace topologique localement compact et (X, )nen une
famile croissante d’ouverts de X telle que X = U, ey Xn- Alors si, pour tout n > 0,
on se donne une mesure de Radon p, sur X, de sorte que jiny1 |x,= tn pour tout
n > N, il existe une unique mesure de Radon p sur X telle que p|x, = pn, pour
tout n € N.

Si G est un groupe topologique localement compact, une mesure de Haar (a
gauche) sur G est une mesure de Radon qui est invariante a gauche par translation
par les éléments de GG, c’est-a-dire que pour tout ensemble mesureable A et tout
g € G, gA est mesurable et p(gA) = pu(A). On définit de fagon analogue la notion
de mesure de Haar a droite.

Théoreme B.5.2. Soit G un groupe topologique localement compact. Il existe sur
G une mesure de Haar d gauche non nulle et cette mesure est unique d multipli-
cation pres par un scalaire non nul.

Démonstration. Voir [Wei].

]

Lemme B.5.3. Soit G un groupe abélien localement compact. Soit H un sous-
groupe fermé de G et soit m : G — G/H le morphisme quotient. Soit dh une
mesure de Haar sur H. L’application linéaire f — f de C.(G,R) vers C.(G/H,R)
est surjective.

Démonstration. Commengons par remarquer que si f € C.(G,R), alors f €
C.(G/H,R). C’est une conséquence du théoréeme de convergence dominée. Soit
h € C.(G/H,R). Le support de h étant compact et 7 : G — G/H ouverte (lemme
, le support de h peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts relative-
ment compacts U; de la forme w(V;) avec V; C G ouvert relativement compact.
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Alors C := |J; V; est un compact de G tel que 7(C) contient le support de h. Soit
F € C.(G,R) une fonction telle que F' > 0 sur C' (une telle fonction existe, on

le vérifie en utilisant le fait qu'un groupe localement compact est un espace topo-
logique normal par [Bou7l, Ch. IIT §4 Prop. 13] et [Bou74, Ch. IX §4 Prop 4]).
Alors la fonction f sur G définie par

_ ) r(9)F(9)F(g)™" ifgeC
1(9) {o itgdC

est dans C.(G,R) et vérifie f = h. O

Proposition B.5.4. Soit G un groupe abélien localement compact. Soit H un
sous-groupe fermé de G et soit m: G — G/H le morphisme quotient. Soit dg une
mesure de Haar sur G et soit dh une mesure de Haar sur H. Alors il existe une
unique mesure de Haar dg sur G/H telle que

Vi€ CUGR), [ F@dg= [ f(9)ds

ou [ € C.(G/H,R) est définie par la formule f(g) == [ f(g+ h)dh pour g € G
relevant g.

Si H est un sous-groupe discret de GG, on peut choisir pour dh la mesure de
comptage telle que tout singleton a mesure 1. Alors f(g) = Sver f(g+7).

Démonstration. On définit alors une mesure de Haar sur G/H par la formule

/ hdg::/fdg
G/H a

olt h = f pour une certaine f € C.(G,R) d’apres le lemme . Pour vérifier que
cette mesure est bien définie, il suffit de vérifier que [, fdg = 0 deés que f = 0.
Soit C' le support de f et soit ¢ € C,(G,R) une fonction positive telle que 1) est
constante de valeur 1 sur C'. On a alors

o_/¢ / g+hdhdg—//¢ Flg + h)dg dh

:/I{/G¢9_h (9 dgdh:/0¢ 7T(9))f(g)dgz/Gf(g)dg. O

Remarque B.5.5. Supposons que G ~ H; x H,, avec G, H, et Hy des groupes
abéliens localement compacts. Soit dg une mesure de Haar sur G et soit dh; une
mesure de Haar sur Hy. On déduit de la proposition [B.5.4] qu'il existe une unique
mesure de Haar dhy sur H, telle que dg = dhy ® dhs.
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Soit GG un groupe abélien localement compact et soit I' un sous-groupe discret
de G. Un domaine fondamental pour 'action de I" sur G est une partie mesurable
D C G telle que G = U,er (v + D) et DN (y + D) est de mesure 0 lorsque y # 0.
Un domaine fondamental est dit strict si on a deplus D N (y + D) = ( lorsque

v # 0.

Lemme B.5.6. Supposons que I' est un sous-groupe discret et dénombrable coun-
table d’un groupe abélien localement compact G. Soit D un domaine fondamental
pour l'action de I' sur G. On a alors

Ve CUGNR), [ f@)dg= [ (7om)(9)ds

Démonstration. Soit h € C.(G) telle que f = h dont I'existence est assurée par le
lemme [B.5.31 Alors

/G/rf:/ch:%/l)ﬂh:/D(;h(g—v)dgZ/Df(ﬂ(g))dg- O

Corollaire B.5.7. Sous les hypothéses du lemme[B.5.6, on a Vol(G/T') = Vol(D).
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