
Théorie des nombres

Benjamin Schraen

28 août 2023



2



Table des matières

1 Anneaux de Dedekind et ramification 9
1.1 Anneaux de Dedekind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Anneaux de valuation discrète . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.2 Anneaux de Dedekind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Extensions d’anneaux de Dedekind . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1 Rappels sur les extensions de corps . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 Extensions finies d’un anneau de Dedekind . . . . . . . . . . 16
1.2.3 Corps de nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.4 Exemples de décompositions dans un anneau de Dedekind . 20
1.2.5 Décomposition des idéaux dans une extension finie . . . . . 22
1.2.6 Extensions galoisiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.7 Différente et discriminant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3 Anneaux de Dedekind résiduellement finis . . . . . . . . . . . . . . 29
1.3.1 Éléments de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.3.2 La loi de réciprocité quadratique . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 Corps globaux et corps locaux 33
2.1 Valeurs absolues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1.1 Places d’un corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.1.2 Valeurs absolues ultramétriques . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.1.3 Valeurs absolues de certains corps globaux . . . . . . . . . . 38

2.2 Corps complets, corps locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.1 Corps complets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3



4 TABLE DES MATIÈRES

2.2.2 Corps complets ultramétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2.3 Corps locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.2.4 Le Lemme de Hensel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2.5 Extensions de corps complets . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.6 Le Lemme de Krasner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.2.7 Classification des corps locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.3 Ramification dans les corps complets . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3.1 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3.2 Extensions non ramifiées de corps complets . . . . . . . . . . 55
2.3.3 Extension des valeurs absolues . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.4 La formule du produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.3.5 Places archimédiennes des corps de nombres . . . . . . . . . 61
2.3.6 Calcul locale de la différente . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3 Adèles et idèles 65
3.1 Adèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.1.1 Produits restreints de groupes topologiques . . . . . . . . . . 65
3.1.2 Adèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.1.3 Mesure de Haar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1.4 Le théorème d’approximation forte . . . . . . . . . . . . . . 70

3.2 Idèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.2.1 Définition et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.2.2 Idèles et idéaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.2.3 Mesures de Haar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.2.4 Le volume de I1

F/F
× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4 Fonctions Zêta 83
4.1 Dualité dans les groupes abéliens localement compacts . . . . . . . 83

4.1.1 Le dual d’un groupe abélien localement compact . . . . . . . 83
4.1.2 Dualité dans les corps locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.1.3 Dualité dans les adèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87



TABLE DES MATIÈRES 5

4.1.4 Transformée de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.1.5 Transformée de Fourier sur un corps local . . . . . . . . . . 89
4.1.6 Transformée de Fourier sur les adèles . . . . . . . . . . . . . 91

4.2 Fonctions zêta locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2.1 Caractères multiplicatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2.2 L’équation fonctionnelle locale . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.2.3 Le cas des corps locaux archimédiens . . . . . . . . . . . . . 98

4.3 Fonctions zêta globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.3.1 La formule d’inversion dans le cas compact . . . . . . . . . . 98
4.3.2 Formule de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.3.3 Intégrales sur IF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.3.4 Caractères de Hecke, fonctions zêta globales . . . . . . . . . 102
4.3.5 L’équation fonctionnelle globale . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.3.6 Fonctions L globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5 Théorie du corps de classe 111
5.1 Extensions abéliennes de corps p-adiques . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.1.1 Extensions non ramifiées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
5.1.2 Énoncés locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.1.3 Démonstration de l’unicité de la loi de réciprocité locale . . 115
5.1.4 Complément sur la norme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.1.5 Le cas des corps locaux archimédiens . . . . . . . . . . . . . 117

5.2 Extensions abéliennes des corps de nombres . . . . . . . . . . . . . 117
5.2.1 Énoncés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.2.2 Le corps de classes de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
5.2.3 Reformulation en termes d’idéaux . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.3 La première inégalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.3.1 Densité de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.3.2 La première inégalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.3.3 Autres conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.4 La seconde inégalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130



6 TABLE DES MATIÈRES

5.4.1 Le quotient de Herbrand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.4.2 Le quotient de Herbrand de A×E/E× . . . . . . . . . . . . . . 133
5.4.3 Le cas cyclique d’ordre premier . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.5 La loi de réciprocité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
5.5.1 Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
5.5.2 Surjectivité de AE/F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.5.3 Le noyau de AE/F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.5.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
5.5.5 Quelques lemmes utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.6 Le théorème d’existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.6.1 Réductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.6.2 Théorie de Kummer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
5.6.3 Démonstration du théorème 5.6.3 . . . . . . . . . . . . . . . 150

5.7 Compléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
5.7.1 Le théorème de densité de Tchebotarev . . . . . . . . . . . . 153

A Résultats d’algèbre commutative 157
A.1 Anneaux locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
A.2 Localisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
A.3 Entiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
A.4 Quelques résultats sur les idéaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
A.5 Algèbres de dimension finie sur un corps . . . . . . . . . . . . . . . 161
A.6 Réseaux des anneaux principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
A.7 Cohomologie des groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

B Structures topologiques 163
B.1 Espaces topologiques localement compacts . . . . . . . . . . . . . . 163
B.2 Complété d’un espace métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
B.3 Groupes topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
B.4 Anneaux et corps topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
B.5 Mesures de Haar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166



TABLE DES MATIÈRES 7

Tous les anneaux seront supposés commutatifs sauf éventuelle exception, auquel
cas le caractère non commutatif sera précisé explicitement.
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Chapitre 1

Anneaux de Dedekind et
ramification

Référence : [Ser68].

1.1 Anneaux de Dedekind

1.1.1 Anneaux de valuation discrète

Définition 1.1.1. Un anneau de valuation discrète est un anneau principal ayant
un unique idéal premier non nul.

Soit A un anneau de valuation discrète d’idéal premier non nulm. En particulier
m est l’unique idéal maximal de l’anneau A, qui est donc local. Comme A est
principal, l’idéal m est engendré par un élément π qui est non diviseur de zéro.
En particulier A est factoriel et tout élément non nul de A s’écrit de façon unique
sous la forme uπn pour u ∈ A× et n ∈ N. Soit K le corps des fractions de A. La
décomposition ci-dessus implique que K = A[π−1] et donc que K est isomorphe
au localisé de A relativement à la partie multiplicative {πn | n ∈ N}. Tout élément
non nul de K s’écrit donc de façon unique sous la forme uπn où u ∈ A× et n ∈ Z.

On peut alors définir une application v : K −→ Z∪ {+∞} en posant v(x) = n
si x = uπn avec u ∈ A× et n ∈ Z et v(0) = +∞. Cette application a les propriétés
suivantes :

∀(x, y) ∈ K2,


v(xy) = v(x) + v(y)
v(x+ y) > min{v(x), v(y)}
v(K r {0}) = Z.

9
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Une telle application est appelée une valuation discrète (normalisée) sur K. De
plus, on a

A = {x ∈ K | v(x) > 0}.

Exercice 1.1.1. Vérifier que si v est une valuation discrète normalisée sur un
corps K, alors, pour x, y ∈ K tels que v(x) < v(y), on a v(x+ y) = v(x).

Si K est un corps muni d’une valuation discrète v, on note K◦ l’ensemble
{x ∈ K | v(x) > 0}. C’est un sous-anneau de K appelé anneau de valuation de
(K, v).

Proposition 1.1.2. Un anneau A est un anneau de valuation discrète si et seule-
ment si il est isomorphe à l’anneau de valuation d’une valuation discrète d’un
corps K. Le corps K est alors isomorphe au corps des fractions de A.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice.

Exemple 1.1.3. Si A est un anneau principal et si p est un idéal premier non
nul de A, alors Ap est un anneau de valuation discrète. En effet, le localisé d’un
anneau principal est principal et Ap est donc un anneau principal possédant un
unique idéal maximal, qui est non nul. Comme les idéaux premiers non nuls d’un
anneau principal sont maximaux, Ap possède un unique idéal premier non nul et
est donc de valuation discrète.

Exemple 1.1.4. Soit A un anneau factoriel et soit p un élément irréductible de A.
On note vp la valuation p-adique sur A. La propriété vp(xy) = vp(x) + vp(y) nous
permet d’étendre vp de façon unique en une application vp : K → Z en posant
vp(a/b) = vp(a) − vp(b). L’application vp est une valuation discrète de sorte que
son anneau de valuation {x ∈ K | vp(x) > 0} est un anneau de valuation discrète.
Il s’agit également du localisé A(p) de A en l’idéal premier (p).

Comme conséquence des deux exemples ci-dessus (au choix), on déduit que
l’anneau Z(p) des nombre rationnels de la forme a/b avec a ∈ Z et b ∈ Z premier
à p est un anneau de valuation discrète. Si k est un corps le localisé de k[X, Y ]
en l’idéal premier (P ) où P est un polynôme irréductible est aussi un anneau
de valuation discrète. Par exemple C[X, Y ](Y 2+X2+X) est un anneau de valuation
discrète.

Le critère suivant est très utile pour vérifier qu’un anneau est un anneau de
valuation discrète.

Proposition 1.1.5. Un A est de valuation discrète si et seulement si c’est un
anneau local noethérien qui est intègre et dont l’unique idéal maximal est engendré
par un élément non nul.
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Démonstration. Soit π un générateur de l’unique idéal maximal de A. L’intersec-
tion

⋂
n>0

(πn) est réduite à 0. En effet si x est un élément de cette intersection, on

peut écrire x = πnxn avec xn ∈ A pour tout n > 0. La suite des idéaux (xn) est
alors croissante et donc stationnaire. Cela implique que xn+1 = axn avec a ∈ A
pour n assez grand. Ainsi xn+1 = aπxn+1. Comme π /∈ A×, on en conclut que
xn+1 = 0 et donc x = 0.

Soit x ∈ Ar {0}. Alors il existe un plus grand n > 0 tel que x ∈ (πn) de sorte
que x s’écrit de façon unique sous la forme πnu avec u ∈ A×. On pose v(x) = n.
On vérifie facilement que v se prolonge en une valuation discrète du corps des
fractions de A et que A est l’anneau de cette valuation.

Remarque 1.1.6. Dans la proposition 1.1.5 l’hypothèse d’intégrité sur A n’est
pas nécessaire si on suppose que l’idéal maximal est engendré par un élément non
nilpotent (voir [Ser68, Ch. I Prop. 2]).

Exemple 1.1.7. Posons A = Z(3)[ 3
√

2] ⊂ Q( 3
√

2). Il s’agit d’un anneau intègre et
noethérien. En effet, il s’agit d’un Z(3)-module de type fini et Z(3) est noethérien
comme localisation de Z. De plus, il suit du théorème A.3.1 que A est entier sur
Z(3). Vérifions qu’il possède un unique idéal maximal engendré par un élément non
nul. Si m est un idéal maximal de A, alors m ∩ Z(3) est un idéal maximal de Z(3)
par la proposition A.3.4. On en déduit que m∩Z(3) = 3 et donc que (3) ⊂ m. Ainsi
m/(3) est un idéal maximal de A/(3) ' F3[X]/(X3 − 2) = F3[X]/(X + 1)3. Cet
anneau a un unique idéal maximal qui est engendré par (X+ 1). On en déduit que
A est local d’idéal maximal m = (3, 3

√
2 + 1). Or

( 3
√

2 + 1)3 = 2 + 3 3
√

22 + 3 3
√

2 + 1 = 3(1 + 3
√

2 + 3
√

22).

Comme (1 + 3
√

2 + 3
√

22)( 3
√

2 − 1) = 1, on en déduit que 3 ∈ ( 3
√

2 + 1) et donc
que m = ( 3

√
2 + 1). Ainsi la proposition 1.1.5 implique que A est un anneau de

valuation discrète. Sa valuation normalisée v vérifie v( 3
√

2 + 1) = 1 et v(3) = 3.

1.1.2 Anneaux de Dedekind

Définition 1.1.8. On dit qu’un anneau A est un anneau de Dedekind s’il est
intègre, noethérien et si, pour tout idéal premier p non nul de A, Ap est un anneau
de valuation discrète.

On a la caractérisation suivante des anneaux de Dedekind.

Proposition 1.1.9. Un anneau A est un anneau de Dedekind si et seulement si
il vérifie les conditions suivantes :
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— l’anneau A est noethérien ;
— l’anneau A est intégralement clos ;
— tout idéal premier non nul de A est maximal.

Démonstration. Voir [Ser68, Ch. I Prop. 4].

Exemple 1.1.10. Tout anneau principal est un anneau de Dedekind. En particu-
lier tout corps est un anneau de Dedekind.

Exemple 1.1.11. Si A est un anneau de Dedekind et S est une partie multipli-
cative de A, alors AS est un anneau de Dedekind.

Ainsi Z, k[X] pour un corps k, ainsi que leurs localisés sont des anneaux de
Dedekind. Nous verrons d’autres exemples plus loin.

Rappelons qu’un idéal I d’un anneau intègre A est dit inversible s’il existe un
sous-A-module J de son corps des fractions tel que IJ = A (ici IJ désigne le plus
petit sous-A-module de Frac(A) contenant les produits d’éléments de I par des
éléments de J , c’est aussi l’ensemble des sommes finies de la forme ∑xiyi où les
xi sont dans I et les yj dans J).

Théorème 1.1.12. Soit A un anneau de Dedekind. Alors
— tout idéal non nul de A est inversible et son inverse est unique ;
— tout idéal non nul de A s’écrit de façon unique (à l’ordre près) sous la forme

d’un produit d’idéaux maximaux de A.

Démonstration. Voir [Ser68, Ch. I Prop. 5 et 7].

Si A est un anneau de Dedekind, un sous-A-module de type fini du corps des
fractions de A est appelé idéal fractionnaire de A. On peut additionner et multiplier
les idéaux fractionnaires comme on additionne et multiplie les idéaux de A. On
peut facilement généraliser le théorème 1.1.12 aux idéaux fractionnaires non nul
de A. En effet, si p est un idéal premier non nul de A, on note p−1 son inverse et,
pour tout n ∈ Z, on pose pn = pn si n > 0 et pn = (p−1)−n si n 6 0. On a alors le
résultat suivant.

Corollaire 1.1.13. Soit A un anneau de Dedekind et soit I un idéal fractionnaire
non nul de A. Alors I s’écrit de façon unique sous la forme

I =
r∏
i=1

pnii

où les pi sont des idéaux maximaux de A et les ni des entiers relatifs.
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Si p est un idéal premier non nul d’un anneau de Dedekind A, alors, pour tout
a ∈ K, on note vp(a) l’exposant de p dans la décomposition de l’idéal fractionnaire
(a) = Aa.

Exercice 1.1.2. Vérifier que vp définit une valuation discrète sur le corps des
fractions de A. Vérifier que l’anneau de valuation de vp est le localisé Ap.

Soit A un anneau de Dedekind. L’ensemble I(A) des idéaux fractionnaires non
nuls de A forme donc un groupe (commutatif) pour la multiplication. L’ensemble
des idéaux fractionnaires principaux (c’est-à-dire de la forme Aa pour un a ∈ K×)
forme un sous-groupe P (A) de I(A). Le groupe quotient Cl(A) := I(A)/P (A) est
appelé groupe des classes d’idéaux de A.

Exemple 1.1.14. Si A est un anneau de Dedekind, le groupe Cl(A) est trivial si
et seulement si A est un anneau principal.

On utilisera souvent le résultat suivant :

Lemme 1.1.15. Soit A un anneau de Dedekind. Soit p un idéal premier non nul
de A. Si I est un idéal fractionnaire non nul de A, on a un isomorphisme de
A-modules I/Ip ' A/p.

Démonstration. Comme p est un idéal maximal de A et I est inversible, il n’existe
pas de A-module contenu strictement entre I et Ip. Le A-module I/Ip est donc
simple. Il est de plus non nul d’après la propriété d’unique factorisation des idéaux
fractionnaires (corollaire 1.1.13). Il est donc isomorphe à un A-module de la forme
A/J où J est un idéal de A. Comme I/Ip est annulé par p, on a p ⊂ I et donc
p = I par maximalité de p.

1.2 Extensions d’anneaux de Dedekind

1.2.1 Rappels sur les extensions de corps

Soit L/K une extension de corps, c’est-à-dire une inclusion K ⊂ L entre corps
telle que L est un K-espace vectoriel de dimension finie.

On dit qu’un élément α ∈ L est séparable sur K si son polynôme minimal
est séparable, c’est-à-dire à racines simples ou encore premier avec son polynôme
dérivé. On dit que L est séparable sur K si tous les éléments de L sont séparables
sur K. Si K est de caractéristique 0, toute extension finie de K est séparable.
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Si un corps K n’est pas de caractéristique 0, il est de caractéristique p pour
un nombre premier p. Dans ce cas l’application x 7→ xp est un endomorphisme de
K appelé endomorphisme de Frobenius. C’est un endomorphisme injectif mais qui
n’est pas toujours surjectif. On dit qu’un corps K est parfait s’il est de caracté-
ristique 0 ou s’il est de caractéristique finie p et son endomorphisme de Frobenius
est bijectif (de façons équivalente, surjectif).

Si K est un corps de caractéristique p, où p est un nombre premier, et si L est
une extension finie de K, tout élément α ∈ L qui n’est pas séparable sur K a un
polynôme minimal de la forme P (Xp) avec P ∈ K[X]. On en déduit facilement
que si K est parfait, tout extension finie de L est séparable.

Les corps finis sont des corps parfaits (car un endomorphisme injectif d’un
corps fini est bijectif) et donc, toutes leurs extensions finies sont séparables.

Exemple 1.2.1. Soit K = Fp(T ). Le polynôme Xp−T est irréductible sur Fp(T )
(pour le prouver, s’intéresser à la valuation T -adique du terme constant d’un di-
viseur de Xp− T ). Ainsi un corps de rupture L de K est une extension finie de K
qui n’est pas séparable. En effet, L = K(T 1/p) et le polynôme minimal de T 1/p sur
K est Xp−T qui n’est pas séparable. En effet, dans L, on a Xp−T = (X−T 1/p)p.

On dit qu’une extension finie L/K est radicielle si K est de caractéristique p
pour p premier et s’il existe n > 1 tel que xpn ∈ K pour tout x ∈ L.

De façon générale, si L/K est une extension finie, il existe une plus grande sous-
extension K ′ ⊂ L telle que K ′/K est séparable et L/K ′ est radicielle. L’extension
K ′/K est la plus grande sous-extension séparable de L/K.

On rappelle qu’une extension finie L/K est normale si le polynôme minimal
de tout élément de L est scindé dans L[X]. Une extension est dite galoisienne si
elle est séparable et normale. Dans ce cas on note Gal(L/K) le groupe des auto-
morphismes de L qui fixent les points de K. Si M/K est une sous-extension de
L/K, alors l’extension L/M est galoisienne (et non pas M/K comme je l’ai trop
vu écrit dans les examens écrits) et Gal(L/M) est un sous-groupe de Gal(L/K).
L’extension M/K est galoisienne si et seulement si le groupe Gal(L/M) est dis-
tingué dans Gal(L/K). Le théorème fondamental de la théorie de Galois affirme
que [L : K] = Card(Gal(L/K)) et que l’application (M/K) 7→ Gal(L/M) est une
bijection décroissante de l’ensemble des sous-extensions de L/K sur l’ensemble des
sous-groupes de Gal(L/M).

De façon générale, si L/K est une extension finie, on note AutK(L) le groupe
des automorphismes de L qui fixent les éléments de K. Si L/K est galoisienne,
on a Gal(L/K) = AutK(L). Plus généralement, si L/K est normale, soit L′ la
plus grande sous-extension séparable de K. Alors L′/K est galoisienne, L′ est
stable par AutK(L) et la restriction σ 7→ σ|K′ induit un isomorphisme de groupes
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AutK(L) ∼−→ Gal(L′/K). Toujours dans le cas où L/K est normale, il existe une
sous-extension radicielle K ′/K de L/K telle que L/K ′ est séparable et même
galoisienne. Le corps K ′ est obtenu comme le sous-corps LAutK(L) des points fixes
de L sous AutK(L).

Soit L/K une extension finie. Si α ∈ L, on note mα l’application K-linéaire

mα : L −→ L
x 7−→ αx

.

On définit alors des éléments de K par les formules

TrL/K(α) := Tr(mα), NL/K(α) := det(mα).

Ce sont des éléments de K que l’on appelle respectivement trace et norme de α
relativement à L/K. On vérifie facilement que

TrL/K(α + β) = TrL/K(α) + TrL/K(β), NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β).

De plus si α ∈ K et β ∈ L, on a mαβ = αmβ de sorte que

TrL/K(αβ) = αTrL/K(β), NL/K(αβ) = α[L:K]NL/K(β).

Si L/K est radicielle et K de caractéristique p, alors il existe une tour d’exten-
sions

K = K0 ( K1 ( · · · ( Kn = L

avec [Ki+1 : Ki] = p pour tout 1 6 i 6 n − 1 et Ki+1 = Ki(x1/p
i ) pour un certain

xi ∈ Ki. On en déduit que TrL/K = 0 pour toute extension radicielle non triviale.
On en déduit plus généralement que TrL/K = 0 dès que l’extension finie est non
séparable.

On note bL/K la forme K-bilinéaire sur L définie par bL/K(x, y) := TrL/K(xy)
si x, y ∈ L.

Proposition 1.2.2. Soit L/K une extension finie. Alors la forme bL/K est non
dégénérée si et seulement si l’extension L/K est séparable.

Démonstration. Supposons l’extension L/K séparable. Soit Σ l’ensemble des plon-
gements K-linéaires de L dans une clôture normale L̃. Alors Σ est de cardinal
n = [L : K] et TrL/K = ∑

σ∈Σ σ. Soit α = (α1, . . . , αn) une base de L sur K et soit
M = (bL/K(αi, αj))16i,j6d la matrice de bL/K dans la base α. On a alors M = tNN

où N = (σ(αi))σ∈Σ,16i6d. Ainsi det(M) = det(N)2. Les morphismes σ : L× → L̃×

forment une familles de caractères distincts de L×. Ainsi, par le lemme d’indépen-
dance des caractères, ils forment une famille L̃-libre d’applications de L× vers L̃.
Ceci implique det(N) 6= 0 et donc det(M) 6= 0.
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Supposons L/K non séparable. Le résultat est évident car alors bL/K = 0
puisque TrL/K = 0.

Si (α1, . . . , αn) ∈ Ln est une base L sur K, on appelle discriminant de la famille
α = (α1, . . . , αn) le déterminant de la matrice de bL/K dans α. Cest l’élément

∆L/K(α) := det((TrL/K(αiαj))16i6n
16j6n

).

Exemple 1.2.3. Considérons le cas où K est de caractéristique différente de 2 et
L = L(

√
d) avec d ∈ K non carré. On a alors

TrQ(
√
d)/Q(a+ b

√
d) = 2a, NQ(

√
d)/Q(a+ b

√
d) = a2 − db2.

De plus,
∆L/K(1,

√
d) = 4d.

Supposons que α = (α1, . . . , αn) est une base de L surK et que β = (β1, . . . , βn)
en est une autre. Soit P ∈ GLn(K) la matrice de passage de α à β, c’est-à-dire
β = αP . On a alors :

∆L/K(β) = det(P )2∆L/K(α). (1.1)

1.2.2 Extensions finies d’un anneau de Dedekind

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. Soit L/K une
extension finie de K. On note B la clôture intégrale de A dans L (définition A.3.6).
Si x ∈ L, il existe un polynôme unitaire P (X) = Xd+ad−1X

d−1 + · · ·+a0 ∈ K[X]
tel que P (x) = 0. Comme K est le corps des fractions de A, il existe un élément
α ∈ K× tel que αai ∈ A pour tout 0 6 i 6 d−1. L’élément αx est alors annulé par
le polynôme αdP (α−1X) qui est unitaire à coefficients dans A. Ainsi αx ∈ B. On
en déduit en particulier que L est le corps des fractions de B et que l’application
K ⊗A B → L donnée par la multiplication est surjective. Cette application est de
plus injective compte tenu du fait que B est intègre et que K ⊗A B est le localisé
de B en A r {0} et L le localise de B en B r {0}. La multiplication induit donc
un isomorphisme K ⊗A B ∼−→ L.

Le résultat suivant est un moyen de commode de construire de nouveaux
exemples d’anneaux de Dedekind.

Théorème 1.2.4. Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions.
Soit L/K une extension finie de K. Alors la clôture intégrale B de A dans L est un
anneau de Dedekind. Si de plus l’extension L/K est séparable ou si A est isomorphe
à k[T ] où k désigne un corps parfait, alors B est un A-module de type fini.
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Démonstration. Commençons par prouver que B est un anneau de Dedekind si B
est un A-module de type fini. Nous prouverons ensuite que B est un A-module de
type fini si L/K est séparable ou si A est isomorphe à k[T ] avec k parfait. Pour le
cas général, nous renvoyons à [Bou85, Ch. VII §2], corollaire 2 à la proposition 5.

Si B est un A-module de type fini, alors B est un A-module noetherien et donc
un B-module noethérien, c’est donc bien un anneau noethérien. Il est intégralement
clos par construction. D’après la proposition 1.1.9, il reste donc à prouver que tout
idéal premier non nul q de B est maximal. Soit p un tel idéal. L’idéal q := p ∩ A
est alors un idéal premier non nul de A d’après la proposition A.3.3. Comme A
est de Dedekind, l’idéal q est maximal. Ainsi B/p est une A/q-algèbre de type fini
qui est de plus intègre, c’est donc un corps. Ainsi p est maximal.

Montrons à présent que si L/K est séparable, alors B est un A-module de
type fini. D’après la proposition 1.2.2, si L/K est séparable, la forme K-bilinéaire
b : (x, y) 7→ TrL/K(xy) est non dégénérée. Ainsi pour toute K-base (e1, . . . , ed)
de L, il existe une unique K-base (e∗1, . . . , e∗d) de L telle que b(ei, e∗j) = δi,j pour
tous 1 6 i, j 6 d. Si M est un sous-A-module de L, on note M∗ le sous-A-module
{x ∈ K | Tr(xM) ⊂ A}. Il est alors facile de vérifier que(⊕

i

Aei

)∗
=
⊕
i

Ae∗i .

Comme L ' B⊗AK, il existe uneK-base (e1, . . . , ed) de L surK formée d’éléments
de B. Ainsi ⊕

i

Aei ⊂ B ⊂ B∗ ⊂
⊕
i

Ae∗i ,

ce qui implique que B est un sous-A-module d’un A-module de type fini. Comme
A iest noethérien, le A-module B est de type fini.

Supposons à présent que A = k[T ] avec k corps parfait. Montrons que B est un
A-module de type fini. Comme le cas séparable a déjà été traité, on peut se limiter
au cas où k est un corps de caractéristique p pour p un nombre premier. Soit M
la clôture normale de L/K et soit C be la clôture intégrale de A dans C. On a
clairement B ⊂ C ainsi, si C est un A-module de type fini, c’est aussi le cas de B
puisque A est noethérien. Il suffit donc de prouver l’assertion lorsque l’extension
L/K est normale. Dans ce cas il existe une sous-extension K ⊂ N ⊂ L telle que
L/N est séparable et N/K est radicielle. Soit D la clôture integrale de A dans
N . Alors B est la clôture intégrale de D dans L. Comme L/N est séparable, le
D-module B est de type fini d’après le cas séparable traité ci-dessus. On est donc
ramené à prouver l’assertion lorsque l’extension L/K est radicielle. Supposons
donc L/K radicielle, c’est-à-dire qu’il existe n > 1 tel que xpn ∈ K pour tout
x ∈ L. En raisonnant par récurrence sur le degré [L : K], on peut supposer que
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n = 1 et que L/K est de degré p. On est donc dans le cas où K = k(T ) k et
L = K(P (T )1/p) = k(T, P (T )1/p) pour P (T ) ∈ K[X]. Comme k est un corps
parfait, on peut écrire P (T )1/p = P1(T 1/p) pour un polynôme P1 ∈ K[T ]. Ainsi
L ⊂ K(T 1/p) et L = k(T 1/p) par un argument de degré. Comme l’anneau k[T 1/p]
est isomorphe à k[T ], il est principal et donc intégralement clos. On en conclut que
B = k[T 1/p] qui est bien un A = k[T ]-module de rang fini.

Remarque 1.2.5. Dans la situation du théorème 1.2.4, si B est un A-module
de type fini, B est en particulier un A-module projectif. En effet, Bp est un Ap-
module sans torsion de type fini sur l’anneau principal Ap, il est donc libre et donc
projectif. On conclut en utilisant le lemme A.2.2.

L’utilisation de discriminants peut être très utile pour déterminer explicitement
la clôture intégrale d’un anneau de Dedekind dans une extension finie.

Proposition 1.2.6. Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K.
Soit L/K une extension finie séparable. Soit B un sous-anneau de L contenant
A. On suppose que B est un A-module de type fini et qu’il existe une K-base
α = (α1, . . . , αn) de L constituée d’éléments de B telle que, pour tout idéal premier
non nul p de A, vp(∆L/K(α)) 6 1. Alors B est la clôture intégrale de A dans L.
En particulier B est un anneau de Dedekind. De plus B est un A-module libre de
base α.

Démonstration. Posons M =
n⊕
i=1

Aαi. Soit C la clôture intégrale de A dans L.

Comme B est un A-module de type fini, les éléments de B sont entiers sur A
d’après le théorème A.3.1. Ainsi on a M ⊂ B ⊂ C. D’après le lemme A.2.1, il
suffit de prouver que Mp = Cp pour tout idéal maximal p de A. Soit p un idéal
maximal de A. Si p = 0, alors A = K et B = L, d’où le résultat. On peut donc
supposer p 6= 0. Remarquons que Mp et Cp sont tous deux des Ap-modules de
type fini, sans torsion, et donc des Ap-modules libres (puisque Ap est principal) de
même rang (puisque B ⊗A K = C ⊗A K). La famille α forme une base de Mp sur
Ap. Soit β = (β1, . . . , βn) une Ap-base de Cp. Soit P = Pβ,α la matrice de passage
de β à α. On a P ∈ Mn(Ap) puisque Mp ⊂ Cp et ∆L/K(α) = det(P )2∆L/K(β).
Ainsi

2vp(det(P )) 6 2vp(det(P )) + vp(∆L/K(β)) 6 vp(∆L/K(α) 6 1.

On en déduit que vp(det(P )) = 0, c’est-à-dire det(P ) ∈ GLn(Ap). Ainsi Mp =
Cp.
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1.2.3 Corps de nombres

On appelle corps de nombres une extension finie de Q. L’anneau des entiers
d’un corps de nombres K est la clôture intégrale de Z dans K. On le note OK .
D’après le théorème 1.2.4, l’anneau OK est un anneau de Dedekind et c’est même
un Z-module de type fini. Comme il est sans torsion et que K ' OK⊗ZQ, il s’agit
d’un Z-module libre de rang [K : Q].

L’exercice suivant est indispensable.

Exercice 1.2.1. Soit K un corps de nombres de degré 2 (autrement dit quadra-
tique).

1. Montrer qu’il existe un entier d ∈ Z r {0, 1} sans diviseurs carrés tel que
K = Q(

√
d).

2. Montrer que

OK =

Z[1+
√
d

2 ] si d ≡ 1 mod 4
Z[
√
d] si d ≡ 2 ou 3 mod 4.

Exemple 1.2.7. Soit x ∈ C une racine du polynôme X3 − X + 1. Il s’agit d’un
polynôme irréductible de Q[X] car il est de degré 3 et n’a pas de racine dans Q.
Ainsi X3−X+1 est le polynôme minimal de x sur Q. Posons K = Q(x), on a donc
[K : Q] = 3. La famille α = (1, x, x2) est une base du Z-module Z[x]. Un calcul
direct montre que ∆K/Q(α) = −23 est premier. On déduit donc de la proposition
1.2.6 que OK = Z[x].

Exemple 1.2.8. Déterminons l’anneau des entiers de K = Q( 3
√

2). Posons B =
Z[ 3
√

2]. Cette fois-ci ∆K/Q(1, 3
√

2, 3
√

22) = −27 · 4, on ne peut donc pas utiliser la
proposition 1.2.6 pour conclure. En utilisant la proposition 1.2.6 avec A = Z(p),
B = Z[ 3

√
2](p) et C = OK,(p) on voit que Z[ 3

√
2](p) = OK,(p) si p est différent de

2 et 3. Dans l’exemple 1.1.7, on a déjà montré que Z[ 3
√

2](3) est un anneau de
valuation discrète. Il est donc intégralement clos et, comme son corps de fractions
est K, contient la clôture algébrique OK de Z dans K. Ainsi Z[ 3

√
2](3) = OK,(3).

On montre de même que Z[ 3
√

2](2) est un anneau de valuation discrète et donc que
Z[ 3
√

2](2) = OK,(2). Ainsi OK = Z[ 3
√

2].

Exercice 1.2.2. Déterminer l’anneau des entiers de Q( 3
√

6).

Exercice 1.2.3. Montrer que l’anneau Z[ 3
√

10] n’est pas intégralement clos.

Soit K un corps de nombres et soit I un idéal non nul de OK . D’après le lemme
A.3.3, il existe un élément non nul d ∈ I ∩ Z. En particulier I contient l’idéal (d)
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qui est un Z-module libre de rang [K : Q]. On en conclut que I est un sous-Z-
module libre de rang [K : Q] dans OK et que OK/I est un anneau fini. On note
N(I) son cardinal que l’on appelle norme de l’idéal I.

L’ensemble Σ des morphismes de corps de K dans C est de cardinal [K : Q].
Un élément σ ∈ Σ est dit réel si σ(K) ⊂ R. La conjugaison complexe de C agit
sur l’ensemble Σ par σ 7→ σ et l’ensemble des plongements réels est exactement
l’ensemble des points fixes de cette action. Si on note r1 le nombre de plongements
réels de K, il existe donc un entier r2 tel que [K : Q] = r1 + 2r2.

Exercice 1.2.4. Soit K un corps de nombres. Montrer que si (α1, . . . , αn) est une
base du Z-module libre OK , le discriminant ∆K/Q(α1, . . . , αn) est indépendant du
choix de la base (α1, . . . , αn).

On le note ∆K le discriminant étudié dans l’exercice ci-dessus, on l’appelle
discriminant (absolu) du corps de nombres.

Nous admettons temporairement le résultat suivant, qui sera démontré plus
tard.

Théorème 1.2.9. Soit K un corps de nombres de degré n. Le groupe des classes
Cl(OK) de l’anneau OK est fini. Plus précisément tout élément de Cl(OK) contient
un idéal I de OK tel que

N(I) 6
√
|∆K |

( 4
π

)r2 n!
nn
.

Corollaire 1.2.10. Si K est un corps de nombres de degré n, on a

√
|∆K | >

(
π

4

)r2 nn

n! .

1.2.4 Exemples de décompositions dans un anneau de De-
dekind

Proposition 1.2.11. Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de frac-
tions. Soit L/K une extension finie et soit B la clôture intégrale de A dans L. On
suppose qu’il existe x ∈ B tel que B = A[x]. Soit P ∈ K[X] le polynôme minimal
de x sur K. On a P ∈ A[X]. Soit p un idéal maximal de A et soit P l’image

de P dans k(p)[X]. On note P =
r∏
i=1

P ei
i la factorisation de P comme produit de

polynômes irréductibles où les Pi sont distincts. Pour chaque 1 6 i 6 r, on choisit
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P̃i un relevé de Pi dans A[X] et note qi l’idéal piB + (P̃i(x)) de B. Les idéaux
maximaux de B contenant pB sont exactement les qi et on a

pB =
r∏
i=1

qeii .

Démonstration. Commençons par remarquer que les conjugués de x sur K sont
entiers sur A, de sorte que les coefficients de P sont des éléments de K entiers sur
A. Comme A est intégralement clos (1.1.9), on a bien P ∈ A[X]. On en déduit que
l’application Q(X) 7→ Q(x) induit un isomorphisme de A-algèbres A[X]/(P ) ∼−→ B.

Ainsi les idéaux maximaux de B contenant pB sont en bijection avec les idéaux
maximaux de l’anneau

B/pB ' k(p)[X]/(P ) '
r∏
i=1

k(p)[X]/(P ei
i )

eux-même en bijection avec les idéaux maximaux de l’anneau k(p)[X] contenant
(P ). Comme k(p)[X] est principal, ces derniers sont les idéaux principaux (Pi). On
en déduit que les idéaux maximaux de B divisant p sont les qi = pB + (P̃i(x)).

Supposons p 6= 0. Comme B est un anneau de Dedekind, on peut décomposer
pB en produit d’idéaux maximaux pB =

r∏
i=1

qaii pour des entiers ai > 1. On déduit

du lemme A.4.3 un isomorphisme de A-algèbres
r∏
i=1

k(p)[X]/(P ei
i ) ' B/pB '

r∏
i=1

B/qaii .

Soit 1 6 i 6 r. En localisant cet isomorphisme en qi, on obtient k(p)[X]/(P ei
i ) '

B/qaii et donc ei = ai. On remarque immédiatement que l’énoncé reste vrai si
p = 0.

Exemple 1.2.12. Soit K = Q. On a alors OK = Z[1+
√

5
2 ] ' Z[X]/(X2 −X − 1).

Dans F11[X], on a X2 − X − 1 = (X − 4)(X + 3) et donc (11) = q1q2 dans OK
avec q1 = (11, 1+

√
5

2 + 3) et q2 = (11, 1+
√

5
2 − 4).

Exemple 1.2.13. Soit K = Q(
√

17). On déduit du théorème 1.2.9 que tout élé-
ment de Cl(OK) contient un idéal de norme inférieure à 1

2

√
17 < 3. Si I est un idéal

tel que N(I) = 1, alors I = OK est principal. Si N(I) = 2, alors I divise l’idéal (2).
Comme OK ' Z[X]/(X2 −X − 4), on a OK/(2) =' F2[X]/(X(X − 1)) et donc
(2) = (2, 1+

√
17

2 )(2, −1+
√

17
2 ). Comme 2 = 3+

√
17

2
−3+

√
17

2 , on a (2, 1+
√

17
2 ) = (3+

√
17

2 ) et
(2, −1+

√
17

2 ) = (−3+
√

17
2 ). En particulier tous les idéaux de norme 2 sont principaux.

Ainsi Cl(OK) = 1 et l’anneau Z[1+
√

17
2 ] est principal.
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1.2.5 Décomposition des idéaux dans une extension finie

Dans cette partie, on fixeA un anneau de Dedekind etK son corps des fractions.
Soit L/K une extension finie et B la clôture intégrale de A dans L. D’après le
théorème 1.2.4, l’anneau B est un anneau de Dedekind. On suppose de plus que
B est un A-module de type fini.

Soit p un idéal premier non nul de A. L’idéal pB est un idéal non nul de B et
peut donc être décomposé de façon unique comme produit d’idéaux maximaux de
B :

pB =
∏
q

qeq/p .

Remarquons qu’un idéal maximal q de B intervient dans cette décomposition si
et seulement si pB ⊂ q, c’est-à-dire si et seulement si p ⊂ q. Dans ce cas on dit
que l’idéal q est un diviseur de p ou encore que q est au-dessus de p. On note
cette relation q | p. L’entier eq/p est appelé indice de ramification de q dans L/K.
Comme B est un A-module de type fini, l’extension k(q)/k(p) est finie. Son degré
est noté fq/p est appelé degré résiduel. Si eq/p = 1 et k(q)/k(p) est une extension
séparable, on dit que l’extension L/K est non ramifiée en q. Dans le cas contraire,
elle est dite ramifiée.

Proposition 1.2.14. Si p est un idéal premier non nul de A, le nombre d’idéaux
maximal de B divisant pB est fini et on a l’égalité

[L : K] =
∑
q|p
fq/peq/p.

Démonstration. Soient q1, . . . , qr les idéaux maximaux de B divisant p. Comme les
idéaux qi sont distincts, on déduit du lemme A.4.4 un isomorphisme de A-algèbres

B/pB
∼−→
∏
i

B/q
eqi/p
i .

Si I est un idéal non nul de B et q un idéal maximal de B, il n’existe aucun idéal
contenu strictement entre I et Iq de sorte que I/Iq est un k(q)-espace vectoriel
de dimension 1 et donc un A/p-espace vectoriel de dimension fq/p. En considérant
la suite décroissante d’idéaux de B :

B ) q1 ) q2
1 ) · · · ) q

eq1/p
1 ) q

eq1/p
1 q2 ) · · · ) q

eq1/p
1 · · · qeqr/pr = pB,

et en utilisant le lemme 1.1.15, on voit que B/Bp est une extension successive de
eqi/p A/p-espaces vectoriels de dimension fqi/p pour 1 6 i 6 r. Ceci implique que

dimA/p(B/Bp) =
r∑
i=1

eqi/pfqi/p.
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Pour conclure, il reste à vérifier que B/Bp est un k(p) = A/p-espace vectoriel de
dimension [L : K]. Comme Ap est un anneau principal, le Ap-module Bp ' B⊗AAp

est libre de type fini. De plus L ' B⊗AK ' Bp⊗Ap K de sorte que le rang de Bp

comme Ap-module est égal à [L : K]. Enfin, on a

Bp/pBp ' B ⊗A (Ap/pAp) ' B ⊗A (A/p) ' B/pB,

ce qui montre que dimk(p)(B/pB) = [L : K].

1.2.6 Extensions galoisiennes

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions et L une extension
galoisienne de K. Soit B la clôture intégrale de A dans L. C’est un A-module de
type fini d’après le théorème 1.2.4. Comme les conjugués d’un élément entier sur
A sont entiers sur A, l’action du groupe de Galois Gal(L/K) sur L préserve le
sous-anneau B. De plus, si q est un idéal maximal de B et si σ ∈ Gal(L/K), on a

σ(q ∩ A) = q ∩ A = σ(q) ∩ A

de sorte que σ(q) est un idéal maximal divisant p := q ∩A. Ainsi, pour tout idéal
maximal ideal p de A, l’action du groupe Gal(L/K) préserve l’ensemble fini des
idéaux maximaux de B divisant p.

Proposition 1.2.15. Si p est un idéal maximal de A, l’action de Gal(L/K) sur
l’ensemble des diviseurs de p est transitive.

Démonstration. Soit q un idéal maximal de B au-dessus de p. Supposons par
l’absurde qu’il existe un idéal maximal q′ différent de tous les σ(q) pour σ ∈
Gal(L/K). D’après le lemme A.4.2, on a

B = q′ +
∏

σ∈Gal(L/K)
σ(q)

de sorte que l’on peut écrire 1 = x + y avec x ∈ q′ et y ∈ σ(q) pour tout σ ∈
Gal(L/K). On a donc x ∈ q′ r σ(q) pour tout σ. Soit z := NL/K(x) = ∏

σ σ(x).
Comme x ∈ B, on a z ∈ q ∩ A = p et comme p = q ∩ A,

z =
∏
σ

σ(x) ∈ q.

Ainsi il existe σ ∈ Gal(L/K) tel que σ(x) ∈ q et donc x ∈ σ−1(q). C’est une
contradiction.
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Corollaire 1.2.16. Soit p un idéal premier non nul de A et Bp = ∏
q|p q

eq/p la
décomposition de Bp en produit d’idéaux maximaux. Les entiers eq/p et fq/p ne
dépendent pas du choix de q | p mais uniquement de p. On les note ep et fp. On a
donc

[L : K] = epfpgp

où gp désigne le nombre d’idéaux maximaux de B divisant p.

Soit p un idéal maximal de A et q un idéal maximal de B divisant p. Le groupe
de décomposition de q est le stabilisateur Dq de q dans Gal(L/K). Un élément
σ ∈ Gal(L/K) induit un iomorphisme de corps σ : B/q ∼−→ B/σ(q). Si σ ∈ Dq,
alors σ est un automorphisme de k(q) qui fixe les éléments de k(p).

Théorème 1.2.17. On suppose de plus que k(q)/k(p) est une extension séparable.
Alors c’est une extension galoisienne et l’application σ 7→ σ induit un morphisme
surjectif de groupes de Dq sur Gal(k(q)/k(p)).

Démonstration. Démontrons dans un premier temps que l’extension k(q)/k(p) est
galoisienne. Comme elle est déjà supposée séparable, il suffit de prouver qu’elle
est normale. Soit x ∈ k(q). Il suffit de prouver que x est racine d’un polynôme
de k(p)[X] scindé dans k(q)[X]. Soit x̃ ∈ B un élément relevant x et posons
P (X) = ∏

σ∈Gal(L/K)(X − σ(x̃)). Alors P ∈ A[X] et, puisque P est scindé dans
B, la réduction mod p de P est scindée dans B/q = k(q) et annule x, ce que l’on
recherchait. Notons au passage que cela prouve que tout conjugué de x sur k(p)
est la réduction mod q d’un conjugué de x̃ sur K.

Démontrons à présent que le morphisme de groupes Dq → Gal(k(q)/k(p)) est
surjectif. Soit x ∈ k(q) un élément primitif de k(p) (qui existe puisque l’extension
est séparable). Soit τ ∈ Gal(k(q)/k(p)). L’automorphisme τ est alors complète-
ment déterminé par sa valeur sur x. Soit x̃ un relevé de x à B. Le lemme A.4.2
montre que B = q + ∏

σ(q)6=q σ(q) et donc que l’on peut écrire x̃ = x1 + x2 avec
x1 ∈ q et x2 ∈

∏
σ(q) 6=q σ(q). Ainsi x2 est un relevé de x tel que de plus x2 ∈ σ(q)

pour σ(q) 6= q. Comme remarqué ci-dessus, il existe σ ∈ Gal(L/K) tel que σ(x2)
relève τ(x) modulo q de sorte que σ(x2) /∈ q, c’est-à-dire x2 /∈ σ−1(q). On a donc
σ−1(q) = q, c’est-à-dire σ ∈ Dq.

Le noyau Iq du morphisme de groupes Dq → Autk(p)(k(q)) est appelé le sous-
groupe d’inertie en q. Supposons q (et donc p) non nul. Comme Dq est le stabili-
sateur de q et que l’orbite de q sous Gal(L/K) est de cardinal gp, le cardinal du
groupe Dq vaut epfp. Si l’extension k(q)/k(p) est séparable, le cardinal du groupe
Gal(k(q)/k(p)) est égal à [k(q) : k(p)] = fp de sorte que le cardinal du sous-groupe
d’inertie Iq est ep.
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1.2.7 Différente et discriminant

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de fractions. On fixe L
une extension finie séparable de K et on note B la clôture intégrale de A dans L.
D’après le théorème 1.2.4, B est un A-module de type fini.

Rappelons que la proposition 1.2.6 implique que la forme K-bilinéaire bL/K est
non dégénérée. Si M est un sous-A-module de L, on a défini M∗ := {x ∈ L |
TrL/K(xM) ⊂ A}. Au cours de la démonstration du théorème 1.2.4, on a prouvé
que B∗ est un sous-B-module de L contenant B et qui est de type fini comme A-
module. Il s’agit donc d’un idéal fractionnaire non nul de B dont l’inverse est appelé
différente de B sur A et noté DB/A. Comme B ⊂ D−1

B/A, on a DB/A ⊂ B−1 = B de
sorte que DB/A est un idéal non nul de B. De façon équivalente DB/A est l’idéal
annulateur du B-module B∗/B.

Rappelons que l’on a défini les groupes des idéaux fractionnaires I(B) et I(A)
des anneaux de Dedekind B et A (voir section 1.1.2). On définit un morphisme de
groupes NL/K : I(B)→ I(A) appelé norme en posant, pour tout idéal maximal q
de B, NL/K(q) := pfq où p := q∩A. Ce morphisme est bien défini car I(B) est un
groupe abélien libre de base formée par les idéaux maximaux de B.

Remarque 1.2.18. Si A = Z et K = Q, alors pour tout idéal non nul I de B,
l’anneau quotient B/I est fini et NK/Q(I) = (N(I)) = ZN(I) où N(I) = |B/I|.

Proposition 1.2.19. Si I = (b) est un idéal fractionnaire principal de B, alors
NL/K(I) = (NL/K(b)) est l’idéal fractionnaire principal de A engendré par NL/K(b).

Démonstration. Il suffit de vérifier le résultat après localisation en idéal premier
non nul de A. On peut donc supposer que l’anneau A est principal. On se ra-
mène également facilement au cas où b ∈ B est non nul. Soit (b) = ∏r

i=1 qi la
décomposition de (b) en produit d’idéaux maximaux de B. Tout idéal non nul
I de B est un réseau de A de rang n et de plus, pour q idéal maximal de B,
on a [I : Iq] = [B : q] (voir la section A.6 pour la notion de réseau). Posant
p = q∩A, comme B/q est un A/p-espace vectoriel de dimension fq/p, on en déduit
que [B : q] = (πfq/p) = NL/K(q). On déduit de la proposition A.6.1 que

[A : (b)] =
r∏
i=1

NL/K(qi) = NL/K((b)).

Par ailleurs, le théorème des diviseurs élémentaires montre que [A : (b)] est l’idéal
de A engendré par le déterminant de l’application A-linéaire mb : B → B. On en
déduit que [A : (b)] = (NL/K(b)), ce qui achève la preuve.
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On définit l’idéal discriminant ∆B/A deB surA en posant ∆B/A := NL/K(DB/A).
Il s’agit d’un idéal non nul de A.

Lemme 1.2.20. Soit S une partie multiplicative de A. Alors DB/ABS = DBS/AS et
∆B/AAS = ∆BS/AS . En particulier si p est un idéal premier de A, on a DB/ABp =
DBp/Ap et ∆B/AAp = ∆Bp/Ap.

Démonstration. Il suffit de prouver la première égalité. En effet la seconde provient
de la première et de l’égalité NL/K(I)S = NL/K(IS) pour tout idéal I de B. Pour
prouver la première égalité, il suffit de vérifier que (BS)∗ = (B∗)S, ce qui suit du
caractère K-linéaire de TrL/K .

Proposition 1.2.21. L’idéal ∆B/A de A est l’idéal engendré par les éléments
∆L/K(α) où α varie parmi les K-bases de L dont les éléments sont contenus dans
B.

Démonstration. Soit I l’idéal de A engendré par les éléments ∆(α)) où α est une
K-base de L contenue dans B. Pour démontrer que ∆B/A = I, il suffit (lemme
A.2.1) de démontrer que ∆B/A,p = Ip pour tout idéal premier non nul p de A.
Comme Ap est principal, l’idéal Ip est principal. On en déduit que Ip = (∆(α)) où
α est une K-base de L formée d’éléments de Bp. Comme ∆B/A,p = ∆Bp/Ap (lemme
1.2.20), il suffit de démontrer le résultat lorsque l’anneau A est principal, et même
un anneau de valuation discrète.

Supposons donc que A est un anneau de valuation discrète d’idéal maximal
p = (π). Alors le A-module B est libre de type fini et il existe une K-base de L
qui est également une A-base of B. La formule de changement de base pour les
discriminants (1.1) montre que I est l’idéal principal engendré par ∆(α) pour tout
A-base α de B. On a de plus une inclusion de A-modules libres de même rang
B ⊂ B∗ de sorte qu’il existe une A-basis (α1, . . . , αn) de B∗ et des éléments non
nuls d1 | d2 | · · · | dn de A tels que (d1e1, . . . , dnen) est une A-base de B. Soit
maintenant (α∗1, . . . , α∗n) la base duale de (α1, . . . , αn) pour la forme bL/K . C’est
une A-base de B. Soit P la matrice de passage de la base (d1α1, . . . , dnαn) à la
base (α∗1, . . . , α∗n). On a alors P ∈ GLn(A) et

∆(α∗1, . . . , α∗n) = det(bL/K(α∗i , α∗j ))16i,j6n = det(P ) det(bL/K(α∗i , djαj))16i,j6n

= det(P )
n∏
j=1

aj det(bL/K(α∗i , αj))16i,j6n = det(P )
n∏
j=1

aj.

On en déduit que I = (∏j aj). De plus l’égalité B = B∗DB/A et le lemme 1.1.15
montrent que B∗/B possède une filtration de Jordan-Hölder par des sous-B-
modules dont les sous-quotients successifs sont isomorphes aux B/qi où DB/A =
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q1 · · · qr (les qi ne sont pas nécessairement distincts ici). Comme qi∩A = (π), les di-
viseurs élémentaires du A-module B/qi sont les π, . . . , π (comptés fqi/(π) fois). Cela
prouve que le produit des diviseurs élémentaires du A-module B∗/B est π

∑
i
fqi/(π)

qui est un générateur de l’idéal NL/K(DB/A). Cela implique finalement que

∆B/A = (
d∏
j=1

aj) = I.

Théorème 1.2.22. Soit q un idéal premier non nul de B. Alors q est ramifié dans
L/K si et seulement si q est un diviseur de DB/A.

Démonstration. Posons p := q ∩ A. Le B-module B∗/B est de type fini et a pour
annulateur l’idéal DB/A. Ainsi un idéal maximal q vérifie DB/A ⊂ q si et seulement
si (B∗/B)q 6= 0. Comme (B∗/B)q est un Bq-module de type fini, le lemme A.1.2
implique que DB/A ⊂ q si et seulement si (B∗/B)q ⊗Bq Bq/pBq 6= 0 autrement dit
((B∗/B)⊗B B/p)q 6= 0. Par exactitude à droite du foncteur ⊗BB/p et exactitude
du foncteur de localisation, on en déduit que DB/A ⊂ q si et seulement si l’inclusion
de B dans B∗ induit un morphisme de Bq-module (B/pB)q → (B∗/pB∗)q de co-
noyau non nul. Notons f le morphisme de B∗ dans HomA(B,A) définit par f(x) =
TrL/K(x−). Comme la forme bL/K est non dégnérée (proposition 1.2.2), le mor-
phisme f est un isomorphisme deB-module par définition deB∗. De plus, on déduit
de la remarque 1.2.5 que B est un A-module projectif de type fini, on a donc un iso-
morphisme naturel de B-modules HomA(B,A)⊗A k(p) ' HomA(B, k(p)), et donc
un isomorphisme de B/p-modules f : B∗⊗A k(p) ' Homk(p)(B/p, k(p)). On vérifie
que le morphisme B/p→ Homk(p)(B/p, k(p)) déduit de la composition de B/p→
B∗/p et de f est donné explicitement par x 7→ Tr(B/p)/k(p)(x−) (voir la section
A.5 pour la définition de Tr dans ce contexte). Comme B/p est une k(p)-algèbre
de dimension finie, la k(p)-algèbre (B/p)q (localisé en q) est un facteur direct de
B/p (voir proposition A.5.1) et le morphisme naturel B∗/→(B∗/p)q correspond à
la projection sur le facteur direct Homk(p)((B/p)q, k(p)) de Homk(p)((B/p), k(p))
et le diagramme suivant est commutatif

(B/p)q (B∗/p)q

Homk(p)((B/p)q, k(p)).
x 7→Tr(B/p)q/k(p)(x−) fq

On en déduit que DB/A ⊂ q si et seulement si le morphisme x 7→ Tr(B/p)q/k(p)(x−)
n’est pas surjectif, ou de façon équivalente n’est pas bijectif. L’idéal pB se décom-
pose en produit d’idéaux maximaux pB =

∏
q

qvq(pB). On déduit alors du lemme
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A.4.4 la décomposition
B/pB '

∏
q

B/qvq(pB)

et donc l’isomorphisme (B/p)q ' B/qvq(pB). Au final on déduit de la proposition
A.5.2 que DB/A ⊂ q si et seulement si vq(pB) = 1 et k(q) = B/q est une extension
séparable de k(p), c’est-à-dire q non ramifié dans L/K.

Corollaire 1.2.23. 1) Si q est un idéal premier non nul de B, alors L/K est
ramifiée en q si et seulement si q | DB/A.

2) Si p est un idéal premier non nul de A, alors L/K est ramifiée en p si et
seulement si p | ∆B/A.

3) Le nombre d’idéaux premiers non nuls de A qui sont ramifiés dans L est
fini.

Remarque 1.2.24. On peut montrer que DB/A est l’annulateur du B-module
Ω1
B/A.

Supposons que M/L est une extension finie séparable et soit C la clôture inté-
grale de B dans M , il s’agit également de la clôture intégrale de A dans M .

Proposition 1.2.25. 1) Si I est un idéal non nul de C, on a NC/A(I) =
NB/A(NC/B(I)).

2) On a DC/A = DC/BDB/A.

3) On a ∆C/A = NB/A(∆C/B)∆[M :L]
B/A .

Démonstration. Le point 1) est immédiat à partir de la définition de la norme.
Démontrons le point 2). Le point 3) s’en déduit immédiatement. Posons C∗ =
{x ∈ M | TrM/K(xC) ∈ A}, C ′ = {x ∈ M | TrM/L(xC) ∈ B} et B∗ = {x ∈ L |
TrL/K(xB) ∈ A}. Soit x ∈ M . On a TrM/K(x) ∈ A si et seulement si TrM/L(x) ∈
B∗ = D−1

B/A. Ainsi TrM/L(x) ∈ A si et seulement si TrM/L(xDB/A) ⊂ B, c’est-à-dire
si et seulement si xDB/A ⊂ C ′. D’où C ′ = C∗DB/A, c’est-à-dire D−1

C/B = D−1
C/ADB/A.

On en déduit le résultat.

Exemple 1.2.26. Soit n > 1 un entier et posons ζ = e
2πi
n (tout ce qui suit resterait

valable avec une autre racine primitive n-ième de l’unité). Posons K = Q(ζn). Soit
p un nombre premier ne divisant pas n. Comme ζn est annulé par Xn − 1, on a
ζn ∈ OK et, si Φn désigne le polynôme minimal de ζn sur /Q, on a Z[ζn] ⊂ OK et
Z[ζn] ' Z[X]/(Φn) (en fait on a Z[ζn] = OK et deg(Φn) = ϕ(n), voir TD). Posons
dn = deg(Φn). Alors la famille (A, ζn, . . . , ζdn−1

n ) est une Z-base de ζ[ζn] et

∆OK/Z | ∆K/Q(1, ζn, . . . , ζdn−1
n ) = Disc(Φn).
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Notons Φn la réduction de Φn modulo p. Comme Φn | Xn − 1 et que le polynôme
Xn − 1 est séparable dans Fp[X] (car (Xn − 1, nXn−1) = 1 dans Fp[X]), on a
Disc(Φn) ∈ F×p . En particulier, p - ∆OK/Z. Ceci implique que p est non ramifié dans
K/Q. En utilisant la proposition 1.2.6, on montre au passage que Z[ζn](p) = OK,p
si p - n. On peut montrer que si p | n, alors p est effectivement ramifié dans K/Q
(voir TD).

1.3 Anneaux de Dedekind résiduellement finis

1.3.1 Éléments de Frobenius

Soit A un anneau de Dedekind ring de corps de fractions K. Soit L une exten-
sion galoisienne finie deK et soit B la clôture intégrale de A dans L. Soit q un idéal
maximal B et posons p := q ∩ A, un idéal maximal de A. Supposons que le corps
résiduel k(p) est un corps fini de cardinal q. Le corps résiduel k(q) est alors finie
et, puisque k(p) est en particulier un corps parfait, l’extension k(q)/k(p) est alors
séparable. Si l’on suppose de plus que l’idéal q est non ramifié dans L/K, alors le
morphisme σ 7→ σ de Dq vers Gal(k(q)/k(p)) est un isomorphisme de groupes.

Le groupe de Galois Gal(k(q)/k(p)) est cyclique de cardinal fq/p et engendré
par l’endomorphisme de Frobenius endomorphism x 7→ xq. On note (q, L/K) ∈
Dq ⊂ Gal(L/K) l’image inverse de l’endomorphisme de Frobenius dans Dq. Cet
élément est appelé élément de Frobenius en q. Il peut être caractérisé comme
l’unique élément σ de Gal(L/K) tel que
— σ(q) = q ;
— ∀b ∈ B, σ(b) ≡ bq mod q.

De plus l’élément (q, L/K) ∈ Gal(L/K) est d’ordre exactement fq/p. En particulier,
fq/p = 1 et si et seulement si (q, L/K) = 1.

Remarque 1.3.1. La construction de l’élément (q, L/K) est compatible à la loca-
lisation : si S est une partie multiplicative disjointe de p, on a (qS, L/K) = (q, L/K)
in Gal(L/K).

Remarque 1.3.2. Si σ ∈ Gal(L/K), alors (σ(q), L/K) = σ(q, L/K)σ−1. En
particulier, si l’extension L/K est abélienne, c’est-à-dire Gal(L/K) est abélien,
alors (q, L/K) depend uniquement de p. On peut donc le noter (p, L/K).

Proposition 1.3.3. Soit M ⊂ L une sous-extension de L/K (c’est-à-dire K ⊂
M). Soit C = B ∩M la clôture intégrale de A dans M et soit r := q ∩C. Soit D′q
le groupe de décomposition de q dans L/M .
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1) L’idéal maximal q est non ramifié dans L/M . De plus D′q = Dq∩Gal(L/M)
et (q, L/M) = (q, L/K)fr/p.

2) Si de plus M/K est galoisienne, alors l’image de (q, L/K) dans Gal(M/K)
est (r,M/K).

Démonstration. On a 1 = eq/p = eq/rer/p de sorte que eq/r = 1 et q est non ramifié
dans L/M . Il est clair que D′q = Dq ∩ Gal(L/M). Comme k(p) est un corps fini,
les extensions k(q)/k(p) et k(r)/k(p) sont galoisiennes. Soit H ⊂ Dq le noyau de
l’application de restriction Dq ' Gal(k(q)/k(p))� Gal(k(r)/k(p)). Autrement dit
on a

H = {σ ∈ Dq | σ(x+ q) = x+ q ∀x ∈ C}.

On a clairement D′q ⊂ H. Par ailleurs le cardinal de D′q est égal à fq/r et le
cardinal de H est égal au cardinal de Gal(k(q)/k(r)), c’est-à-dire fq/r. On en dé-
duit que H = D′q. Ainsi l’élément (q, L/K)fr/p est dans D′q et il coïncide avec
l’endomorphisme x 7→ xq

fr/p modulo q. Comme qfr/p = Card(k(r)), on a bien
(q, L/M) = (q, L/M)fr/p . Ceci prouve le point 1).

Le point 2) est laissé en exercice.

Exemple 1.3.4. Soit n > 1 un entier et soit K = Q(ζn). L’extension K/Q est
galoisienne car les conjugués de ζn surQ sont des racines deXn−1 et appartiennent
donc à K. Soit σ ∈ Gal(K/Q). Alors il existe un élément c(σ) ∈ (Z/nZ)× tel que
σ(ζn) = ζc(σ)

n . De plus, l’application σ 7→ c(σ) est un morphismes de groupes
de Gal(K/Q) vers (Z/nZ)×. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Alors,
comme vu dans l’exemple 1.2.26, le nombre premier p est non ramifié dans K/Q.
Soit p un idéal maximal de OK divisant p et soit ζn l’image de ζn dans k(p). Posons
c = c((p, K/Q)). Par définition de l’élément de Frobenius (p, K/Q), on a ζn

c = ζn
p.

En réduisant la décomposition Xn − 1 = ∏n−1
i=0 (X − ζ in) dans k(p), on voit que les

éléments ζn
i, pour 0 6 i 6 n−1 sont les racines de Xn−1 dans k(p). Comme k(p)

est de caractéristique p et que Xn− 1 est séparable dans Fp[X], on en conclut que
ces éléments sont distincts. Ainsi i ≡ pmodn et on en déduit que c((q, K/Q)) = p
dans (Z/nZ)×.

Cet exemple est en fait fondamental et le résultat mérite d’être énoncé sous
forme de théorème.

Théorème 1.3.5. Soit n > 1 un entier et soit K = Q(ζn). L’extension K/Q
est galoisienne, abélienne de degré ϕ(n). De plus le morphisme de groupes c :
Gal(K/Q) → (Z/nZ)× défini dans l’exemple 1.3.4 est un isomorphisme. Si p est
un nombre premier ne divisant pas n, p est non ramifié dans K/Q et, pour tout
idéal maximal de OK au-dessus de p, on a c((p,K/Q)) = p.
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Démonstration. On a déjà vu au cours de l’exemple 1.3.4 que si p - n, alors p
est non ramifié dans K/Q et que c((p, K/Q)) = p pour tout idéal maximal p au-
dessus de p. Ainsi l’image de c contient es classes de tous les nombres premiers ne
divisant pas n. Comme tout élément de (Z/nZ)× est un produit de telles classes,
on en déduit que c est un morphisme surjectif. Comme par ailleurs, tout conjugué
de ζn est une racine primitive n-ième de l’unité et que ces racines sont au nombre
de ϕ(n). On a [K : Q] = Card(Gal(/Q)) 6 ϕ(n) = Card((Z/nZ)×). On en conclut
que c est bijective, que [K : Q] = ϕ(n) et queK/Q est une extension abélienne.

Exemple 1.3.6. Soit K = Q(ζn) avec n > 1. Soit p un nombre premier ne
divisant pas n. Alors fp est l’ordre de (p,K/Q) dans Gal(K/Q). On en conclut
que fp est l’ordre de p dans (Z/nZ)×. Ainsi p est complètement décomposé dans
OK , c’est-à-dire que pOK se décompose en un produit de ϕ(n) idéaux maximaux
si et seulement si p ≡ 1 modn.

1.3.2 La loi de réciprocité quadratique

Soit p un nombre premier impair. D’après l’exemple 1.2.26, l’extension Q(ζp)/Q
est non ramifiée hors de p. De plus, d’après le théorème 1.3.5, cette extension est
cyclique de degré p − 1. On en conclut qu’il existe une unique sous-extension
Kp ⊂ Q(ζp) de degré 2 sur Q. Ainsi Kp = Q(

√
d) pour un entier d ∈ Z r {0, 1}

sans diviseur carré et

∆Kp/Q =

d si d ≡ 1 mod 4
4d sinon.

On déduit du corollaire 1.2.23 que d = ±p et d ≡ 1 mod 4, c’est-à-dire d =
(−1) p−1

2 p. Notons p∗ cet entier. Soit q un nombre premier différent de p. D’après
la proposition 1.3.3, l’élément de Frobenius (q,Kp/Q) est l’image de (q,Q(ζp)/Q)
dans Gal(Kp/Q). Ainsi (q,Kp/Q) = 1 si et seulement si (q,Q(ζp)/Q) est dans
le noyau de Gal(Q(ζp)/Q) → Gal(Kp/Q). Le théorème 1.3.5 montre que ceci
est encoyre équivalent à ce que q appartienne à l’unique sous-groupe d’indice
2 de (Z/pZ)×, c’est-à-dire q est un résidu quadratique modulo p. Par ailleurs
(q,Kp/Q) = 1 si et seulement si q est décomposé dans Kp/Q. On a donc prouvé
que q est un résidu quadratique modulo p si et seulement si q est décomposé dans
Kp/Q.

Par ailleurs OKp = Z[1+
√
p∗

2 ] ' Z[X]/(X2 − X + 1−p∗
4 ). On déduit donc de la

proposition 1.2.11 que q est décomposé dans Kp/Q si et seulement si le polynôme
X2 − X + 1−p∗

4 a une racine dans Fq. Si q 6= 2, ce polynôme a une racine si et
seulement si son discriminant est un carré, c’est-à-dire si et seulement si p∗ est
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un carré dans Fq. On a donc prouvé que
(
p∗

q

)
=
(
q
p

)
. Il découle des propriétés du

symbole de Legendre que
(
p∗

q

)
= (−1) p−1

2
q−1

2
(
p
q

)
. Si q = 2, le polynôme X2−X +

1−p∗
4 est séparable et est décomposé dans F2 si et seulement si il a pour racines

0 et 1, c’est-à-dire si et seulement si p∗ ≡ 1 mod 8, c’est-à-dire si et seulement si
p ≡ ±1 mod 8. On a donc prouvé la loi de réciprocité quadratique.

Théorème 1.3.7 (Loi de réciprocité quadratique). Soient p et q deux nombre
premiers impairs. Alors

(
p
q

) (
q
p

)
= (−1) p−1

2
q−1

2 . Si p est un nombre premier impair,

on a
(

2
p

)
= (−1) p

2−1
8 .



Chapitre 2

Corps globaux et corps locaux

Un corps global est un corps qui est une extension finie de Q ou une extension
finie du corps des fractions rationnelles Fp(t) à coefficients dans le corps fini Fq.

Lors que K est une extension finie de Q, on dit que K est un corps de nombres.
L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Z forme alors un sous-anneau
OK appelé anneau d’entiers de K. Il s’agit d’un anneau de Dedekind c’est-à-dire
qu’il est noethérien, intégralement clos et de dimension 1 (ou de façon équivalente,
tous ses idéaux premiers non nuls sont maximaux). Le corps K est alors le corps
des fractions de OK .

Lorsque K est une extension finie de Fq(t), on dit que K est un corps de
fonctions. L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Fq[t] est également
un anneau de Dedekind dont K est le corps des fractions. Cependant, il faut noter
une différence avec le cas des corps de nombres : cet anneau dépend du choix de
l’extension K/Fq(t). En effet, K peut être extension finie de Fq(t) de plusieurs
façons différentes, il suffit de choisir un élément transcendant (sur Fp) de K. Cet
anneau d’entiers dépend alors du choix de l’extension K/Fq(t). La théorie des
places va nous permettre de nous affranchir de ce choix dans l’étude des propriétés
arithmétiques de K.

Dans tous les cas, les corps globaux ont la propriété commune d’être des corps
de fractions d’anneaux de Dedekind dont les corps résiduels des idéaux maximaux
sont finis.

33



34 CHAPITRE 2. CORPS GLOBAUX ET CORPS LOCAUX

2.1 Valeurs absolues

2.1.1 Places d’un corps

Définition 2.1.1. Une valeur absolue d’un corps K est une application |·| : K →
R>0 telle que
— ∀x ∈ K, |x| = 0⇔ x = 0 ;
— ∀(x, y) ∈ K2, |xy| = |x||y| ;
— ∀(x, y) ∈ K2, |x+ y| 6 |x|+ |y|.

Une valeur absolue |·| est dite ultramétrique (ou encore non archimédienne) si elle
vérifie la propriété plus forte

∀(x, y) ∈ K2, |x+ y| 6 max(|x|, |y|).

Un corps valué (K, |·|) est la donnée d’un corps K et d’une valeur absolue |·|
sur K.

Exemple 2.1.2. a) La valeur absolue triviale est la valeur absolue définie par
|x| = 1⇔ x 6= 0.

b) Si K = Q, la valeur absolue usuelle est une valeur absolue :

|x| = max{x,−x}.

Cette valeur absolue n’est pas ultramétrique, on l’appelle aussi valeur absolue
archimédienne ou encore réelle.

c) Si p est un nombre premier et x ∈ Q, on pose

|x|p = p−vp(x)

où vp(x) est la valaution p-adique de x, avec la convention |0|p = 0. Il s’agit d’une
valeur absolue ultramétrique appelée valeur absolue p-adique.

d) Plus généralement soit A un anneau de Dedekind, p un idéal premier non
nul de A et K le corps des fractions de A. L’application x 7→ e−vp(x) est une valeur
absolue sur K (voir exercice 1.1.2).

Si K est un corps et |·| une valeur absolue sur K, la fonction (x, y) 7→ |x− y|
définit une distance sur K.

Lemme 2.1.3. Muni de la topologie définie par une valeur absolue, un corps K
est un corps topologique (voir section B.4). De plus la topologie est discrète si et
seulement si la norme est triviale.
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Démonstration. Pour prouver que K est un corps topologique, il suffit de prouver
que les applications deK×K dansK définies par (x, y) 7→ x−y et (x, y) 7→ xy sont
continues ainsi que l’application de K× dans K× définie par x 7→ x−1. Vérifions-le
pour la dernière application. Soit x0 ∈ K× et ε > 0. On a

|x−1 − x−1
0 | 6

1
|x||x0|

|x− x0|.

Si |x− x0| < min( |x0|
2 , ε|x0|2

2 ), on a |x−1x−1
0 | < ε.

Si la valeur absolue est triviale, la topologie est discrète car tous les singletons
de K sont des ouverts. Si la valeur absolue n’est pas triviale, il existe x ∈ K× tel
que |x| 6= 1. Quitte à remplacer x par son inverse, on peut supposer |x| < 1 et la
suite (xn)n>0 tend vers 0 alors que xn 6= 0 pour tout n > 0. Le singleton |0| n’est
donc pas ouvert et la topologie n’est pas discrète.

Définition 2.1.4. On dit que deux valeurs absolues sur K sont équivalentes si
elles définissent la même topologie sur K. On appelle place de K une classe d’équi-
valence de valeurs absolues non triviales sur K.

Lemme 2.1.5. Soient |·|1 et |·|2 deux valeurs absolues sur K. Elles sont équiva-
lentes si et seulement si il existe un nombre réel α > 0 tel que |·|2 = |·|α1 .

Démonstration. Commençons par remarquer que si |·| est une norme de K, les
ensembles {x ∈ K | |x| > 1} et {x ∈ K | |x| < 1} ne dépendent que de la
topologie définie par |·|. En effet |x| < 1 si et seulement si la suite (xn)n>0 tend
vers 0.

Supposons alors que les normes |·|1 et |·|2 définissent la même topologie sur K.
La remarque ci-dessus implique que, pour x, y ∈ K, on a |x|1 6 |y|1 si et seulement
si |x|2 6 |y|2. Il est clair que |·|1 est triviale si et seulement si |·|2 est triviale. On
peut donc supposer |·|1 et |·|2 non triviales et choisir x0 ∈ K tel que |x0|1 > 1.
Ainsi |x0|2 > 1. Il existe donc α > 0 tel que |x0|2 = |x0|α1 . Soit x ∈ K tel que
|x|1 > 1. On peut alors écrire |x|1 = |x0|a1 et |x|2 = |x0|b2 pour a, b > 0. Soit p

q
∈ Q

tel que p
q
6 a. On a alors

|x0|
p
q

1 6 |x0|a1 = |x|1

de sorte que |xp0|1 6 |xq|1 et donc |xp0|2 6 |xq|2. On en déduit |x|
p
q

2 6 |x|2 = |x0|b2.
Ceci étant vrai pour tout p

q
6 a, on en déduit que a 6 b. En inversant les rôles de

|·|1 et |·|2, on montre de même que b 6 a et donc que a = b. Ainsi |x|2 = |x|a1 pour
tout x tel que |x|1 > 1. Les propriétés des valeurs absolues impliquent facilement
que cette égalité est vérifiée pour tout x ∈ K.
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2.1.2 Valeurs absolues ultramétriques

Proposition 2.1.6. Une valeur absolue non triviale |·| est ultramétrique si et
seulement si |n| 6 1 pour tout n ∈ Z. En particulier, si K est de caractéristique
non nulle, toute valeur absolue de K est ultramétrique.

Démonstration. Supposons |·| ultramétrique. Alors |n| = |1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

| 6 |1| = 1.

Réciproquement supposons que |n| 6 1 pour tout n ∈ Z. Soient x, y ∈ K tels
que |x|, |y| 6 1. La formule du binôme implique que, pour n > 0

|(x+ y)n| 6
n∑
i=0

∣∣∣∣∣
(
n

i

)∣∣∣∣∣|x|i|y|n−i 6 n+ 1.

Ainsi |x+y| 6 (n+1) 1
n . En faisant tendre n vers +∞, on en déduit que |x+y| 6 1.

Supposons à présent que x et y sont deux éléments quelconques de K. On va
vérifier que |x + y| 6 max{|x|, |y|}. Si x = y = 0 c’est évident. Supposons donc
|x| 6 |y| 6= 0. Alors

|x+ y| = |y||1 + xy−1| 6 |y|.

Si la caractéristique de K est un nombre premier p, alors Z1K = Fp ⊂ K. On
en déduit que si x ∈ Z1K est non nul, alors xp−1 = 1 et donc |x| = 1. Ainsi |·| est
ultramétrique.

Définition 2.1.7. On dit qu’une valeur absolue ultramétrique de K est discrète
si l’image de K× est un sous-groupe discret de R>0.

Comme les sous-groupes discrets de R>0 sont de la forme aZ pour un certain
a ∈ R tel que 0 < a 6 1, on en déduit que si |·| est discrète et non triviale, alors
|K×| est un groupe isomorphe à Z.

Voici quelques propriétés des valeurs absolues ultramétriques.

Proposition 2.1.8. 1) Pour x, y ∈ K, tels que |x| > |y|, on a |x+ y| = |x|.
2) Une boule ouverte B(x, r) = {y ∈ K | |y − x| < r} est à la fois ouverte et

fermée dans K.
3) Une boule fermée B(x, r) = {y ∈ K | |y− x| 6 r} de rayon non nul est à la

fois ouverte et fermée dans K.
4) Les sphères de K de rayon non nul sont à la fois ouvertes et fermées dans

K.
5) Deux boules fermées (resp. ouvertes) de K sont disjointes ou incluses l’une

dans l’autre.
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Démonstration. Démontrons la propriété 2). Il est clair qu’une boule ouverte est
ouverte, montrons qu’elle est fermée. Il suffit de prouver que son complémentaire
est ouvert. Si |y − x| > r, alors si |z| < r, on a |y + z − x| = |y − x| > r, de sorte
que B(y, r) ⊂ K rB(x, r).

Démontrons la propriété 5). Soient B(x, r) et B(x′, r′) deux boules fermées
et supposons r 6 r′. Supposons de plus que B(x, r) ∩ B(x′, r′) 6= ∅ et soit y ∈
B(x, r) ∩B(x′, r′). Si z ∈ B(x, r), on a

|z − x′| 6 max{|z − y|, |y − x|} 6 r′

de sorte que z ∈ B(x′, r′) et B(x, r) ⊂ B(x′, r′).
Les autres points sont laissés en exercice.

Si |·| est une valeur absolue ultramétrique sur K, on note

O = {x ∈ K | |x| 6 1} et p = {x ∈ K | |x| < 1}.

Les propriétés d’une valeur absolue ultramétrique montrent que O est un sous-
anneau de K appelé anneau de valuation associé à |·| et que p est un idéal de
O.

Proposition 2.1.9. Soit |·| une valeur absolue ultramétrique sur K.
(i) L’anneau O est local et l’idéal p est l’unique idéal maximal de O.
(ii) L’idéal p est principal si et seulement si la valuation |·| est discrète. Dans

ce cas, l’anneau O est principal.
(iii) L’anneau O est un anneau de valuation discrète si et seulement si |·| est

discrète et non triviale.

Démonstration. Remarquons qu’un élément x ∈ O est inversible dans O si et
seulement si |x| = 1. Ainsi O× = Orp. Ceci implique que tout idéal non trivial de
O est inclus dans p. Comme de plus, p ( O, l’idéal p est le plus grand élément de
l’ensemble des idéaux non triviaux de O, il s’agit donc de l’unique idéal maximal
de O, ce qui prouve (i).

Notons Γ le sous-groupe |K×| de R>0 et prouvons (ii). Si |·| est triviale, alors
O = K et Γ = {1}, (ii) est trivialement vérifié. On peut donc supposer |·| non
triviale.

Supposons que l’idéal p est principal et soit π un générateur de p. Alors Γ ∩
]|π|, |π|−1[ = {1}. Le sous-groupe Γ est donc discret dans R>0.

Réciproquement supposons Γ discret et non réduit à {1}. Il existe donc a ∈ ]0, 1[
tel que |K×| = aZ. Posons v(x) = log|x|

log a si x 6= 0 et v(0) = +∞. L’application v est
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alors une valuation discrète normalisée de K. Les points (ii) et (iii) se déduisent
alors de la proposition 1.1.2.

Si (K, |·|) est un corps valué ultramétrique, le corps O/p est appelé corps rési-
duel de (K, |·|).

Si v est une valuation discrète d’un corps K, alors x 7→ e−v(x) est une valeur
absolue discrète de K. On déduit facilement le résultat suivant du lemme 2.1.5 :

Proposition 2.1.10. La construction v 7→ e−v(−) induit une bijection entre l’en-
semble des valuations discrètes normalisées sur K et l’ensemble des places ultra-
métriques discrètes non triviales de K.

2.1.3 Valeurs absolues de certains corps globaux

Soit Fq un corps fini de cardinal q. Soit P ∈ Fq[T ] un polynôme irréductible.
L’anneau Fq[T ] est un anneau factoriel, on peut donc définir la valuation P -adique
d’un élément de Fq(T ) et définir |·|P = q−vP (·) deg(P ). Il s’agit d’une valeur absolue
ultramétrique sur Fq(T ). On peut également définir, pour R, S ∈ Fq[T ], avec S 6= 0,∣∣∣∣RS

∣∣∣∣
∞

:= qdeg(R)−deg(S).

Il s’agit d’une valeur absolue ultramétrique correspondant au choix P = T−1 sur
Fq(T−1) = Fq(T ). On peut donc également la noter |·|T−1 .

Théorème 2.1.11. Les places de Fq(T ) sont associées aux valeurs absolues de la
forme |·|P ou |·|∞. De plus ces places sont deux à deux distinctes.

Démonstration. Soit |·| une valeur absolue non triviale sur K = Fq(T ). Supposons
dans un premier temps que |Fq[T ]| 6 1. Comme |·| est non triviale, l’ensembles
{Q ∈ Fq[T ] | |Q| < 1} est un idéal premier non nul de Fq[T ]. Il est donc engendré
par un polynôme irréductible P . Ainsi pour Q ∈ Fq[T ] r PFq[T ], on a|Q| = 1. Si
R ∈ Fq(T ), on écrit R = P vP (R)Q1

Q2
avec Q1, Q2 ∈ Fq[T ] r PFq[T ]. On en déduit

que |R| = |P |vP (R) et donc que |·| est équivalente à |·|P .
Supposons à présent qu’il existe Q ∈ Fq[T ] tel que |Q| > 1. Comme |a| = 1 pour

a ∈ F×q et que |·| est ultramétrique d’après la proposition 2.1.6, on a nécessairement
|T | > 1. On en déduit que |Fq[T−1]| 6 1 et que |T−1| < 1. Le raisonnement
précedent mené avec Fq[T−1] montre alors que |·| est équivalente à |·|T−1 .

Les valeurs absolues |·|P et |·|T−1 sont non équivalentes deux-à-deux. En effet,
le raisonnement ci-dessus montre que |P | < 1 implique |·| ∼ |·|P et |T−1| < 1
implique |·| ∼ |·|T−1 .
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Théorème 2.1.12. Les places de Q sont celles qui sont associées aux valeurs
absolues |·|∞ et |·|p pour p premier. De plus ces places sont deux à deux distinctes.

Démonstration. Soit |·| une valeur absolue ultramétrique non triviale. Soit O son
anneau de valuation et p son idéal maximal. L’idéal p∩Z est alors un idéal premier
de Z. Si p ∩ Z = (0), alors |x| = 1 pour tout x ∈ Z r {0} et donc |Q×| = {1}, ce
qui contredit le fait que |·| est non triviale. Il existe donc un nombre premier p tel
que p∩Z = (p). On en déduit que si m ∈ Z est premier à p, alors |m| = 1 et donc
que |pα r

s
| = |p|α pour tout α ∈ Z, r, s ∈ Z premiers à p. On en conclut que |·| est

équivalente à |·|p.
Supposons à présent |·| non ultramétrique et posons f(x) = sup{0, log|x|} pour

x ∈ Z. Il existe donc m ∈ Z tel que f(m) > 0. Pour tous (m,n) ∈ Z et k ∈ N, on
a

f(mk) = kf(m), f(mn) 6 f(m)+f(n), f(m+n) 6 log(2)+sup{f(m), f(n)}.

Soient a et b deux entiers tels que a, b > 1. On peut écrire le développement
a-adique de b qui donne

b = x0 + x1a+ · · ·+ xna
n

avec 0 6 xi 6 a − 1 et xn 6= 0. Posons c = sup{f(i) | 0 6 i < a}. On a donc
f(xiai) 6 c+ if(a) pour tout i et donc

f(b) 6 n log(2) + nf(a) + c.

Comme an 6 b, on a n log(a) 6 log(b) et donc

f(b)
log(b) 6

log(2) + f(a)
log(a) + c

log(b) .

Quitte à remplacer b par bk et à faire tendre k vers +∞, on obtient

f(b)
log(b) 6

log(2) + f(a)
log(a) .

En faisant de même avec a, on obtient

f(b)
log(b) 6

f(a)
log(a) .

Quitte à échanger les rôles de a et b, on voit que a 7→ f(a)
log(a) est constante sur Z>2,

elle est donc égale à un réel α > 0, ce qui prouve le résultat.
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2.2 Corps complets, corps locaux

2.2.1 Corps complets

Soit (K, |·|) un corps valué. On dit que K est complet s’il est complet pour la
distance induite par |·|.

Si (K, |·|) est un corps valué, on note K̂ le complété de K pour la topologie
induite par |·|. Pour tout x, y ∈ K, on a ||x|−|y|| 6 |x−y| de sorte que l’application
|·| : K → R est uniformément continue et se prolonge donc en une application
continue |·|

K̂
: K̂ → R.

Lemme 2.2.1. L’ensemble K̂ est muni d’une unique structure de corps topologique
induisant sur K la structure de corps topologique issue de |·|.

Démonstration. Le fait que K̂ est muni d’une unique structure d’anneau topolo-
gique compatible à celle de K, je renvoie à la Proposition 7 [Bourbaki, Topologie
Générale, §III.6]. Il reste à vérifier que K̂ est un corps. Pour cela, il faut vérifier
que si (xn)n>0 est une suite de Cauchy de K ne tendant pas vers 0, alors la suite
(x−1

n )n>0 est de Cauchy. On le vérifie en utilisant l’égalité

∀x, y ∈ K, |x−1 − y−1| = |x−1||y−1||x− y|.

Lemme 2.2.2. L’application |·|
K̂

est une valeur absolue sur K̂.

Démonstration. La plupart des propriétés des valeurs absolues se vérifient facile-
ment par passage à la limite. Il reste essentiellement à vérifier que si |x|

K̂
= 0,

alors x = 0. Supposons en effet que |x|
K̂

= 0, il existe alors une suite (xn)n>0 de
K convergeant vers x et telle que |xn| converge vers 0. Ceci implique que (xn)n>0
converge vers 0 dans K, et donc que x = 0.

La valeur absolue |·|
K̂

est donc l’unique prolongement continue de |·| à K, on
la note |·| par abus de langage.

Le complété d’un corps valué possède une propriété universelle.

Proposition 2.2.3. Soit (K, |·|) un corps valué, L un corps valué complet et f :
K → L un morphisme de corps topologiques, il existe alors un unique morphisme
de corps topologiques f̂ : K̂ → L dont la restriction à K est égale à f .

Démonstration. Un morphisme de corps topologiques est uniformément continu,
l’existence de f̂ est donc une propriété universelle de la complétion d’un espace
métrique. On vérifie facilement que f̂ est bien un morphisme de corps.
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Corollaire 2.2.4. Si (K, |·|) est un corps valué et (L, |·|′) un corps valué contenant
K tel que la restriction de |·|′ à K est équivalente à |·| et tel que K est dense dans
L, alors (L, |·|′) est isomorphe au complété de K.

Exemple 2.2.5. 1. Le complété de Q pour la norme |·|∞ est isomorphe à R.
2. Soit k un corps et K = k(T ). Soit v la valuation T -adique sur k(T ). Le

complété de K pour la valuation v est isomorphe au corps k((T )) des séries de
Laurent, c’est-à-dire

k((T )) =


+∞∑
n=−N

anT
n | N ∈ N, an ∈ k

.
Définition 2.2.6. Soit p un nombre premier. Le complété de Q pour la norme |·|p
est appelé corps des nombres p-adiques et est noté Qp. On note Zp l’anneau des
entiers de Qp, ses éléments sont appelés entiers p-adiques.

2.2.2 Corps complets ultramétriques

Lemme 2.2.7. Soit K un corps complet ultramétrique. Soit (xn)n>0 une suite
d’éléments de K. Alors
— la suite (xn)n>0 converge dans K si et seulement si la suite (xn+1 − xn)n>0

tend vers 0 ;
— la série ∑n>0 xn converge dans K si et seulement si la suite (xn)n>0 tend

vers 0.

Démonstration. Les deux assertions sont visiblement équivalentes. Prouvons la
première. Il suffit de prouver que si la suite (xn+1 − xn)n>0 tend vers 0, alors la
suite (xn)n>0 est de Cauchy. Soit ε > 0 et soit N ∈ N tel que n > N implique
|xn+1 − xn| < ε. Alors, pour tout k > 1,

|xn+k − xn| 6 max(|xn+1 − xn|, . . . , |xn+k − xn+k−1|) < ε.

Ainsi la suite (xn)n>0 est de Cauchy.

Soit K un corps complet pour une valeur absolue ultramétrique. On note OK
son anneau d’entiers, pK l’idéal maximal de OK et k le corps résiduel OK/pK .

Proposition 2.2.8. Soit (K, |·|) un corps valué complet ultramétrique.
(i) On a |K×| = |K̂×|.
(ii) L’ensemble O

K̂
est l’adhérence de OK dans K̂.
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(iii) L’application naturelle

OK/pK → OK̂/pK̂
est un isomorphisme.

Démonstration. Démontrons (i). Soit r = |a| ∈ |K̂×| et soit b ∈ K tel que |a−b| <
|a|. On a alors |b| = |a| = r de sorte que r ∈ |K×|.

Pour (ii), on remarque que l’idéal maximal p
K̂

est ouvert dans O
K̂
, on a donc

O
K̂

= OK + p
K̂
.

Le point (iii) se déduit donc de (ii) et de l’égalité

p
K̂
∩ OK = {x ∈ K | |x| < 1} = pK .

Supposons désormais que (K, |·|) est un corps valué complet ultramétrique et
que |·| est discrète. Il existe un nombre réel ε < 1 tel que |K×| = εZ. On appelle
uniformisante de K un élément π ∈ OK tel que |π| = ε. De façon équivalente, π
est un élément de K tel que pK = (π).

Proposition 2.2.9. Soit Σ un ensemble de représentants de k dans OK. Alors
tout élément de OK s’écrit de façon unique sous la forme d’une série convergente

x0 + x1π + · · ·+ xnπ
n + · · ·

où les xi sont des éléments de Σ.

Démonstration. Remarquons qu’une telle série converge dans K puisque |xiπi| 6
|π|i →n→+∞ 0.

Prouvons tout d’abord l’existence d’un tel développement. Soit x0 ∈ Σ tel
que x et x0 ont la même classe dans k. Alors x − x0 ∈ p = (π), il existe donc
y ∈ OK tel que x = x0 + yπ. En remplaçant x par y, il existe x1 ∈ Σ tel que
x − (x0 + x1y) ∈ (π2). Par récurrence, on obtient l’existence d’une suite (xn)n>0
telle que

x− (x0 + x1π + · · ·+ xnπ
n) ∈ (πn+1)

pour tout n > 0, de sorte que la série ∑n>0 xnπ
n converge vers x.

Prouvons l’unicité. Supposons que l’on puisse écrire x = ∑
n>0 xnπ

n = ∑
n>0 x

′
nπ

n

avec xn, x′n ∈ Σ et soit m le plus petit entier tel que xm 6= x′m. Alors

xmπ
m − x′mπm ∈ (πm+1)

de sorte que xm−x′m ∈ (π). Ceci contredit xm 6= x′m et le fait que Σ est un système
de représentants de k dans OK .
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Corollaire 2.2.10. Soit Σ un ensemble de représentants de k dans OK. Tout
élément de K s’écrit de façon unique sous la forme d’une série convergente∑

n>−N
xnπ

n

où les xn sont des éléments de Σ et N ∈ N.

Démonstration. CommeOK est un anneau de valuation discrète, on aK = OK [π−1]
et on utilise la proposition 2.2.9.

Exemple 2.2.11. L’anneau Zp est l’adhérence de l’anneau Z(p) = {a
b
| a ∈ Z, b ∈

Z r pZ} qui est aussi le localisé de Z relativement à l’idéal premier (p). D’après
la proposition 2.2.8, la valuation de Qp est discrète et le corps résiduel de Qp

est isomorphe au corps Z(p)/pZ(p) ' Fp. On peut donc choisir comme système
de représentants de Fp l’ensemble Σ = {0, 1, . . . , p − 1}. Par ailleurs p est une
uniformisante de Qp. On en conclut que tout entier p-adique s’écrit de façon unique
sous forme d’une série convergente ∑

n>0
anp

n

où an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

2.2.3 Corps locaux

Un corps valué est dit local s’il est localement compact en tant qu’espace topo-
logique et si sa valeur absolue est non triviale. Un corps local est donc en particulier
complet (voir proposition B.3.2).

Lemme 2.2.12. Soit (K, |·|) un corps valué de valuation non triviale. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le corps K est un corps local.
(ii) Il existe r > 0 tel que la boule fermée B(0, r) est compacte.
(iii) La boule unité fermée B(0, 1) est compacte.
(iv) Toutes les boules fermées de K sont compactes.

De plus lors que K est ultramétriques, ces conditions sont encore équivalentes à ce
que OK est compact.

Démonstration. Il est clair que (i) implique (ii). Montrons que (ii) implique (iii).
Soit r > 0 tel que B(0, r) est compacte. Comme |·| est non discrète, il existe a ∈ K×
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tel que |a| > 1/r. Comme l’application x 7→ ax est continue, l’ensemble aB(0, r)
est compact. De plus il contient B(0, 1). Ainsi B(0, 1) est un fermé d’un compact
et est donc compact. Montrons que (iii) implique (iv). On démontre comme précé-
demment que la compacité de B(0, 1) implique la compacité de B(0, r) pour tout
r > 0. Comme l’application x 7→ x+y est continue pour tout y ∈ K, on en conclut
que B(y, r) est compact pour tout y ∈ K et tout r > 0. Le cas r = 0 est immédiat
car les ensembles finis sont compacts. Enfin il est clair que (iv) implique (i) car
les boules fermées de centre x forment un système de voisinages de x pour tout
x ∈ K.

La dernière assertion provient du fait que B(0, 1) = OK lorsque |·| est ultra-
métrique.

Proposition 2.2.13. Soit K un corps valué complet ultramétrique. Alors K est
local si et seulement si sa valuation est discrète et son corps résiduel est fini.

Démonstration. Supposons queK est local. Prouvons que sa valuation est discrète.
On peut écrire

OK = B(0, 1) = S(0, 1)
∐

0<r<1
B(0, r).

Comme OK est compact d’après le lemme 2.2.12 et que la sphère S(0, 1) ainsi que
les boules fermées B(0, r) sont ouvertes, cette union est en réalité finie et il existe
0 < r < 1 tel que

O = S(0, 1)
∐
B(0, r).

Ainsi |K×| ∩ ]r, 1[ = ∅ et |K×| est un sous-groupe discret de R×+.
Montrons que le corps résiduel de K est fini. Comme OK est une boule fermée

de K, c’est une partie compacte. De plus l’idéal maximal pK = B(0, 1) est une
partie ouverte de K. Soit Σ un système de représentants de k = OK/pK dans OK .
On a alors

OK =
∐
x∈Σ

(x+ pK)

où chaque x+ pK est une partie ouverte de K. On déduit de la compacité de OK
que Σ, et donc k, est fini.

Réciproquement supposons que la valuation est discrète et que k est un corps
fini et fixons Σ un ensemble de représentants de k dans O, ainsi qu’une uniformi-
sante π. Montrons que OK est précompact. Soit 0 < r < 1 et soit n ∈ N tel que
|πn| < r. Si x ∈ OK , on peut écrire

x ∈ x0 + x1π + · · ·+ xn−1π
n−1 + (πn) = B(x0 + x1π + · · ·+ xn−1π

n−1, |π|n)

d’après la proposition 2.2.9. On en déduit que OK possède un recouvrement fini
par des boules ouvertes de rayon r. Ainsi OK est précompact. Comme de plus OK
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est une partie fermée de l’espace métrique K, on en déduit que OK est compact.
On conclut en utilisant le lemme 2.2.12.

Exemple 2.2.14. On déduit de l’exemple 2.2.11 et de la proposition 2.2.13 que
Qp est un corps local et que Zp est un espace compact.

2.2.4 Le Lemme de Hensel

Théorème 2.2.15. Soit K un corps complet ultramétrique. Soit f ∈ OK [X] et
soit x ∈ OK tel que

∣∣∣ f(x)
f ′(x)2

∣∣∣ < 1. Alors il existe un unique y ∈ OK telle que f(y) = 0
et |y − x| 6

∣∣∣ f(x)
f ′(x)

∣∣∣.
Démonstration. Soit α0 ∈ OK tel que

∣∣∣ f(α0)
f ′(α0)2

∣∣∣ < 1. Posons

α1 := α0 −
f(α0)
f ′(α0) .

On a | f(α0)
f ′(α0) | < |f

′(α0)| 6 1 de sorte que α1 ∈ OK . Posons

ε0 := |α1 − α0| =
∣∣∣∣∣ f(α0)
f ′(α0)

∣∣∣∣∣, η0 := |f ′(α0)|.

Lemme 2.2.16. On a |f(α1)| 6 ε2
0 et |f ′(α1)| = η0.

Démonstration. Comme f(α0 +X) ∈ OK [X], on a, en posant h := − f(α0)
f ′(α0) ,

f(α1) = f(α0) + hf ′(α0) + h2R

où R ∈ OK . On en déduit
|f(α1)| 6 |h|2 = ε2

0.

De même
f ′(α1) ∈ f ′(α0) + hOK

de sorte que |f ′(α1)− f ′(α0)| 6 |h| = ε0. Comme ε0 < η0 = |f ′(α0)|, on a bien

|f ′(α1)| = |f ′(α0)| = η0.

On en déduit en particulier que∣∣∣∣∣ f(α1)
f ′(α1)

∣∣∣∣∣ 6 ε2
0
η0
< η0 = |f ′(α1)|
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de sorte que
∣∣∣ f(α1)
f ′(α1)2

∣∣∣ < 1. Ceci nous permet de définir par récurrence une suite
d’éléments de OK en posant αn+1 := αn − f(αn)

f ′(αn) pour tout n > 0. En posant
εn := |αn+1 − αn|, on a

∀n ∈ N, |f(αn+1)| 6 ε2
n, |f ′(αn)| = η0, εn < η0.

Ainsi εn+1 6
ε2
n

η0
< εn et, par récurrence on obtient

∀n ∈ N, εn 6
ε2n

0
η2n−1

0
= η0

(
ε0

η0

)2n

.

Comme ε0 < η0, on en déduit que εn → 0 et donc que la suite (αn)n>0 converge
vers un élément α ∈ OK tel que f(α) = 0 et |α − α0| 6 ε0 = | f(α0)

f ′(α0) |. En posant
α0 = x, on peut choisir y = α.

Démontrons l’unicité de y. Supposons que y1 et y2 vérifient les conditions re-
quises. On a alors, pour i ∈ {1, 2}, f ′(yi) = f ′(x) + (yi − x)Ri avec Ri ∈ OK . On
en déduit que

|f ′(yi)− f ′(x)| 6 |yi − x| 6 | f(x)
f ′(x) | < |f

′(x)|.

Ainsi |f ′(yi)| = |f ′(x)|. On déduit que

0 = f(y2) = f(y1) + (y2 − y1)f ′(y1) + (y2 − y1)2S

pour un S ∈ OK . Supposons par l’absurde y2 − y1 6= 0. On en déduit f ′(y1) ∈
(y2 − y1)OK et donc

|f ′(x)| = |f ′(y1)| 6 |y2 − y1| 6 max{|y1 − x|, |y2 − x|} 6
∣∣∣∣∣ f(x)
f ′(x)

∣∣∣∣∣
ce qui contredit l’hypothèse | f(x)

f ′(x)2 | < 1. Ainsi y2 = y1.

Corollaire 2.2.17. Soit K un corps valué complet. Soit f ∈ OK [X] de réduction
f ∈ k[X] et soit x ∈ k une racine de f telle que f ′(x) 6= 0. Il existe x ∈ OK
relevant x et tel que f(x) = 0.

Démonstration. On applique le théorème 2.2.15 à x0 ∈ OK relevant x. On a alors
|f ′(x0)| = 1 et |f(x0)| < 1. On peut donc trouver x ∈ OK tel que |x − x0| 6
|f(x0)| < 1 et f(x) = 0. On a de plus 0 = f(x0) + (x−x0)f ′(x0) + (x−x0)2R pour
un certain R ∈ OK . On en déduit de cette égalité et de |f ′(x0)| que |(x−x0)f ′(x0)+
(x − x0)2R| = |(x − x0)f ′(x0)| = |x − x0|. Ainsi |x − x0| = |f(x0)| = | f(x0)

f ′(x0) | et
l’unicité de x se déduit de l’unicité dans le théorème 2.2.15.
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Exemple 2.2.18. Soit K un corps local ultramétrique. Son corps résiduel est
un corps fini Fq de cardinal q. Soit ζ ∈ F×q . Il s’agit d’une racine du polynôme
f(X) = Xq−1 − 1. Comme f ′(ζ) 6= 0 dans Fq, on en déduit qu’il existe un unique
élément [ζ] ∈ OK tel que [ζ] ∈ µq−1(K) et [ζ] se réduit sur ζ dans Fq. L’unicité de
[ζ] implique la multiplicativité de l’application [·] : on a [ζζ ′] = [ζ][ζ ′] pour tout
ζ ∈ F×q . L’élément [ζ] est appelé relèvement de Teichmüller de ζ.

On en déduit en particulier que l’application de réduction O×K → F×q possède
une section donnée par [·]. Comme son noyau est le sous-groupe 1 + (π) où π
désigne une uniformisante de K. On en déduit un isomorphisme de groupes

O×K(1 + (π))× F×q ' (1 + (π))× µq−1(K).

Soit π une uniformisante de K. Si x ∈ K×, il existe un unique n tel que |x| = |π|n
et donc tel que x ∈ πnO×K . On en déduit les isomorphismes de groupes

K× ' O×K × Z ' (1 + (π))× F×q × Z.

Remarque 2.2.19. La structure du groupe 1 + (π) est plus compliquée. On peut
cependant remarquer qu’il possède une filtration par les sous-groupes 1 + (πi) qui
vérifie les propriétés suivantes

a) ⋂i>1(1 + (πi)) = {1} ;
b) pour tout i > 1, le quotient (1 + (πi))/(1 + (πi+1)) est un p-groupe où p

est la caractéristique du corps résiduel de K. En effet, on vérifie que l’application
1 + πiu 7→ u induit un isomorphisme de groupes

Fq
∼−→ (1 + (πi))/(1 + (πi+1)).

2.2.5 Extensions de corps complets

Soit (K, |·|) un corps valué. Un K-espace vectoriel normé est la donnée d’un
couple (V, ‖·‖) où V est un K-espace vectoriel et ‖·‖ : V → R>0 est une application
vérifiant
— ∀v ∈ V , on a ‖v‖ = 0 si et seulement si v = 0 ;
— ∀(λ, v) ∈ K × V , on a ‖λv‖ = |λ|‖v‖ ;
— ∀(v, w) ∈ V 2, on a ‖v + w‖ 6 ‖v‖+ ‖w‖.

Remarque 2.2.20. Lorsque la valeur absolue |·| est ultramétrique, on impose
souvent la condition plus forte

∀(v, w) ∈ V 2, ‖v + w‖ 6 sup{‖v‖, ‖w‖}.

On dit alors que la norme est ultramétrique.
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Exemple 2.2.21. Si n ∈ N, on peut munir l’espace vectoriel Kn, de la norme

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = sup{|xi|, i = 1, . . . , n}.

Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, on dit que deux normes ‖·‖1
et ‖·‖2 sont équivalentes s’il existe des nombres réels 0 < C < C ′ tels que

C‖·‖2 6 ‖·‖1 6 C ′‖·‖2.

Proposition 2.2.22. Soit K un corps complet et soit (V, ‖·‖) un K-espace vecto-
riel normé de dimension finie d. Alors pour tout isomorphisme K-linéaire f de Kd

sur V , il existe des réels 0 < C1 6 C2 tels que C1‖x‖∞ 6 ‖f(x)‖ 6 C2‖x‖∞ pour
tout x ∈ Kd. En particulier V est un espace métrique complet. Sur un K-espace
vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. Les deux dernières assertions sont des conséquences immédiates de
la première. Nous allons prouver la première assertion par récurrence sur d. Comme
tous les automorphismes K-linéaires de Kd sont continus, il suffit de prouver qu’il
existe un isomorphisme de Kd sur V qui est un homéomorphisme.

Si d = 1 c’est évident. En effet on choisit un élément non nul v ∈ V . On a alors
V = Kv et on peut choisir C1 = C2 = ‖f(1)‖. Supposons le résultat démontré pour
d et soit V un K-espace vectoriel normé de dimension d + 1. Soit (e1, . . . , ed+1)
la base canonique de Kd+1. Posons v = f(ed+1) et H le supplémentaire de Kv
dans V engendré par les vecteurs f(ei) pour 1 6 i 6 d. Par récurrence, (H, ‖·‖|H)
est un espace vectoriel normé de dimension d et est donc complet. C’est donc
un sous-espace vectoriel fermé de V . Montrons que la projection µ de V sur Kv
parallèlement à H est continue. En effet si (wn)n>0 est une suite de V convergeant
vers 0, on écrit wn = λnv + hn avec λn ∈ K et hn ∈ H pour tout n > 0 et il faut
vérifier que la suite (λn) converge vers 0. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite
extraite (λϕ(n)) de (λn) qui est bornée inférieurement par α > 0. On en déduit que
v est la limite de la suite (λ−1

n hn)n>0, à valeurs dans H et donc que v ∈ H = H, ce
qui est faux. Il existe donc D > 0 tel que |µ(v)| 6 D‖v‖ pour tout v ∈ V . Soient
0 < C ′1 6 C ′2 obtenus par récurrence tels que C ′1‖x‖∞ 6 ‖f(x)‖ 6 C ′2‖x‖∞ pour
tout x ∈ Kd ⊂ Kd+1. On a alors, pour tout x ∈ Kd+1,

inf
{

C ′1
1 +D‖f(ed+1)‖ , D

−1
}
‖x‖∞ 6 ‖f(x)‖ 6 (C ′2 + ‖v‖)‖x‖∞.

Théorème 2.2.23. Soit (K, |·|K) un corps valué complet ultramétrique et soit L
une extension finie de K. Il existe alors une unique norme sur L dont la restriction
à K coïncide avec |·|K. De plus L est complet pour cette norme.
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Démonstration. L’unicité est une conséquence de la proposition 2.2.22.
Soit (e1, . . . , ed) une base de L sur K et soit |·|1 la norme sup de L sur K

correspondant à ce choix de base, c’est-à-dire∣∣∣∣∣
d∑
i=1

xiei

∣∣∣∣∣
1

= sup
i=1...d

|xi|.

Il s’agit d’une norme ultramétrique de K-espace vectoriel sur L. Si de plus on pose
C = sup16i,j6d|eiej|, on a |xy|1 6 C|x|1|y|1 pour tout x et y dans L.

Posons alors, pour x ∈ L, |x|2 := inf{|xn|
1
n
1 | n > 1}. On vérifie cette fois que

|·|2 est une norme de K-espace vectoriel prolongeant |·|K , sous-multiplicative et
vérifiant de plus |xn|2 = |x|n2 pour tout x ∈ L et n > 1.

Montrons dans un premier temps que |x|2 = lim infn→+∞|xn|
1
n
1 . Soit x ∈ L et

soit ε > 0. Si m > 1 est tel que |xm|
1
m
1 6 |x|2 + ε. Alors si n > 1, on effectue la

division euclidienne de n par m. On obtient n = qm+r avec 0 6 r 6 m−1 et donc
|xn|1 6 Cq|xm|q1|xr|1 de sorte que |xn|

1
n
1 6 C

q
n (|x|2 + ε)mqn |xr| 1n . On peut choisir m

suffisamment grand pour que |x|
1
m
1 6 |x|2 + ε et C q

n 6 C
1
m 6 1 + ε. Il existe alors

n0 > m tel que |xr|
1
n0
1 6 (1 + ε) pour tout r 6 m− 1. On a alors, pour n > n0,

|xn|
1
n
1 6 (1 + ε)2(|x|2 + ε)1− r

n .

On en déduit que la suite (|xn|
1
n
1 )n>1 converge vers |x|2. On en déduit immédiate-

ment que |xn|2 = |x|n2 pour tout n > 1. Prouvons que |·|2 est sous-multiplicative.
Si x, y ∈ L, on a |(xy)n|

1
n
1 6 C

1
n |xn|

1
n
1 |yn|

1
n
1 pour tout n > 1, ce qui implique fa-

cilement |xy|2 6 |x|2|y|2. Montrons à présent que |x|2 6= 0 si x 6= 0. Il suffit de
remarquer que si x ∈ K, alors

|x|2 = lim
n→+∞

|xn|
1
n
1 = |x|K lim

n→+∞
|1|

1
n
1 = |x|K .

Ainsi, pour x ∈ L×, 1 = |1|2 6 |x|2|x−1|2 et donc |x|2 6= 0. Enfin vérifions que |·|2
est ultramétrique. Si x et y sont dans L, supposons |x|2 > |y|2 6= 0. On a alors
|x + y|2 6 |y|2|1 + y−1x|1 et il suffit de prouver que |1 + x|2 6 1 pour |x|2 6 1.
Fixons donc x ∈ L tel que |x|2 6 1. Pour tout n > 1, on a

|(1 + x)n|
1
n
1 6 sup

06k6n
|xk|

1
k
1 .

Soient ε > 0 et N > 1 tels que |xn| 1n 6 1 + ε pour n > N . Si m > n > N , on a
donc

|xn|
1
m
1 = (|xn|

1
n
1 ) nm 6 (1 + ε)mn 6 1 + ε.
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En choisissant m assez grand pour que |xk|
1
m
1 6 1 + ε pour 0 6 k 6 n, on obtient

donc |(1 + x)m|
1
m
1 6 1 + ε. Ainsi |x|2 6 1.

Il reste donc à prouver que |·|2 est multiplicative. Pour cela, on démontre dans
un premier temps que |·|2 est l’unique norme de K-espace vectoriel sur L vérifiant
|xn|2 = |x|n2 pour tout x ∈ L et pour tout n > 1. En effet deux telles normes |·|2 et
|·|′2 doivent être équivalentes d’après la proposition 2.2.22. Il existe donc des réels
0 < C1 6 C2 tels que C1|x|2 6 |x|′2 6 C2|x|2 pour tout x ∈ L. En remplaçant x
par xn, on en déduit que C

1
n
1 |x|2 6 |x|′2 6 C

1
n
2 |x|2 et en faisant tendre n vers +∞,

on obtient |x|2 = |x|′2 pour tout x ∈ L.
Soit a ∈ L×. Comme la norme |·|2 est sous-multiplicative, pour tout x ∈ L,

la suite (|xan|2|a|−n2 ) est décroissante et bornée inférieurement par |x|2. On pose
donc, pour x ∈ L,

|x|a := lim
n→+∞

|xan|2|a|−n2 .

On vérifie facilement que |·|a est une norme ultramétrique de K-espace vectoriel
sur L. Vérifions par exemple que x 6= 0 implique |x|a 6= 0. On a |a|a = |a|2 6= 0 et,
pour x, y ∈ L,

|xy|a = lim
n→+∞

|xya2n|2|a|−2n
2 6 |x|a|y|a.

Ainsi {x ∈ L | |x|a = 0} est un idéal premier de L et donc est réduit à 0. De plus
on a, pour n > 1 et x ∈ L,

|xn|a = lim
m→+∞

|xnanm|2|a|−nm2 = lim
m→+∞

|xam|n2 |a|−nm2 = |x|na .

On en conclut que |·|a = |·|2. De plus, on a |ax|a = |a|2|x|a pour tout x ∈ L,
et ceci pour tout a ∈ L×, on en conclut que |·|2 est multiplicative et est donc le
prolongement cherché de |·|K à L.

Remarque 2.2.24. Le théorème 2.2.23 reste vrai sans supposer la norme de K
ultramétrique. On peut plus précisément démontrer que les seuls corps complets
pour une valeur absolue non ultramétrique sont R et C. Il s’agit d’une conséquence
du théorème de Gelfand-Mazur :

Théorème 2.2.25 (Gelfand-Mazur). Soit A une R-algèbre de Banach qui est un
corps. Alors A est de dimension finie sur R.

Pour une très jolie preuve ce théorème basée sur l’analyse complexe, voir
[Rud75, Thm. 18.7]. Une preuve plus élémentaire figure dans [Bou85, Ch. VI §6
Thm. 1].

Corollaire 2.2.26. Soit (K, |·|K) un corps valué complet et soit K une clôture
algébrique de K. Il existe alors une unique valeur absolue sur K prolongeant |·|K.
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Exemple 2.2.27. Soit Qp une clôture algébrique de Qp. Il existe donc une unique
valeur absolue |·|p sur Qp prolongeant |·|p. On note Cp le complété de Qp pour cette
valeur absolue. Il s’agit d’un corps complet ultramétrique dont la valeur absolue
est non discrète. En effet, on a |p 1

n |p = p−
1
n pour tout n > 1.

2.2.6 Le Lemme de Krasner

Théorème 2.2.28 (Lemme de Krasner). Soit K un corps valué complet ultramé-
trique et K une clôture algébrique de K. Soient α et β deux éléments de K tels
que α est séparable sur K(β) et tels que

|α− β| < min{|α− αi| | 2 6 i 6 d}

où α = α1, α2, . . . , αd sont les conjugués distincts de α sur K.

Démonstration. Soit L/K(β) l’extension engendrée par tous les conjugués de α.
Il s’agit d’une extension galoisienne puisque α est séparable sur K(β). On a donc
LGal(L/K(β)) = K(β). Il suffit donc de prouver que α est fixé par tous les éléments
de Gal(L/K(β)). Si σ ∈ Gal(L/K(β)), l’élément σ(α) est l’un des αi. On a donc

|σ(α)− α| = |σ(α)− β + β − α| = |σ(α)− σ(β) + β − α|
6 sup{|σ(α− β)|, |β − α|} = |β − α|

< min{|α− αi| | 2 6 i 6 dq}.

On en conclut que σ(α) = α et donc que α ∈ K(β).

Corollaire 2.2.29. Soit K un corps valué complet ultramétrique et soit P un
polynôme irréductible et séparable de degré d. Soit ‖·‖ une norme de K-espace
vectoriel sur l’espace Kd[X] des polynômes de degré inférieur à d. Il existe un réel
δ > 0 tel que si Q ∈ Kd[X] vérifie ‖P−Q‖ < δ, alors Q est irréductible et séparable
et les corps de ruptures de P et Q sont isomorphes.

Démonstration. On se ramène facilement au cas où P est un polynôme unitaire.
On peut alors écrire P = ∏r

i=1(X − αi) où les αi sont distincts. Posons ε :=
min{|α1−αj| | 1 < j 6 r}. Comme Kd[X] est un K-espace vectoriel de dimension
finie, les applications K-linéaires Kd[X] → K(α1) définies par Q 7→ Q(α1) et∑
i biX

i 7→ bd sont continues. Il existe donc δ > 0 tel que ‖P − Q‖ < δ implique
|Q(α1)| < εd et |bd − 1| < 1

2 , où bd désigne le coefficient dominant de Q. Pour un
tel polynôme Q, posons Q = bd

∏
i(X − βi). On a donc ∏i|α1 − βi| < εd. Il existe

donc 1 6 i 6 d tel que |βi − α1| < ε. Le Lemme de Krasner implique donc que
K(α1) ⊂ K(βi). Comme degQ = d, on a [K(βi) : K] 6 d = [K(α1) : K]. En
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particulier K(βi) = K(α1), ce qui implique que le polynôme Q est irréductible
et que les corps de ruptures de P et Q sont isomorphes. De plus, puisque P est
séparable, il en est de même de Q.

Exemple 2.2.30. Si p est un nombre premier, le corps Cp est algébriquement clos.
En effet soit P = ∑

i aiX
i ∈ Cp[X] un polynôme irréductible. Soit d = deg(P ).

D’après le corollaire 2.2.29, il existe δ > 0 tel que si |pi − qi| < δ pour 0 6 i 6 d,
le polynôme ∑i qiX

i est irréductible dans Cp[X]. Cependant Qp est dense dans
Cp, on peut donc choisir les qi dans Qp. Comme Qp[X] est algébriquement clos,
on a nécessairement d = 1. Tout polynôme irréductible de Cp[X] est de degré 1, le
corps Cp est donc algébriquement clos.

2.2.7 Classification des corps locaux

Théorème 2.2.31. Soit K un corps local. Alors K est isomorphe à l’un des corps
valués suivants :
— R ou C si K n’est pas ultrametrique ;
— une extension finie de Qp pour p un nombre premier si K est de caractéris-

tique 0 et ultrametrique ;
— k((T )) où k est un corps fini et K est de caractéristique non nulle.

Démonstration. Soit (K, |·|) un corps local. Supposons dans un premier temps que
K est de caractéristique nulle. Ainsi K contient Q (il existe un unique plongement
de Q dans K). La restriction de |·| à Q est non triviale. En effet dans le cas
contraire, on sait que |·| est ultramétrique d’après la proposition 2.1.6 et Q est
isomorphe à un sous-corps du corps résiduel de K, ce qui contredit la proposition
2.2.13. Ainsi la restriction de |·| à Q est une des valeurs absolues |·|∞, |·|p, p
premier d’après le théorème 2.1.12. L’adhérence Q̂ de Q dans K est localement
compact et non discret, donc un corps local. Alors K est un Q̂-espace vectoriel
localement compact et le théorème de Riesz Theorem (voir TD) implique que K
est un Q̂-espace vectoriel de dimension finie. Si la valeur absolue de K n’est pas
ultramétrique, sa restriction à Q ne l’est pas non (par exemple en utilisant la
proposition 2.1.6) et Q̂ ' R de sorte que K est isomorphe à R ou C. Si K est
ultramétrique, il en est de même de Q̂ et il existe donc un nombre premier p tel
que Q̂ ' Qp.

Supposons désormais que K est de caracteristique p pour p un nombre premier.
Alors K est ultramétrique et le corps résiduel k de K est un corps fini de cardinal
q, où q est une puissance de p. On considère le relevé de Teichmüller (exemple
2.2.18) [·] : k ↪→ K× que l’on étend à k en posant [0] = 0. On a alors [xy] = [x][y]
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pour tous x et y dans k. On a de plus [x+y] = [x]+[y]. En effet, il suffit de vérifier
que [x] + [y] = 0 quand x+ y = 0 et une racine q− 1-ième de 1 lorsque x+ y 6= 0.
Le premier cas est immédiat car x = −y implique [x] = [−y] = [−1][y] = −[y]. Le
second cas se déduit de la relation

([x] + [y])q = [x]q + [y]q = [xq] + [yq] = [x] + [y]

valable dans un corps de caractéristique p. On a donc un morphisme de corps
[·] : k ↪→ K. On choisit une uniformisante π de K et l’on étend ce morphisme en
un morphisme de corps k((T ))→ K défini par∑

n>−N
anT

n 7−→
∑

n>−N
[an]πn.

L’unicité du développement π-adique d’un élément de K (corollaire 2.2.10) montre
qu’il s’agit d’un isomorphisme de corps valués.
Définition 2.2.32. Soit K un corps local. La valeur absolue normalisée de K est
l’unique valeur absolue |·|K continue sur K et telle que
— si K est ultramétrique, |πK |K = (Card(k))−1, où πK est une uniformisante

de K et k son corps résiduel ;
— si K = R, |x|R = sup{x,−x} pour x ∈ R ;
— si K = C, |x|C = |xx|R pour x ∈ C.

Remarque 2.2.33. Lorsque K = C, la fonction |·|C n’est pas une valeur absolue
car elle ne vérifie pas l’inégalité triangulaire, cependant |·|

1
2
C est une valeur absolue.

Soit K un corps local et soit |·|K sa valeur absolue normalisée. Soit µ un mesure
de Haar le groupe topologique (K,+) dont l’existence est assurée par le théorème
B.5.2.
Exemple 2.2.34. — Si K = R, on peut choisir pour µ la mesure de Lebesgue

dx.
— Si K = C, on peut choisir pour µ le produit des mesures de Lebesgue selon

les coordonnées, c’est-à-dire la mesure dx dy où l’on décompose un élément
de C sous la forme x+ iy avec x, y ∈ R.

— Si K est ultramétrique et si πK est une unitormisante de K, on vérifie, en
utilisant l’invariance de µ par translation, que pour tout n ∈ Z et tout a ∈ K,
on a µ(a+ πnKOK) = Card(k)−nµ(OK).

Soit a ∈ K×. On déduit des descriptions explicites de l’exemple 2.2.34 que la
mesure A 7→ µ(aA) est une mesure de Haar pour (K,+) et que µ(aA) = |a|Kµ(A)
pour toute partie mesurable de K. En particulier la mesure |·|−1

K µ est une mesure
de Haar pour le groupe localement compact (K×,×).
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Remarque 2.2.35. Soit L/K une extension finie de corps locaux. Si |·|K et |·|L
sont les mesures de Haar normalisées de K et L, alors on a |·|L = |·|KNL/K(−).

2.3 Ramification dans les corps complets

2.3.1 Extensions

Soit (K, |·|K) un corps complet ultramétrique pour une valuation discrète non
triviale. On note OK son anneau de valuation. C’est un anneau de valuation dis-
crète d’après la proposition 1.1.2. C’est donc en particulier un anneau de Dedekind.
Soit L/K une extension finie de K. D’après le théorème 2.2.23, il existe une unique
valeur absolue |·|L sur L qui étend |·|K . De plus (L, |·|L) est complet.

Proposition 2.3.1. La clôture intégrale de OK dans L coïncide avec l’anneau de
valuation OL de L. De plus OL est un OK-module libre de rang [L : K].

Démonstration. Soit B la clôture intégrale de OK dans L. Montrons dans un pre-
mier temps que OK ⊂ B. Soit L̃ une clôture normale de L sur K. L’extension
L̃/K est finie et, toujours en utilisant le théorème 2.2.23, il existe une unique va-
leur absolue |·|

L̃
prologeant |·|K (et |·|L). Si σ ∈ AutK(L̃), alors |σ(·)|

L̃
est une

autre extension de |·|K à L̃ de sorte que |σ(·)|
L̃

= |·|
L̃
. Si x ∈ L et si P ∈ K[X]

est le polynôme minimal de x sur L, alors P est déployé sur L̃ et, si x′ ∈ L̃ est
une autre racine de P , il existe σ ∈ AutK(L̃) tel que σ(x) = x′. On en déduit
|x|

L̃
= |x′|

L̃
. Ainsi, si x ∈ OL, on a |x′|

L̃
6 1 pour toute racine x′ de P . Les

relations coefficients-racines impliquent donc que les coefficients de P sont des élé-
ments ai de K tels que |ai|L̃ = |ai|K 6 1. On en déduit que P ∈ OK [X] et donc
que x est entier sur OK .

Comme OL est un anneau de valuation discrète, il est donc principal et in-
tégralement clos. Comme L est le corps des fractions de OL, on doit donc avoir
B = OL.

Montrons à présent que OL est un OK-module de type fini. On fixe une base
(e1, . . . , ed) de L sur K. Et on considère la norme associée à cette base :

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥
∞

:= sup
16i6d
|xi|K .

Alors ‖·‖∞ et |·|L sont deux normes de K-espace vectoriel sur L. On déduit de la
proposition 2.2.22 qu’elles sont équivalentes, c’est-à-dire qu’il existe des nombres
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réels 0 < C1 6 C2 tels que C1‖·‖∞ 6 |·|L 6 C2‖·‖∞. Soit π une uniformisante de
L et n > 1 tel que |π|n 6 C1. On en déduit que

OL = {x ∈ L | |x|L 6 1} ⊂ {x ∈ L | ‖x‖∞ 6 C−1
1 } =

d⊕
i=1
OKπ−nei.

Ainsi OL est un sous-OK-module d’un OK-module de type fini. Comme OK est
noethérien on en déduit que OL est un OK-module de type fini. La dernière as-
sertion se déduit du fait que OK est un anneau principal et de l’isomorphisme
L ' K ⊗OK OL.

Si L/K est une extension finie de corps complets, on note fL/K le de degré de
l’extension résiduelle kL/kK . Si πK est une uniformisante de K et πL une unifor-
misante de L, on note eL/L l’entier tel que πKOL = π

eL/K
L OL.

Corollaire 2.3.2. On a [L : K] = fL/KeL/K.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1.2.14. En effet l’anneau
OK est un anneau de valuation discrète, il existe donc un unique idéal premier non
nul au-dessus de πKOK .

2.3.2 Extensions non ramifiées de corps complets

Soit (K, |·|K) un corps complet ultramétrique pour une valeur absolue discrète.
Soit L/K une extension finie. On suppose que l’extension résiduelle kL/kK est
séparable.

Proposition 2.3.3. Il existe une unique sous-extension non ramifiée Knr/K de
L/K de degré fL/K. Elle contient toutes les sous-extensions non ramifiées de L/K.
De plus, si l’extension kL/kK est galoisienne alors l’extension K ′/K l’est aussi et
on a un isomorphisme de groupes de Galois Gal(K ′/K) ' Gal(kL/kL).

Démonstration. Comme l’extension kL/kK est séparable, le théorème de l’élément
primitif implique qu’il existe un polynôme unitaire irréductible P ∈ kK [X] tel que
kL ' kK [X]/(P ). Soit P̃ ∈ OK [X] un polynôme unitaire relevant P . Si α ∈ kL est
une racine de P , cette racine est de multiplicité un et donc P ′(α) 6= 0. Le corollaire
2.2.17 implique qu’il existe une unique racine α̃ ∈ OL de P̃ dont la réduction
modulo πL est α. Soit K ′ := K(α). Alors [K ′ : F ] = deg(P̃ ) = deg(P ) = [kL : kK ].
De plus l’application OK′ ⊂ OL → kL est surjective de sorte que kK′ = kK et donc
K ′/K est non ramifiée.
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Soit K ′′ ⊂ L une sous-extension de L/K qui est non ramifiée sur K. Le corps
résiduel de kK′′ de K ′′ est alors isomorphe à un sous-corps de kL contenant kK .
Soit Q ∈ kK [X] unitaire irréductible tel que kK′′ ' kK [X]/(Q). On conclut comme
précédemment que K ′′ est engendré par une racine α d’un relevé Q̃ de Q. Soit α
l’image de α dans kK′′ . Le corollaire 2.2.17 implique par ailleurs qu’il existe une
unique racine β ∈ K ′ de Q̃ se réduisant sur α. Par unicité on a β = α et donc
K ′′ ⊂ K ′.

Supposons que l’extension kL/kK est galoisienne Galois. Ainsi le polynôme P
est scindé à racines simples dans kL[X]. On déduit encore du corollaire 2.2.17 que
le polynôme P̃ est scindé à racines simples dans K ′, ce qui prouve que K ′/K est
galoisienne. L’isomorphisme entre groupes de Galois est alors une conséquence du
théorème 1.2.17.

Remarque 2.3.4. Si les extensions L/K et kL/kK sont toutes deux galoisiennes,
alors Knr est le sous-corps de L fixé par le noyau de Gal(L/K)� Gal(kL/kK).

Corollaire 2.3.5. Supposons que K est un corps local ultramétrique. Soit K une
clôture algébrique de K. Pour tout d > 1, il existe un unique sous-corps de K non
ramifié et de degré d sur K.

Démonstration. En effet le corps résiduel kK de K est fini d’après la proposition
2.2.13 et possède donc, à isomorphisme près, une unique extension finie de degré
d.

2.3.3 Extension des valeurs absolues

Soit L/K une extension finie de corps. Soit v une place de K et |·|v une valeur
absolue de la classe v. On note Kv le complété de K pour |·|v (qui ne dépend que
de v). On dit qu’une place w de L est une extension de v à L ou encore au-dessus
de v si une valeur absolue de classe w restreinte à K est dans la classe v. On note
w | v. Dans ce cas, l’adhérence de K dans Lw est isomorphe à Kv et fournit un
plongement naturel de Kv dans Lw.

D’après la proposition 2.1.6, si w | v la place w est ultramétrique si et seulement
si v est ultramétrique. De plus, si w et v sont ultramétrique, la place w est discrète
(associée à une valeur absolue discrète) si et seulement si la place v est discrète.
En effet, on montre facilement que si L est de la forme K(a) et si |·|w est une
valeur absolue de L prolongeant |·|v, le groupe |L×|w est engendré par |K×|v et
|a|w, on raisonne alors par récurrence sur le nombre de générateurs de L sur K.
Plus précisément, on a
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Proposition 2.3.6. Soit v une place ultramétrique discrète de K. Soit Ov l’anneau
de valuation de v et soit Bv la clôture intégrale de Ov dans L. Alors l’application
w 7→ pw := {x ∈ L | |x|w < 1} induit une bijection de l’ensemble des places w | v
de L avec l’ensemble des idéaux maximaux de Bv. De plus la place w contient la
valeur absolue associée à la valuation dicrète vpw de L. De plus Ow coïncide avec
la localisation de Bv en pw.

Démonstration. Si w | v, l’idéal pw est un idéal premier de Bv. Comme Bv est entier
sur Ov et que pw ∩ Ov est un idéal maximal de Ov, on déduit de la proposition
A.3.4 que pw est un idéal maximal de Bv. Si p est un idéal maximal de Bv, alors
p∩Ov est un idéal maximal de Ov (toujours par la proposition A.3.4) de sorte que
la restriction de |·|p à K est dans la place v et p|·|p = p. Ainsi l’application w 7→ pw
est surjective. Pour conclure que l’application est injective, il suffit donc de prouver
que si w | v et |·|w est une valeur absolue de la place w, les valeurs absolues |·|pw
et |·|w sont équivalentes. Notons Ow l’anneau de valaution de w. Remarquons que
Bv ⊂ Ow. En effet, l’anneau Ow est un anneau intégralement clos contenant Ov,
il contient donc Bv. De plus les éléments de Bv r pw sont inversibles dans Ow,
on a donc (Bv)pw ⊂ Ow. On conclut que (Bv)pw = Ow au moyen du lemme ci-
dessous. Ainsi les normes |·|pw et |·|w ont les mêmes boules unités, elles sont donc
équivalentes.

Lemme 2.3.7. Soit K un corps et soit A ⊂ B deux sous-anneaux de valuation
discrète de K d’idéaux maximaux mA et mB tels que Frac(A) = Frac(B) = K et
mA ⊂ mB ∩ A. Alors A = B.

Démonstration. Soient mA et mB les anneaux de valuations discrètes de A et B.
Pour x ∈ K×, on a x /∈ A ⇔ x−1 ∈ mA et idem pour B. Donc si x /∈ A, alors
x−1 ∈ mA ⊂ mB, donc x /∈ B.

Corollaire 2.3.8. Soit K un corps de nombres. L’application p 7→ |·|p induit
une bijection de l’ensemble des idéaux maximaux de OK sur l’ensemble des places
ultramétriques de K.

Théorème 2.3.9. Soit L/K une extension finie et soit v une place de K.
(i) La place v admet au plus [L : K] extensions distinctes à L : w1, . . . , wg.
(ii) Il existe un morphisme surjectif de (L,Kv)-algèbres

f : L⊗K Kv �
g∏
i=1

Lwi .

(iii) Si w | v, alors Lw est un Kv-espace vectoriel de dimension finie. Si de
plus, v est ultramétrique discrète, alors eqw/pv = eLw/Kv et fqw/pv = fLw/Kv .
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(iv) Si l’extension K est un corps global, alors f est un isomorphisme et

[L : K] =
g∑
i=1

[Lwi : Kv].

Démonstration. L’anneau A := L ⊗K Kv est une Kv-algèbre de dimension finie.
En particulier ses idéaux premiers sont maximaux. D’après la proposition A.5.1
ses idéaux sont en nombre fini. Notons les p1, . . . , pg et l’application naturelle

f : A�
g∏
i=1

A/pi

est surjective. Ainsi r 6 dimKv A = [L : K]. Posons Li := A/pi pour 1 6 i 6 g.
On le munit de la structure de Kv-algèbre fournie par f .

Montrons que pour tout 1 6 i 6 r, L est dense dans Li. LesKv-algèbres A et Li
sont de dimension finie et l’application f est Kv-linéaire. Comme Kv est complet,
elle est nécessairement continue. Le choix d’une base de L surK permet d’identifier
L à Kd et A à Kd

v . L’image de L dans A par l’application x 7→ x ⊗ 1 s’identifie
alors à Kd dans Kd

v et est donc une partie dense de A. Comme l’application f est
surjective, l’image de L dans ∏i Li est dense et en particulier l’image de L dans
Li est dense. On utilise cette application pour identifier L à un sous-corps dense
de Li. Comme Li est une extension finie de Kv, il est muni d’une unique classe
d’équivalence de valeurs absolues induisant la classe d’équivalence de |·|v sur Kv.
Ces normes induisent donc une place wi sur L qui prolonge v et telle que Lwi ' Li.

Montrons que les places w1, . . . , wr sont distinctes. Supposons au contraire qu’il
existe 1 6 i 6= j 6 r tels que wi = wj. Cela signifie qu’il existe un isomorphisme de
corps α : Li ' Lj qui est à la fois L-linéaire et Kv-linéaire. Notons pi,j la projection
de A sur Li × Lj. On a donc pi,j(L) ⊂ {(x, y) ∈ Li × Lj | α(x) = y}. Il s’agit d’un
sous-Kv-espace vectoriel, donc fermé de sorte que pi,j(A) ⊂ {(x, y) ∈ Li × Lj |
α(x) = y}. Ceci contredit la surjectivité de pi,j.

Montrons que toute place de L au-dessus de v est l’une des wi. Soit w une telle
place. L’injection de L dans Lw ainsi que le plongement Kv ↪→ Lw induisent un
morphisme de K-algèbres A = L⊗K Kv → Lw. Le noyau de ce morphisme est un
idéal premier de A, il induit donc un morphisme A� Li ↪→ Lw. En composant ce
dernier avec l’inclusion de L dans A, on en déduit une suite de morphismes

L ↪→ Li ↪→ Lw.

Comme w | v, la norme de Lw induit donc l’unique place de Li compatible à la
topologie de Kv, on en conclut que la topologie de Li est induite par celle de Lw.
Comme Li est complet, il est fermé dans Lw. Comme L est dense dans Lw, on en
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conclut que Li ' Lw comme corps topologiques et donc que w = wi. On a donc
prouvé les assertions (i) et (ii).

Le point (iii) s’en déduit, en effet on a déjà prouvé que Lw est de dimension
finie sur Kv et le résultat concernant l’indice de ramification et le degré résiduel
se déduit de la proposition 2.3.6.

Il reste à prouver (iv). Commençon par traiter le cas où l’extension L/K est
séparable. Dans ce cas il existe donc un polynôme P ∈ K[X] irréductible et sépa-
rable tel que L ' K[X]/(P ). On a donc L ⊗K Kv ' Kv[X]/(P ). Comme P est
également séparable dans Kv[X], on en déduit que A = L ⊗K Kv est isomorphe
à un produit de corps et ne contient donc pas d’éléments nilpotents non nuls. Or
le noyau du morphisme f est l’intersection des idéaux premiers de A, c’est-à-dire
l’ensemble des éléments nilpotents de A. On en conclut que f est injectif. Le reste
suit. Il reste à traiter le cas où K est un corps global. Comme le cas des extensions
séparables a déjà été traité, on peut supposer que K est une extension finie de
Fp(T ). D’après le lemme 2.3.10 ci-dessous, la clôture intégrale dans L de l’anneau
de valuation Ov de v est un Ov-module de type fini. On déduit des points (ii), (iii)
et du corollaire 2.3.2 que

∑
w|v

[Lw : Kv] =
∑
w|v

epq/pvfpw/pv 6 [L : K].

Cependant cette inégalité est une égalité lorsque K est de caractéristique zéro ou
une extension finie de Fp(T ) (voir le théorème 1.2.4 et la proposition 1.2.14).

Lemme 2.3.10. Soit K une extension finie de Fp(T ) et soit L une extension finie
de K. Soit v une place de K et Ov ⊂ K sont anneau de valuation. Alors la clôture
intégrale de Ov dans L est un Ov-module de type fini.

Démonstration. Soit v0 l’uniquee place de Fp(T ) au-dessous de v, c’est la classe
d’équivalence de la restriction à Fp(T ) d’une valeur absolue de classe v. Quitte
à remplacer T par T−1, le théorème 2.1.11 implique que l’on peut supposer que
Fp[T ] est contenu dans l’anneau de valuation Ov0 de v0. Soit A la clôture intégrale
de Fp[T ] dans K et B la clôture intégrale de Fp[T ] dans L, qui coïncide également
avec la clôture intégrale de A dans L. Notons C la clôture intégrale de Ov dans L.
Notons pv ⊂ A l’idéal maximal correspondant à v. Alors C coïncide avec le localisé
de B en Arpv. D’après le théorème 1.2.4, le Fp[T ]-module B est de type fini, c’est
donc en particulier un A-module de type fini. Ainsi C est un Ov-module de type
fini.
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2.3.4 La formule du produit

Si K est un corps local et si v est une place de K, on note |·|v l’unique valeur
absolue de K correspondant à v.

Proposition 2.3.11. Soit L/K une extension finie de corps globaux. Soit x ∈ L
et soit v une place de K. On a alors

|NL/K(x)|v =
∏
w|v
|NLw/Kv(x)| =

∏
w|v
|x|w.

Démonstration. Par définition NL/Kx est le déterminant de l’automorphisme K-
linéaire de L défini par y 7→ xy. Après extension des scalaires, c’est aussi déter-
minant de l’automorphisme Kv-linéaire de L ⊗K Kv défini par y 7→ (x ⊗ 1)y. On
déduit alors du théorème 2.3.9 (iv) l’isomorphisme L⊗K Kv '

∏
w|v Lw et donc

|NL/K(x)|v =
∏
w|v
|NLw/Kv(x)|v =

∏
w|v
|x|w.

Théorème 2.3.12 (Formule du produit). Soit K un corps global et soit x ∈ K×.
(i) On a |x|v = 1 pour presque toute place v (c’est-à-dire pour tout place sauf

un nombre fini).
(ii) On a ∏v|x|v = 1.

Démonstration. Démontrons dans un premier temps le lemme suivant.
Lemme 2.3.13. Soit x ∈ K. Alors |x|v 6 1 pour presque toute place v.

Démonstration. Commençons par démontrer le cas où K est un corps de nombres.
Soit x ∈ K. Comme K ' OK⊗ZQ, il existe un entier non nul m tel que mx ∈ OK .
Soit v une place ultramétrique de K. Elle domine une place ultramétrique de Q
correspondant à un nombre premier p. Comme |Z|p 6 1 et comme les éléments de
OK sont entiers sur Z, on a |OK |v 6 1. Ainsi |m|p = 1 pour presque tout nombre
premier p et il n’y a donc qu’un nombre fini de places v de K telle que |m|v 6= 1.
Comme il n’y a qu’un nombre fini de places archimédienne de K, on a bien |x|v 6 1
pour presque tout v.

Le cas des corps de fonctions est similaire si l’on remplace Q par k(T ) et Z par
k[T ] où k est un corps fini. En effet il n’existe qu’un nombre fini de places v de K
telles que |k[T ]|v 6 1.

Le lemme implique immédiatement le point (i) du théorème. En effet, on peut
appliquer le lemme à x et x−1.
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Démontrons le point (ii). Remarquons que si K/K0 est une extension finie de
corps globaux la proposition 2.3.11 et la formule du produit pour K0 impliquent
la formule du produit pour K. En effet, on a alors, pour x ∈ L×,∏

w

|x|w =
∏
v

∏
w|v
|x|w =

∏
v

|NL/Kx|v = 1

puisque NL/K(x) ∈ K×. Si K est un corps de nombres, il suffit de prouver la
formule pour K = Q. Si x ∈ Q×, on peut écrire x = ±∏p p

αp . On a alors |x|∞ =∏
p p

αp et |x|p = p−αp , on conclut immédiatement.
Si K est un corps de fonctions, il suffit de traiter le cas où K = k(T ) avec

k = Fq. Les places de k(T ) sont indexées par les polynômes irréductibles P de Fq[T ]
et par T−1. Soit x = ε

∏
P P

αP ∈ k(T )× avec ε ∈ k×. Comme Fq[T ]/(P ) ' FqdegP ,
on a |x|P = q−αP degP . De plus |x|T−1 = qdeg x de sorte que

|x|T−1
∏
P

|x|P = 1.

2.3.5 Places archimédiennes des corps de nombres

Soit K un corps de nombres. Il s’agit d’une extension finie de Q. Notons d son
degré. L’entier d est également le nombre de plongements de K dans C. Rappelons
(§1.2.3) qu’un tel plongement est dit réel si son image est incluse dans R et com-
plexe dans le cas contraire. Le groupe de Galois Gal(C/R) agit par composition sur
l’ensemble de ces plongements et les points fixes sont exactement les plongements
réels. Notons r1 le nombre de plongements réels et r2 le nombre d’orbites de plonge-
ments complexes. On a donc d = r1 +2r2. Si j est un plongement K ↪→ C, on note
j le composé de j avec la conjugaison complexe. Soit j1, . . . , jr1 les plongements
réels K dans C et jr1+1, jr1+1, . . . , jr1+r2 , jr1+r2 les plongements complexes.

Si j : K ↪→ C, alors l’application z 7→ |j(z)| = (j(z)j(z)) 1
2 est une valeur

absolue archimédienne (c’est-à-dire non ultramétrique) sur K.

Théorème 2.3.14. Les places archimédiennes de K sont exactement les classes
d’équivalence des valeurs absolues suivantes

x 7→ |jk(x)|C, k = 1, . . . , r1 + r2.

Démonstration. Soit j le plongement diagonal K → Rr1 × Cr2 défini par x 7→
(j1(x), . . . , jr1+r2(x)). Il induit un morphisme de (K,R)-algèbres K ⊗Q R→ Rr1 ×
Cr2 . D’après le théorème 2.3.9, il suffit de prouver que ce morphisme est un iso-
morphisme. Comme C est un R-module fidèlement plat, il suffit de le faire après
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changement de base de R à C. Considérons l’application

K ⊗Q C j⊗1−→ Cr1 × (C⊗R C)r2 ' Cr1 × C2r2 = Cd.

Elle est donnée par x ⊗ 1 7→ (σ(x))σ:K↪→C. Ainsi il suffit de vérifier que pour
une Q-base (e1, . . . , ed) de K, les images des éléments ei ⊗ 1 forment une C-base
de Cd, c’est-à-dire tels que la matrice (σ(ei)) de taille d × d est inversible. C’est
une conséquence directe du fait que les applications σ forment une famille C-libre
d’applications de K vers C (en utilisant par exemple l’indépendance linéaire des
caractères de K×).

2.3.6 Calcul locale de la différente

Soit L/K une extension finie séparable de corps. Soit A un anneau de Dedekind
de corps des fractions K et soit B la clôture intégrale de A dans L. Soit p un idéal
maximal de A et soit q un idéal maximal de B au-dessus de A. On note Kp le
complété de K pour la place définie par p et Lq le complété de L pour la place
définie par q. D’après le théorème 2.3.9, l’extension Lq/Kp est finie. De plus si Op

désigne l’anneau de valuation de Kp et Oq l’anneau de valuation de Lq, alors Oq

est la clôture intégrale de Op dans Lq et l’extension Lq/Kp est séparable.
Lemme 2.3.15. L’application naturelle B ⊗AOp →

∏
q|pOq est un isomorphisme

de Op-modules.

Démonstration. D’après le théorème 2.3.9, cette application est un isomorphisme
après tensorisation avecKp (c’est-à-dire application de −⊗OpKp). Comme B est un
A-module projectif de type fini (voir remarque 1.2.5), le terme de gauche B⊗AOp

est un Op-module projectif de type fini. Comme Op est un anneau de valuation dis-
crète (en particulier principal), c’est en fait un Op-module libre. De même, le terme
de droite est un Op-module libre (voir la proposition 2.3.1). Ainsi le morphisme
considéré est un morphisme entre Op-modules libres de type fini qui devient un
isomorphisme après tensorisation avec Kp. Il s’agit donc d’un morphisme injectif
entre Op-modules de même rang. Le théorème de structure des Op-modules de type
fini (ou le lemme de Nakayama) implique qu’il suffit de vérifier que le morphisme
est surjectif après tensorisation avec kp = Op/pOp. Comme p est un idéal maximal
de A, on a

(B ⊗A Op)⊗Op kp ' B ⊗A (Op/pOp) ' B ⊗A (A/p) ' B/pB.

Les idéaux maximaux de B/pB sont en bijection avec les idéaux maximaux de B
contenant p, on déduit donc du lemme A.4.4 que l’application B/pB � ∏

q|pB/q
est surjective. Comme par ailleurs Oq/qOq ' B/q pour q | p, on en déduit le
résultat.
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Proposition 2.3.16. La différente DOq/Op est l’idéal de Oq engendré par DB/A.

Démonstration. On montre que D−1
B/A⊗AOp = {x ∈ L⊗KKp | (TrL/K ⊗IdKp)(x) ⊂

B⊗AOp}. Comme TrL/K ⊗Idp = ∏
q|p TrLq/Kp sous l’isomorphisme L⊗KKp, on en

conclut que D−1
L/K ⊗A Op '

∏
q|pD−1

Oq/Op
. D’où le résultat.

Corollaire 2.3.17. L’idéal de Op engendré par le discriminant ∆B/A est le produit
des idéaux discriminants ∆Oq/Op pour q | p.
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Chapitre 3

Adèles et idèles

3.1 Adèles

3.1.1 Produits restreints de groupes topologiques

Soit Σ un ensemble et soit Σ∞ une partie finie de Σ. Pour tout élément v ∈ Σ,
on fixe un groupe localement compact Gv, et, si v /∈ Σ∞ un sous-groupe ouvert et
compact Kv ⊂ Gv.

Définition 3.1.1. Le produit restreint de la famille (Gv)v∈Σ (relativement à la
famille des (Kv)v/∈Σ∞) est l’ensemble∏

v∈Σ

′Gv := {(gv) ∈
∏
v∈Σ
| gv ∈ Kv pp(v)}

où la notation pp(v) signifie “pour tout sauf un nombre fini de v”.

Remarquons tout de suite que G := ∏′
v∈Σ Gv est un sous-groupe du groupe

produit ∏v∈Σ Gv.
Définissons une topologie sur G = ∏′

v∈Σ Gv. Soit B l’ensemble des parties de G
de la forme

US ×
∏
v/∈S

Kv

où S est une partie finie de Σ contenant Σ∞ et US un voisinage ouvert de l’élément
neutre de ∏v∈S Gv pour la topologie produit.

Lemme 3.1.2. L’ensemble B vérifie les conditions du lemme B.3.1.

65
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Démonstration. Si U1 et U2 sont deux éléments de B, on peut écrire, pour i ∈
{1, 2}, U i = Ui ×

∏
v/∈Si Kv où Si est une partie finie de Σ contenant Σ∞ et Ui

est un ouvert de ∏v∈Si Gv contenant l’élément neutre. Quitte à rétrécir Ui, on
peut supposer que Ui ⊂

∏
v∈Σ∞ Gv ×

∏
v∈SirΣ∞ Kv. Posons S = S1 ∪ S2, U3 =

(U1×
∏
v∈S2rS1 Kv)∩ (U2×

∏
v∈S1rS2 Kv) et U3 = U3×

∏
v/∈SKv. On a alors U3 ∈ B

et U3 ⊂ U1 ∩ U2, ce qui prouve (i). La propriété (ii) se déduit facilement du fait
que ∏v∈S Gv est un groupe topologique pour toute partie finie S de Σ. Vérifions
la propriété (iii). Si US ×

∏
v/∈SKv ∈ B et g = (gv) ∈ G. Soit S ′ une partie finie

de Σ contenant S et telle que gv ∈ Kv si v /∈ S ′. Soit WS′ un ouvert de ∏v∈S′ Gv

tel que gWS′g
−1 ⊂ US ×

∏
v∈S′rSKv. On a alors, en posant W = WS′ ×

∏
v/∈S′ Kv,

gWg−1 ⊂ V et W ∈ B.

On déduit donc du lemme B.3.1 et du lemme 3.1.2 qu’il existe une unique
topologie sur G pour laquelle G est un groupe topologique sur G et B est une base
de voisinages de l’élément neutre. On munit G de cette topologie.

Lemme 3.1.3. Le groupe G est un groupe topologique localement compact.

Démonstration. L’inclusion de G dans ∏v Gv est continue. Comme les groupes Gv

sont localement compacts, et en particulier séparés, le produit ∏v Gv est séparé,
il en est donc de même de G. De plus si U est un voisinage compact de l’élément
neutre dans le groupe localement compact ∏v∈Σ∞Gv, alors g(U × ∏v/∈Σ∞ Kv est
un voisinage compact de g dans G pour tout g ∈ G. Ainsi G est localement
compact.

3.1.2 Adèles

Soit F un corps global et soit Σ l’ensemble de ses places. Soit Σ∞ l’ensemble
de ses places archimédiennes. Si v ∈ Σ, on note Fv le complété de F en v et, si
v /∈ Σ∞, Ov ⊂ Fv son anneau de valuation et pv ⊂ Ov son idéal maximal. De plus,
on note |·|v la valeur absolue normalisée sur F associée à la place v.

Définition 3.1.4. Le groupe des adeles est le produit restreint des groupes topolo-
giques additifs (Fv)v∈Σ relativement à la famille des sous-groupes compacts ouverts
(Ov)v/∈Σ∞. On le note

AF :=
∏
v∈Σ

′Fv.

Le groupe AF est donc un groupe abélien localement compact (par le lemme
3.1.3). On vérifie facilement que la multiplication est une application continue de
AF ×AF vers AF de sorte qu’il possède en fait une structure d’anneau topologique.
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Le plongement diagonal de F dans AF est un morphisme d’anneaux défini par
ξ 7→ (ξ)v∈Σ. On utilise ce plongement pour identifier F à un sous-anneau de AF .

Théorème 3.1.5. Le sous-anneau F ⊂ AF est discret et le groupe quotient AF/F
est compact.

Démonstration. Commençons par prouver que F est une partie discrète de AF .
Soit v0 ∈ Σ et soit 0 < r < 1. Considérons le voisinage de 0 suivant

V := {(xv)v ∈ AF | |xv0|v0 < r, |xv|v 6 1 if v 6= v0}.

Soit x ∈ F ∩ V . On a alors ∏v|xv| < r < 1 de sorte que la formule du produit
(théorème 2.3.12) implique x = 0. Ainsi F ∩V = {0} et F est discret dans AF par
le lemme B.3.8.

Pour démontrer la compacité de AF/F , nous allons séparer les cas des corps
de nombres et des corps de fonctions. Let F∞ := ∏

v|∞ Fv = F ⊗Q R.
Nous allons utiliser le résultat suivant.

Lemme 3.1.6. Soit A un anneau de Dedekind et soient p1, . . . , pr des idéaux
premiers non nuls distincts de A. Pour 1 6 i 6 r soit xi ∈ Opi un élément de
l’anneau de valuation du corps Fpi, complété de F pour la place associée à pi et soit
ni > 1 un entier. Il existe alors ξ ∈ A tel que vpi(ξ− xi) > ni pour tout 1 6 i 6 r.

Démonstration. Notons que pour tout 1 6 i 6 r, l’application A/pnii → Opi/p
ni
i Opi

est un isomorphisme d’après la proposition 2.2.8 et le lemme A.2.3. Il suffit donc
de prouver que l’application diagonale A → ∏r

i=1A/p
ni
i est surjective, ce qui est

une conséquence du lemme A.4.4.

Supposons que F est une extension finie d’un corps global F0. Supposons de
plus qu’il existe un anneau de Dedekind A tel que Frac(A) = F0 et une place v0
de F0 tels que l’ensemble des places de F0 soit v0 et les places associées aux idéaux
maximaux de A. Si F0 = Q, on peut prendre A = Z et v0 = ∞ tandis que si
F0 = Fp(T ), on peut prendre A = Fp[T ] et v0 = |·|T−1 . On note Fv0 := F ⊗F0 F0,v0 .
Lemme 3.1.7. On a AF = F + F0 ×

∏
v-v0 Ov.

Démonstration. Soit x = (xv)v ∈ AF . En utilisant le lemme 2.3.13, on voit qu’il
exisye un élément non nul m ∈ A tel que mxv ∈ Ov pour tout v - v0. Choisissons
0 < εv < |m|−1

v pour tout v tel que |m|v < 1 (qui sont en nombres finis d’après le
théorème 2.3.12). Le lemme 3.1.6 fournit l’existence de ξ ∈ OF tel que |mxv−ξ| <
εv pour v tel que |m|v < 1. On a alors |xv − ξ

m
|v 6 1 pour tout v - v0 de sorte que

x = ξ
m

+ y avec ξ
m
∈ F et y ∈ Fv0 ×

∏
v-v0 Ov.
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Supposons désormais que F est un corps de nombres.
Lemme 3.1.8. On a F ∩ F∞ ×

∏
v-∞Ov = OF .

Démonstration. C’est clair : si ξ ∈ F est tel que |ξ|p 6 1 pour tous les idéaux
maximaux p de OF , alors ξ ∈ OF .

Les lemmes 3.1.7 et 3.1.8 impliquent que l’inclusion F∞×
∏
v-∞Ov ⊂ AF induit

un isomorphisme de groupes
(F∞ ×

∏
v-∞
Ov)/OF ∼−→ AF/F.

Il existe une Z-base (e1, . . . , ed) de OF qui est également une Q-base de F . Ceci
implique que (e1⊗1, . . . , ed⊗1) est une R-base du R-espace vectoriel F∞ = F⊗QR.
Soit

Q :=
{

d∑
i=1

ti(ei ⊗ 1) | 0 6 ti 6 1
}
.

L’inclusion Q ⊂ F∞ induit une application continue et surjective Q � F∞/OF .
Ainsi l’application Q×∏v-∞Ov → (F∞×

∏
v-∞Ov)/OF est surjective. On en déduit

que l’application composée Q×∏v-∞Ov → AF � AF/F est surjective et continue.
Comme Q×∏v-∞Ov est compact, il en est de même de AF/F .

Supposons désormais que F est un corps de fonctions, F0 = Fp(T ) et v0 est la
place associée à |·|T−1 . On peut améliorer le lemme 3.1.7.
Lemme 3.1.9. On a AF = F +∏

v∈ΣOv.

Démonstration. Soit x = (xv)v ∈ AF . D’après le lemme 3.1.7, il existe ξ ∈ F
tel que xv − ξ ∈ Ov si v - v0. Considérons y = (yv)v|v0 = (xv − ξ)v|v0 . Comme
F ⊗F0 F0,v0 ' B⊗A F0,v0 '

∏
|v0 Fv où A = Fp[T ] et B est la clôture intégrale de A

dans F . Si (e1, . . . , en) est une A-base deB, on peut donc écrire y = ∑n
i=1 ei⊗yi avec

yi ∈ F0,v0 . Comme F0,v0 = Fp((T−1)), on peut écrire yi = ζi+zi avec ζi ∈ A = Fp[T ]
et zi ∈ OF0,v0

= Fp[[T−1]]. On a donc z = y −∑i ζiei − ζi ∈
∏
vOv. Ainsi

x = ξ +
∑
i

ζiei + z

avec ξ +∑
i ζiei ∈ F et z ∈ ∏vOv.

Comme F est un sous-groupe discret de AF , c’est un sous-groupe fermé par le
lemme B.3.8. L’intersection F ∩ ∏vOv est donc un espace topologique discret et
compact et est donc fini. C’est donc un sous-anneau fini de F , donc un sous-corps
et on vérifie facilement que c’est le plus grand sous-corps fini de F . Notons le k.
On conclut alors que AF/F '

∏
vOv/k est le quotient d’un groupe compact par

un sous-groupe fini, c’est donc un groupe compact.
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3.1.3 Mesure de Haar

Soit (Gv)v∈Σ une famille de groupes localement compact et soit (Kv)v∈ΣrΣ∞
une famille de sous-groupes ouverts. Supposons que S est une partie finie de Σ
contenant Σ∞ et que, pour tout v ∈ Σ, µv est une mesure de Haar à gauche sur
Gv telle que µv(Kv) = 1 pour tout v /∈ S.

Soit G := ∏′
v∈ΣGv.

Proposition 3.1.10. Il existe une unique mesure de Haar (à gauche) µ sur G
telle que, pour toute partie finie T de Σ contenant S et toute fonction fT ∈
Cc(
∏
v∈T Gv,R), on ait ∫

G
(fT ⊗ 1T )µ =

∫∏
v∈T Gv

fT ⊗v∈T µv

où 1T désgine la fonction indicatrice de ∏v/∈T Kv dans ∏v/∈T Gv.

Démonstration. Soit I une forme linéaire positive sur Cc(G,R) correspondant à
une mesure de Haar à gauche sur G (dont l’existence est assurée par le théorème
B.5.2). Pour tout fT ∈ Cc(

∏
v∈T Gv,R), on pose IT (fT ) := I(fT ⊗ 1T ). Alors IT

est une forme linéaire positive ∏v∈T Gv-invariante sur ∏v∈T Gv et coïncide avec la
forme linéaire associée à la mesure de Haar ⊗v∈Tµv à un scalaire près. Ceci prouve
l’existence et l’unicité.

On applique cette construction au cas du groupe G = AF avec Gv = Fv et
Kv = Ov. Pour v ∈ Σ, on choisit une normalisation dxv de la mesure de Haar de
la façon suivante :
—

∫
Ov dxv = 1 si v est ultramétrique ;

— dxv est la mesure de Lebesgue si Fv = R (
∫ 1

0 dx = 1) ;
— dxv := 2 dx dy = dz dz si Fv = C.
On munit alors AF de l’unique mesure de Haar fournie par la proposition 3.1.10

et la normalisation ci-dessous. On identifie F à un sous-groupe discret de AF muni
de la mesure de comptage. Le groupe quotient AF/F est alors muni d’une mesure
de Haar quotient satisfaisant les propriétés de la proposition B.5.4.

Théorème 3.1.11. Si F est un corps de nombres, on a Vol(AF/F ) =
√
|∆OF /Z|.

Si F est un corps de fonctions, on a Vol(AF/F ) = Card(k)−1 où k est le plus
grans sous-corps fini de F .

Démonstration. Supposons que F est un corps de nombres. D’après le corollaire
B.5.7, il suffit de déterminer un domaine fondamental pour AF/F et de calculer son
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volume. D’après la démonstration du théorème 3.1.5, il est équivalent de déterminer
un domain fondamental pour l’action de OF sur F∞ ×

∏
v-∞Ov. Comme OF agit

librement sur F∞, siQ est un domaine fondamental pour F∞/OF , alorsQ×
∏
v-∞Ov

est un domaine fondamental pour AF/F . On a de plus
Vol(Q×

∏
v-∞
Ov) = Vol(Q).

Ainsi il suffit de calculer Vol(Q). Rappelons que l’on peut choisir Q de la forme

Q :=
{

d∑
i=1

ti(ei ⊗ 1) | 0 6 ti 6 1
}

où (e1, . . . , ed) est une Z-base de OF . Soient j1, . . . , jr1 les plongements réels de F
et jr1+1, jr1+1, · · · , jr1+r2 , jr1+r2 des représentants des Gal(C/R)-orbites de plonge-
ments complexes (rappleons que d = [F : Q] = r1 + 2r2). On peut identifier F∞
avec Rr1 ×Cr2 au moyen de l’application e⊗ 1 7→ (j1(e), . . . , jr1+r2(e)) et en iden-
tifiant C avec R2 au moyen de z 7→ (Re(z), Im(z)), on obtient un isomorphsime de
R-espace vectoriels F∞ ' Rd. L’image de Q est alors{

d∑
i=1

tij(ei) | 0 6 ti 6 1
}

où j(e) = (j1(e), . . . , jr1(e),Re jr1+1(e), Im jr1+1, . . . , Im jr1+r2(e)). Comme le R-
isomorphisme F∞ ' Rd échange la mesure de Haar sur F∞ avec la mesure de
Lebesgue sur Rd multipliée par 2r2 (à cause de notre normalisation aux places
complexes), on a

Vol(Q) = 2r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j1(e1) · · · Im j1(ed)

... . . . ...
Re jr1+r2(e1) · · · Re jr1+r2(ed)
Im jr1+r2(e1) · · · Im jr1+r2(ed)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2r22−r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j1(e1) · · · j1(ed)

... . . . ...
jr1+r2(e1) · · · jr1+r2(ed)
jr1+r2(e1) · · · jr1+r2(ed)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det((j(ei))j∈Hom(F,C)

16i6d
)

= det((TrF/Q(eiej))16i,j6d)
1
2 = |∆OF /Z|

1
2 .

3.1.4 Le théorème d’approximation forte

Soit F un corps global. Si v0 est une place de F , on note Av0
F le produit tensoriel

restreint des groupes Fv pour v 6= v0 relativement aux sous-groupes Ov pour
v /∈ Σ∞ ∪ {v0}.
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Théorème 3.1.12. Soit v0 une place de F . L’image de F par l’injection diagonale
de F dans Av0

F est une partie dense. En d’autres termes, pour toute partie finie S
de Σr{v0}, pour toute famille de réels (εv > 0)v∈S, et pour tout x = (xv)v∈Σ ∈ AF ,
il existe ξ ∈ F tel que |xv− ξ|v 6 εv pour v ∈ S et |xv− ξ|v 6 1 pour v /∈ S ∪{v0}.

Au cours de la preuve nous allons utiliser le résultat suivant.

Théorème 3.1.13 (Minkowski). Soit G un groupe abélien localement compact
et soit Γ un sous-groupe discret dénombrable de G. On suppose qu’il existe un
domaine fondamental D pour le quotient G/Γ. Alors si E ⊂ G est un ensemble
mesurable tel que Vol(E) > Vol(G/Γ) (Γ étant muni de la mesure de comptage),
alors il existe x et y dans E tels que x− y ∈ Γ r {0}.

Démonstration. Supposons par l’absurde que ce ne soit pas le cas. Alors, pour tous
ξ1, ξ2 ∈ Γ avec ξ1 6= ξ2, on a (E + ξ1) ∩ (E + ξ2) = ∅. On a alors

Vol(E) =
∑
ξ∈Γ

Vol(E ∩ (D + ξ)) =
∑
ξ∈Γ

Vol((E + ξ) ∩D) 6 Vol(D).

On aboutit donc à une contradiction.

Lemme 3.1.14. Soit S un ensemble fini de places de F tel que v0 /∈ S. Soit
(εv > 0)v∈S une famille de réels positifs. Il exisye alors ξ ∈ F× tel que |xi|v 6 εv
pour v ∈ S et |ξ|v 6 1 pour v /∈ S ∪ {v0}.

Démonstration. Quitte à agrandir S, on peut supposer que S contient l’ensemble
Σ∞ r {v0} des places archimédiennes différentes de v0. On considère l’ensemble
mesurable suivant dans AF :

E =

x = (xv)v ∈ AF | |xv|x 6


εv
4 si v ∈ S

1 si v /∈ S ∪ v0

A si v = v0


où A > 0 est choisi tel que A∏v∈S εv > 4Card(S) Vol(AF/F ). On a alors Vol(E) >
4−Card(S)A

∏
v∈S εv donc, d’après le théorème 3.1.13, il existe ξ1, ξ2 ∈ E tels que

ξ1−ξ2 ∈ F×. Comme |ξ1−ξ2|v 6 εv pour v ∈ S et |xi1−ξ2|v 6 1 pour v /∈ S∪{v0},
on a le résultat voulu.

Démonstration du théorème 3.1.12. On peut sans restriction supposer que Σ∞ r
{v0} ⊂ S. Soit (εv > 0)v∈S une famille de réels strictement positifs. Soit D un do-
maine fondamental pour AF/F . On a vu au cours de la démonstration du théorème
3.1.11 que l’on peut choisir D tel qu’il existe un réel M > 0 vérifiant la propriété
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suivante : si x = (xv) ∈ D, alors |xv|v 6 M si v ∈ Σ∞ et |xv|v 6 1 si v /∈ Σ∞.
Le lemme 3.1.14 implique l’existence d’un élément ξ ∈ F× tel que |ξ|v 6 εv

M
si

v ∈ Σ∞ r {v0}, |ξ|v 6 1 si v /∈ S ∪ {v0}. Pour tout x ∈ AF , on peut décomposer
ξ−1x ∈ AF sous la forme ξ−1x = ζ + y avec ζ ∈ F et y ∈ D. On alors |ξy|v 6 εv
pour v ∈ S et |ξy|v 6 1 pour v /∈ S ∪ {v0} et ξζ ∈ F est l’élément recherché.

3.2 Idèles

3.2.1 Définition et premières propriétés

Soit F un corps global. Le groupe des idèles IF de F est le produit restreint des
groupes localement compacts (F×v )v∈Σ relativement à la famille de groupes ouverts
compacts (O×v )v/∈Σ∞ .

Rappelons que si R est un anneau topologique, la topologie naturelle sur R×
est la topologie induite par l’inclusion i : R× ↪→ R2 définie par x 7→ (x, x−1). Pour
cette topologie, R× est un groupe topologique.

Proposition 3.2.1. 1. Le groupe topologiqie IF est isomorphe au groupe A×F
muni de sa topologie naturelle.

2. L’inclusion diagonale de F× dans IF a une image discrète.

Démonstration. Remarquons que si x = (xv)v∈Σ ∈ IF , alors (xv)v∈Σ ∈ AF et
(x−1

v )v∈Σ ∈ AF de sorte que (xv)v∈Σ ∈ A×F . Réciproquement si x = (xv)v∈Σ ∈ A×F ,
alors il existe y = (yv)v∈Σ tel que xy = 1. Ainsi |xv| 6 1 for presque tout v et
|yv| = |xv|−1 6 1 pour presque tout v, ce qui implique que (xv)v∈Σ ∈ IF . Une base
de voisinages de 1 dans A×F pour la topologie naturelle est donnée par

i−1(US×
∏
v/∈S
Ov)×(VS

∏
v/∈S
Ov) = {(xv)v∈Σ ∈ IF | (xv)v∈S ∈ US∩V −1

S , xv ∈ O×v for v /∈ S}.

C’est une base de voisingaes de 1 pour la topologie de IF .
Pour démontrer que F× est discret dans IF , il suffit de remarquer que l’inlusion

IF ↪→ AF est continues, de sorte que l’image inverse de F est discrète par le
théorème 3.1.5.

Remarque 3.2.2. L’inclusion IF ⊂ AF est continue. Cependant ce n’est pas un
homéomorphism sur son image. En effet, la topologie de IF est strictement plus
fine que la topologie induite par l’inclusion de A×F dans AF .
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Soit x = (xv)v∈Σ ∈ IF un idèle. On définit sa norme d’idèle comme le nombre
réel

|x| :=
∏
v∈Σ
|xv|v

où |·|v est la valeur absolue normalisée sur (rappelons que si Fv = C, ce n’est
pas vraiment une valeur absolue...). Ce produit est bien défini car |xv|v = 1 pour
presque tout v (théorème 2.3.12).

La norme d’idèle défini un morphisme continu de groupes topologiques IF →
R>0 dont le noyau est noté I1

F .

Lemme 3.2.3. On a un isomorphisme de groupes topologiques IF ' I1
F ×|IF |. En

particulier,
a) si F est un corps de nombres, on a IF ' I1

F × R>0 ;
b) et si F est un corps de fonctions, on a IF ' I1

F × Z.

Démonstration. Il suffit de construire une section continus s : |IF | → IF au mor-
phisme |·|.

a) Si F est un corps de nombres, choisissons v0 une place archimédienne et
posons, pour t ∈ R>0, s(t) = (xv)v où xv0 := t1/[Fv0 :R] et xv := 1 pour v 6= v0. Alors
s convient.

b) Soit a le pgcd des degrés résiduels fv = [kv : Fp], où kv désigne le corps
résiduel kv. Il existe une famille (mv)v ∈ ZΣ telle que mv = 0 pour presque tout v
et ∑vmvfv = a. On a alors |IF | ⊂ paZ ⊂ R>0. Soit $ = (ϕv) ∈ IF l’élément définit
par $v = πmvv pour tout v ∈ Σ où πv désigne une uniformisante de Fv. On définit
un morphisme de groupes s : paZ → IF par la formule s(p−an) := $n et on vérifie
que s est bien la section recherchée.

Théorème 3.2.4. On a F× ⊂ I1
F et le groupe topologique quotient I1

F/F
× est

compact.

Démonstration. L’inclusion F× ⊂ I1
F est une conséquence directe de la formule du

produit (théorème 2.3.12. Démontrons la compacité du quotient. Pour t > 0, on
définit l’ensemble

I tF := {x ∈ IF | |x| = t}.

Lemme 3.2.5. Il existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout x = (xv)v ∈ IF
tel que |x| > C, il existe ξ ∈ F× vérifiant |ξ|v 6 |xv|v pour tout v ∈ Σ.

Démonstration. Soit Ax := {y = (yv)v ∈ AF | |yv|v 6 δv|xv|v} où δv = 1 excepté
lorsque v est une place archimédienne où on pose δv = 1/4. Alors Vol(Ax) =
α
∏
v|xv|v pour un certain α > 0 indépendant de x (dépendant uniquement de F ,
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et plus précisément de r1 et r2). Soit C > 0 tel que Cα > Vol(AF/F ). Alors si
|x| > C, il existe, d’après le théorème 3.1.13 x1 et x2 dans Ax tels que x1−x2 ∈ F×.
On a alors |ξ|v 6 |xv|v pour toute v ∈ Σ.

Lemme 3.2.6. Il existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout t > C et tout
x = (xv)v ∈ I tF , il exisye ξ ∈ F× tel que 1 6 |ξxv|v 6 t pour tout v ∈ Σ.

Démonstration. Soit C > 0 comme dans le lemme 3.2.5. Pour x = (xv)v ∈ I tF , on
a |x| > C de sorte qu’il existe ξ ∈ F× vérifiant |ξ−1|v 6 |xv|v pour toute v ∈ Σ.
Ceci nous donne |ξxv|v > 1 pour toute v ∈ Σ. Enfin, si v ∈ Σ, on a

|ξxv|v = ξx∏
w 6=v|ξxw|w

6 |ξx| = |x| = t.

Lemme 3.2.7. Soit t > 1. Il n’existe qu’un nombre fini de places ultramétrique v
de F vérifiant qv := Card(kv) 6 t.

Démonstration. Exercice.

Nous pouvons à présent finir la démonstration du théorème 3.2.4. Soit C > 0
comme dans le lemme 3.2.6 et soit t > max{C, 1} tel que t ∈ |IF |. Le lemme 3.2.7
implique l’existence d’un ensemble fini de places S de F contenant Σ∞ et tel que
qv > t si v /∈ S. Soit x ∈ I tF . D’après le lemme 3.2.6, il existe ξ ∈ F× tel que
1 6 |ξxv|v 6 t pour toute v ∈ Σ. Comme |Fv|v ∩ ]1, t[ ⊂ |Fv| ∩ ]1, qv[ = ∅, on a
|ξxv|v = 1 pour v /∈ S. Ainsi

ξx ∈
∏
v∈S
{yv ∈ F×v | 1|yv|v 6 t} ×

∏
v/∈Σ
O×v

et cette dernière partie est compacte. On a donc prouvé qu’il existe une partie com-
pacte de I tF qui se surjecte sur I tF/F×. Par translation par l’inverse d’un élément
de I tF , on obtient une partie compacte de I1

F qui se surjecte sur I1
F/F

×.

3.2.2 Idèles et idéaux

Le cas des corps de nombres

Soit F un corps de nombres et soit x = (xv)v ∈ IF . On peut associer à x un
idéal fractionnaire non nul a(x) de OF de la façon suivante. Il s’agit de l’idéal

a(x) :=
∏

v∈ΣrΣ∞
pv(xv)
v

où v(xv) ∈ Z désigne la valuation v-adic de xv, ou encore |xv| = q−v(xv)
v .
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Exemple 3.2.8. Si v ∈ ΣrΣ∞ et πv est une uniformisante de Fv, si x(v) := (xw)w
avec xv = πv et xw = 1 lorsque w 6= v, alors a(x(v)) est l’idéal maximal pv de OF .

Remarquons que a(x) = OF si et seulement si |xv|v = 1 pour tout vΣ r Σ∞.
Ainsi on obtient un morphisme de groupes

a : IF → I(OF ).

Ce morphisme est surjecrif comme le montre l’exemple 3.2.8 et son noyau est le
sous-groupe ouvert F×∞×

∏
v-∞O×v . Autrement dit, on a une suite exacte de groupes

topologiques (où I(OF ) est muni de la topologie discrète)

1 −→ F×∞ ×
∏
v-∞
O×v −→ IF −→ I(OF ) −→ 1.

Soit P (OF ) ⊂ I(OF ) le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux non nuls.
Remarquons que si ξ ∈ F , on a a(ξ) = ξOF . Ainsi a(F×) = POF . On obtient donc
un isomorphisme de groupes

a : IF/(F×F×∞ ×
∏
v-∞
O×v ) ∼−→ Cl(OF ) = I(OF )/POF . (3.1)

Corollaire 3.2.9. Le groupe Cl(OF ) est fini.

Démonstration. Soient G := IF/F
×F×∞×

∏
v-∞O×v et G1 := I1

F/F
×. Comme |F×∞| =

R>0, l’application naturelle continue G1 → G est surjective. Comme F×∞×
∏
v-∞O×v

est un sous-groupe ouvert de IF , le noyau de IF → G est un sous-groupe ouvert
de IF , donc G est discret en tant qu’espace topologique quotient, en particulier
séparé. Comme G1 est compact par le théorème 3.2.4, on en déduit également que
le groupe G est compact. Finalement G est compact et discret, donc fini.

Le cas des corps de fonctions

Soit p un nombre premier et soit F une extension finie de Fp(T ). Soit k la
clôture algébrique de Fp dans F . Il s’agit d’un corps fini qui est également le plus
grand sous-corps fini de F . On l’appelle corps des constantes ou corps de définition
de F .

Un diviseur de F est une application à support fini

d :
{

Σ −→ Z
v 7−→ d(v)
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On note souvent∑ d(v)v une telle application. Le degree d’un diviseur d est l’entier∑
v fvd(v) où fv := [kv : k] désigne la dimension du corps résiduel kv de Fv en tant

k-espace vectoriel. L’ensemble Div(F ) des diviseurs de F possède une structure
naturelle de groupe abélien, il s’agit par définition du groupe abélien libre engen-
dré par l’ensemble des places de F . Le degré définit un morphisme de groupes
Div(F )→ 0 dont le noyau est noté Div0(F ).

On définit également un morphisme de groupes div : IF → Div(F ) par la
formule

div((xv)v) :=
∑
v

d(v)v

où d(v) est l’entier vérifiant |xv|v = q−d(v)
v , qv désignant le cardinal du corps résiduel

kv en v et |·|v désugne la valeur absolue normalisée. L’application div est clairement
surjective. On a de plus la formule |x| = Card(k)− deg(div(x)) qui montre que div(x) ∈
Div0(F ) si et seulement si x ∈ I1

F . Ainsi div(I1
F ) = Div0(F ).

La formule du produit (théorème 2.3.12) implique div(F×) ⊂ Div0(F ). On
définit le groupe de Picard de F comme

Pic(F ) := Div(F )/ div(F×), Pic0(F ) := Div0(F )/F×.

Corollaire 3.2.10. Le groupe Pic0(F ) est fini.

Démonstration. La démonstration est analogque à la démonstration du corollaire
3.2.9.

Remarque 3.2.11. 1) On a une suite exact de groupes

1→ k× → F× → Div0(F )→ Pic0(F )→ 1.

Il faut essentiellement vérifier qu’un élément ξ ∈ F× tel que div(ξ) = 0 est dans k.
Un tel élément est dans le groupe F× ∩∏vO×v qui est à la fois discret et compact,
et donc fini. Ainsi ξ est une racine de l’unité et donc algébrique sur Fp et appartient
donc à k.

2) Il existe en fait une courbe projective lisse et géométriquement connexe C
définie sur k telle que F est le corpsdes fractions de C. Une telle courbe est unique à
isomorphisme près. Le groupe Pic(F ) est alors naturellement isomorphe au groupe
des classes d’isomorphisme de fibrés inversibles sur C et Pic0(C) au sous-groupe
des fibrés inversibles de degré 0.

3.2.3 Mesures de Haar

Comme IF est le produit restreint des groupes localement compacts F×v rela-
tivement aux sous-groupes ouverts compacts O×v , il est possible de construire une
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mesure de Haar sur IF au moyen d’une famille de mesures de Haar d×xv sur les
F×v sous la conditions

∫
O×v d×xv = 1 pour presque toute v (voir la section 3.1.3).

Soit donc v une place de F et soit dxv une mesure de Haar (Fv,+). Comme F×v
est ouvert dans Fv, la restriction de dxv à F×v est une mesure de Radon sur F×v .
De plus, par définition de la valeur absolue normalisée sur Fv (définition 2.2.32) la
mesure |xv|−1

v dxv est une mesure de Haar sur (F×v ,×). Calculons donc le volume de
O×v pour cette mesure lorsque v est ultramétrique. Si πv désigne une uniformisante
de Fv, on a O×v = Ov r πvOv de sorte que∫

O×v
|xv|−1

v dxv =
∫
O×v
|xv|−1

v dxv =
∫
Ov

dxv −
∫
πvOv

dxv = Vol(Ov)(1− q−1
v ).

Ainsi, il est naturel de renormaliser la mesure de Haar measure sur F×v aux places
ultramétriques. Soit dxv la mesure de Haar normalisée sur (Fv,+) et posons, pour
v ultramétrique,

d×xv := 1
1− q−1

v

|xv|−1
v dxv.

Si v | ∞, on définit d×xv comme |xv|−1
v dxv. Comme ces mesures ont presque toutes

un volume égal à 1 sur O×v , on peut définir une mesure de Haar sur IF en prenant
leur produit :

d×x :=
′∏
v

d×xv.

La suite exacte de groupes topologiques

1 −→ I1
F −→ IF −→ |IF | −→ 1

nous permet de choisir une mesure de Haar sur le groupe localement compact I1
F .

On munit en effet le groupe |IF | ' R>0 de la mesure de Haar dt
t
, où dt désigne la

mesure de Lebesgue si F est un corps de nombres et a number field and |IF | ' Z
de la mesure de comptage si F est un corps de fonctions. Dans les deux cas nous
notons dt

t
cette mesure de Haar sur |IF |. L’unicité de la mesure de Haar à un

scalaire près (théorème B.5.2) ainsi que le théorème B.5.4 impliquent qu’il existe
une unique mesure de Haar d1g sur I1

F telle que pour toute f ∈ Cc(IF ), on a∫
IF
f(x) d×x =

∫
|If |

∫
I1
F

f(tx1) d1x1
dt

t
.

3.2.4 Le volume de I1
F/F

×

Le cas des corps de nombres et le théorème des unités de Dirichlet

On commence naturellement par déterminer un domaine fondamental pour le
groupe quotient I1

F/F
×.
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Soit hF le cardinal du groupe des classes Cl(OF ). On déduit de l’isomorphisme
(3.1) un isomorphismes de groupes I1

F/F
×(F 1

∞
∏
v-∞O×v ) ' Cl(OF ) où F 1

∞ désigne
l’ensemble des éléments de F×∞ de norme 1, c’est-à-dire

F 1
∞ = {(xv)v|∞ ∈ F×∞ |

∏
v|∞
|xv|v = 1}.

Soit donc a1, . . . , ahF des représentants des éléments de Cl(OF ) dans I1
F . On a

I1
F =

h∐
i=1

ai(F 1
∞
∏
v-∞
O×v )F×.

On est donc réduit à la recherche d’un domaine fondamentale pour

(F 1
∞
∏
v-∞
O×v )F×/F× ' (F 1

∞
∏
v-∞
O×v )/O×F

puisque F× ∩ ((F 1
∞
∏
v-∞O×v ) = O×F .

Lemme 3.2.12. Soient A et B deux ensembles munis d’une action d’un groupe
Γ. Si D est un domaine fondamental strict poue l’action de Γ sur A, alors D×B
est un domaine fondamental pour l’action de Γ sur le produit A×B.

Démonstration. C’est immédiat.

On est donc réduit à déterminer un domaine fondamental strict (et mesurable)
D∞ pour l’action de O×F sur F 1

∞.
Soit L : F×∞ → Rr1+r2 le morphisme de groupes topologiques défini par

L(x) := (log|xv|v)v, x = (xv)v|∞.

C’est un morphisme surjectif et la formule du produit (théorème 2.3.12) implique
que L(O×F ) est inclus dans l’hyperplan H de Rr1+r2 d’équation ∑vXv = 0. De plus
le noyau de L est un sous-groupe compact isomorphe à {±1}r1 × (S1)r2 .

Proposition 3.2.13. Le sous-groupe L(O×F ) est un réseau de H, c’est-à-dire que
L(O×F ) est un sous-groupe discret de H et H/L(O×F ) est compact.

Démonstration. Comme le morphisme L : F×∞ → Rr1+r2 possède une section
continue, le morphisme L est ouvert. Il en est donc de même du morphisme
L|F 1

∞ : F 1
∞ → H. Comme le noyau de L est un sous-groupe compact, le lemme B.3.7

implique que le morphisme surjectif de groupes L : F 1
∞ → H est à la fois ouvert

et fermé. Comme O×F est un sous-groupe fermé de F 1
∞, on en conclut que L(O×F )
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est un sous-groupe fermé de H. Comme de plus L(O×F ) est dénombrable (OF est
en bijection avec Z[F :Q], la structure des sous-groupes fermés de Rn implique que
L(OF ) est un sous-groupe discret de H. En particulier le quotient H/L(O×F ) est
séparé. Nous allons montrer que le quotient F 1

∞/O×F est compact. Ainsi H/L(O×F )
sera isomorphe à un quotient séparé d’un groupe compact et sera donc compact.
Montrons donc que F 1

∞/O×F est compact. L’inclusion F 1
∞
∏
v-∞O×F ↪→ I1

F est ou-
verte, on en conclut que F 1

∞
∏
v-∞O×F ↪→ I1

F/F
× est un sous-groupe ouvert de

I1
F/F

×, donc fermé et donc compact d’après le théorème 3.2.4. De plus le quotient
de F 1

∞
∏
v-∞O×F ↪→ I1

F/F
× par l’image du sous-groupe compact {1}×∏v-∞O×v est

séparée et isomorphe à F 1
∞/O×F qui est donc compact.

On en déduit le célèbre :

Théorème 3.2.14 (Théorème des unités de Dirichlet). Le groupe O×F est de type
fini est isomorphe à µF × Zr1+r2−1 où µF est le groupe fini des racines de l’unités
contenues dans F .

Démonstration. Comme L(O×F ) est un réseau de H d’après la proposition 3.2.13,
il s’agit d’un Z-module libre de rang r1 + r2 − 1. Le noyau de L|O×F est l’ensemble
des éléments ξ ∈ F× tels que |ξ|v = 1 pour toute v ∈ Σ. Il s’agit d’une partie
compacte et discrète de IF , donc finie. Ses éléments sont donc de torsion dans F×,
ce sont donc des racines de l’unités dans F .

Soient ε1, . . . , εr1+r2−1 des éléments de O×F tels que les L(εi) forment une Z-
base de L(O×F ). Fixons une place v0 ∈ Σ∞ et considérons L′ : F 1

∞ → Rr1+r2−1

l’application composée de L et de la projection de Rr1+r2 sur RΣ∞r{v0} consistant
à oublier la place v0. Alors L′ est surjective et L′(O×F ) est un réseau de RΣ∞r{v0}.
Soit

Q :=
∑

v∈Σ∞r{v0}
[0, 1[L′(εi)

de sorte que
RΣ∞r{v0} =

⋂
γ∈L′(O×F )

(Q+ γ).

Soit wF le cardinal du groupe fini µF . Posons

D∞ := {x = (xv)v∈Σ∞ ∈ F 1
∞ | L′(x) ∈ Q and Arg(xv0) ∈ [0, 2π

w
[}.

Proposition 3.2.15. L’ensemble ∐h
i=1 ai(D∞ ×

∏
v-∞O×v ) est un domaine fonda-

mentale strict pour l’action de F× sur I1
F .
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Démonstration. Il suffit de prouver que l’ensemble D∞ est un domaine fondamen-
tale strict pour l’action de O×F sur F 1

∞. Posons D′∞ = {x = (xv)v∈Σ∞ ∈ F 1
∞ |

L′(x) ∈ Q}. On a bien F 1
∞ = ⋃

γ∈O×F
γD′∞. Par ailleurs si γ1D∞ ∩ γ2D∞ 6= ∅, alors

γ1D
′
∞∩γ2D

′
∞ 6= ∅, L′(γ1) = L′(γ2) et γ2 ∈ γ1µF . Soit x ∈ D′∞ tel que γ2γ

−1
1 ∈ D′∞.

Comme Arg(xv0) et Arg(γ2γ
−1
1 xv0) sont tous deux dans [0, 2π

wF
[ et γ2γ

−1
1 ∈ µF , on

doit avoir γ2 = γ1. Enfin on a clairement D′∞ = ⋃
γ∈µF γD∞.

Le régulateur de F est le nombre réel positif
RF := |det((log(|εi|v))16i6r1+r2−1

v 6=v0
)|.

Il s’agit du volume du parallélogramme engendré par les vecteurs L′(εi) dans
Rr1+r2−1, il ne dépend donc pas du choix des éléments ε1, . . . , εr1+r2−1. Par ailleurs
la formule du produit montre que ce nombre ne dépend pas non plus du choix de
la place v0.
Théorème 3.2.16. On a

Vol(I1
F/F

×) = 2r1(2π)r2hFRF

wF
.

Démonstration. On a I1
F = ∐hF

i=1 ai(F 1
∞
∏
v-∞O×v )F× de sorte que Vol(I1

F/F
×) =

hF Vol(F 1
∞/O×F ) (rappelons que Vol(O×v ) = 1 pour toute place ultramétrique v).

On munit F×∞ de la mesure produit d×x∞
⊗
v|∞ d×xv et F 1

∞ de l’unique mesure de
Haar d1x∞ telle que le quotient de d×x∞ par d1x∞ soit dt

t
sur R>0. Rappelons

que l’on a défini D′∞ := {x ∈ F 1
∞ | L′(x) ∈ Q} dans la preuve de la proposition

3.2.15 et que l’on a D′∞ = ∐
ζ∈µF ζD∞ de sorte que Vol(D′∞) = wF Vol(D∞). Il

suffit donc de prouver que Vol(F 1
∞/O×F ) = 2r1(2π)r2RF .

Soit
E∞ := {x ∈ F∞ | x = (t, . . . , t︸ ︷︷ ︸

r1

, t
1
2 , . . . , t

1
2︸ ︷︷ ︸

r2

)d | t ∈ [1, e], d ∈ D′∞}.

On a alors

Vol(E∞) =
∫
E∞

d×x =
∫ er1+r2

1
Vol(D′∞) dt

t
= Vol(D′∞)(r1 + r2).

On utilise la décomposition F×∞ ' (R×)r1 × (C×)r2 pour calculer le volume de E∞
en coordonnées polaires. Considérons l’application quotient ρ : F×∞ � (R>0)r1+r2

définie par ρ(x) = (|xv|v)v. On obtient∫
E∞

d×x1 · · · d×xr1+r2 =
∫
ρ(E∞)

dρ1

ρ1
· · · dρr1+r2

ρr1+r2

∫
Ker ρ

d×y

= 2r1(2π)r2
∫
ρ(E∞)

dρ1

ρ1
· · · dρr1+r2

ρr1+r2

.



3.2. IDÈLES 81

En effet si v est une place complexe, on a d×xv = dρv
ρv
dθ. Avec le changement de

variables Xi = log ρi, l’intégrale
∫
ρ(E∞)

dρ1
ρ1
· · · dρr1+r2

ρr1+r2
est le volume de l’ensemble

P =
r1+r2−1∑
i=1

[0, 1[L(εi) + [0, 1[(1, . . . , 1)

dans Rr1+r2 . On a donc

Vol(P ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
log|ε1|1 · · · 1

... . . . ...
log|ε1|r1+r2 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
log|ε1|1 · · · log|εr1+r2−1|1 1

... . . . ... ...
log|ε1|r1+r2−1 · · · log|εr1+r2−1|r1+r2−1 1

0 · · · 0 r1 + r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (r1 + r2)RF .

Le cas des corps de fonctions

Soit F un corps global de caractéristique p. Soit k ⊂ F le corps (fini) des
constantes de F . Notons hF le cardinal du groupe Pic0(F ) (fini d’après le corollaire
3.2.10). Soient a1, . . . , ahF des représentants de Pic0(F ) dans I1

F . On a alors

Pic0(F ) =
hF∐
i=1

aiF
×∏

v

O×v

et F×∏vO×v /F× '
∏
vO×v /k×, on a donc

Vol(I1
F/F

×) = hF
Card(k×) .
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Chapitre 4

Fonctions Zêta

4.1 Dualité dans les groupes abéliens localement
compacts

4.1.1 Le dual d’un groupe abélien localement compact

On note S1 := {z ∈ C× | |z| = 1} le groupe abélien compact des nombres
complexes de module 1. Si G est un groupe abélien localement compact, on appelle
caractère un morphismes de groupes continu χ : G→ C×. Un caractère χ de G est
dit unitaire si χ(G) ⊂ S1. On définit le dual de G comme l’ensemble des caractères
unitaires de G. L’ensemble Ĝ est muni d’une structure de groupe pour la loi de
multiplication donnée par (χ1 · χ2)(g) := χ1(g)χ2(g) pour tout g ∈ G.

Si K est une partie compacte de G et V un voisinage de l’unité dans S1, on note
W (K,V ) l’ensemble des éléments χ ∈ Ĝ tels que χ(K) ⊂ V . On vérifie facilement
que l’ensemble des W (K,V ) vérifie les propriétés du lemme B.3.1. L’ensemble des
parties de la formeW (K,V ) forment donc un système de voisinages de l’unité pour
une unique topologie de Ĝ, pour laquelle Ĝ est un groupe topologique, appelée la
topologie compacte ouverte (ou parfois topologique de la convergence compacte).
Dans la suite de ce cours on muniera toujours Ĝ de cette structure de groupe
topologique.

Théorème 4.1.1. (i) Si G est compact, le groupe topologique Ĝ est discret.
(ii) Si G est discret, le groupe topologiquep Ĝ est compact.
(iii) Dans le cas général, le groupe topologique Ĝ est localement compact.

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant.

83
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Lemme 4.1.2 (Lemme des petits sous-groupes). Dans C× le seul sous-groupe
contenu dans la boule ouverte B(1,

√
3) est le sous-groupe trivial {1}.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de C× contenu dans B(1,
√

3). Alors H
est borné, ce qui implique que ses éléments sont de valeur absolue 1 et donc que
H ⊂ S1∩B(1,

√
3). Comme S1∩B(1,

√
3) n’est pas dense dans S1, la classification

des sous-groupes de S1 montre que H est un sous-groupe fini de S1. Tous les
éléments de H sont donc des racines de l’unité. Supposons par l’abusr qu’il existe
z = e2πiθ ∈ H r {1}. Alors θ ∈ 2πia

b
avec a, b ∈ Z, a ∧ b = 1 et 1 6 a < b. Si

a
b
/∈ [1

3 ,
2
3 ], alors quitte à remplacer z par z−1, on peut supposer que a

b
∈ ]0, 1

3 [. Alors
zk /∈ B(1,

√
3) si k est le plus petit entier > b

a
. On obtient une contradiction.

Démonstration du théorème 4.1.1. Démontrons la propriété (i). Supposons donc
G compact. Alors W (G,B(1,

√
3)) est un voisinage du caractère unité dans Ĝ.

De plus, si χW (G,B(1,
√

3)), alors χ(G) est un sous-groupe de C× contenu dans
B(1,

√
3). On déduit alors du lemme 4.1.2 que χ est le caractère trivial. Ceci

impique bien que Ĝ est discret.
Démontrons à présent (ii). Supposons donc G discret. Les parties compactes

de G sont les ensembles finis et la topologie de Ĝ est donc la topologie de la
convergence simple c’est-à-dire la topologie induite par la topologie produit sur
(S1)G. On vérifie facilement que Ĝ est un fermé de (S1)G qui est compact d’après
le théorème de Tychonoff. On en conclut que Ĝ est compact également.

Nous ne donnons pas de démonstration de la propriété (iii). Nous la démontre-
rons directement dans des cas particuliers chaque fois que nous en aurons besoin.
Pour le cas général, voir [CG47, III.7] ou [RV99, Prop. 3.2].

Soit G un groupe abélien localement compact. Il existe un morphisme de
groupes continu G → ̂̂

G défini par g 7→ (ĝ 7→ ĝ(g)) et appelé morphisme de
bidualité. Nous ne démontrerons pas le résultat suivant dans le cas général, mais
nous le vérifierons dans tous les cas particuliers où il sera utile.

Théorème 4.1.3 (Dualité de Pontriagin). Le morphisme de bidualité est un iso-
morphisme de groupes topologiques.

Démonstration. Voir par exemple le théorème 5 dans [CG47, VI.16] ou [RV99,
Thm. 3.20].

Corollaire 4.1.4. Soit G un groupe abélien localement compact. Alors G est dis-
cret si et seulement si Ĝ est compact et G est compact si et seulement si Ĝ est
discret.
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Corollaire 4.1.5. Soit g ∈ G. On a g = 1 si et seulement si χ(g) = 1 pour tout
χ ∈ Ĝ.

Soit G un groupe localement compact et soit H un sous-groupe fermé de G.
Soit H⊥ le sous-groupe défini par {χ ∈ Ĝ | χ|H = 1}. C’est un sous-groupe fermé
de Ĝ. On a de plus un isomorphisme de groupes topologiques Ĝ/H ' H⊥ induit
par la précomposition d’un caractère avec l’application quotient G� G/H.

4.1.2 Dualité dans les corps locaux

Soit F un corps local ultramétrique . Soit O son anneau de valuation et p l’idéal
maximal de O.
Proposition 4.1.6. Soit χ un caractère F → C×, alors χ est une fonction locale-
ment constante sur F . De plus χ est unitare. Soit χ un caractère F× → C×, alors
χ est une fonction localement constante sur F×.

Démonstration. On remarque que F et F× possèdent des sous-groupes ouverts ar-
bitrairement petits, plus précisément ils possèdent une base de voisinage de l’unité
constituée de sous-groupes. On déduit alors du lemme 4.1.2 que les caractères de
F et F× sont des fonctions localement constantes.

Soit χ un caractère de F . Comme pn = πnO est un sous-groupe compact de
F , le sous-groupe χ(pn) est un sous-groupe compact de C× et donc χ(pn) ⊂ S1.
Comme F est l’union des sous-groupes pn pour n ∈ Z, on en conclut que χ(F ) ⊂
S1.

Donnons à présent quelques exemples de caractères de F .
Exemple 4.1.7. Commençons par le cas où F = Qp pour un nombre premier
p. On a Qp = Zp + Z[1/p] et Zp ∩ Z[1/p] = Z. Ainsi si x ∈ Qp, on peut écrire
x = u + x′ avec u ∈ Zp et x′ ∈ Z[1/p]. Et cette décomposition est unique à un
élément de Z près. On peut alors poser ψQp(x) := e2πix′ , qui ne dépend pas des
choix de u et x′. On vérifie que ψQp est un morphisme Qp dans C×. Son noyau est
le sous-groupes Zp. Il s’agit donc d’une fonction localement constante de Qp dans
C× et donc continue. Plus généralement, si F est une extension finie de Qp, alors
ψF := ψQp ◦ TrF/Qp est un caractère non trivial de F .
Exemple 4.1.8. Supposons à présent que F est un corps local de caractéristique
p pour p premier. Alors F est isomorphe au corps k((T )) où k est un corps fini de
caractéristique p. On peut définir un caractère non trivial de k((T )) en posant

ψk((T ))

( ∑
n>>−∞

anT
n

)
= e

2πi
p

Trk/Fp (a−1).
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Si ψ est un caractère du corps local F , on définit son conducteur comme le plus
grand idéal fψ de F contenu dans Ker(ψ). C’est-à-dire que

x ∈ fψ ⇔ ∀y ∈ O, ψ(xy) = 1.

Exemple 4.1.9. Le conducteur de ψQp est Zp. Le conducteur de ψk((T )) est k[[T ]].

Lemme 4.1.10. Soit E/F une extension finie séparable de corps locaux ultramé-
trique. Soit ψ un caractère non trivial de F . On a alors

fψ◦TrE/F = fψD−1
E/F .

Démonstration. On a en effet

x ∈ fψ◦TrE/F ⇔ ∀y ∈ OE, ψ(TrE/F (yx)) = 1
⇔ ∀z ∈ OF , ∀y ∈ OE, ψ(TrE/F (zyx)) = 1
⇔ ∀z ∈ OF , ∀y ∈ OE, ψ(zTrE/F (yx)) = 1
⇔ ∀y ∈ OE, TrE/F (yx) ∈ fψ

⇔ x ∈ fψD−1
E/F .

Théorème 4.1.11. Soit F un corps local. Soit ψ un caractère unitaire non trivial
de F . Pour x ∈ F , on note ψx le caractère de F défini par y 7→ ψ(xy). Alors
l’application x 7→ ψx est un isomorphisme de groupes topologiques.

Démonstration. Posons Ψ(x) := ψx. L’application Ψ est clairement un morphisme
de groupes. Le morphisme Ψ est injectif. En effet si x 6= 0, soit z ∈ F tel que
ψ(z) 6= 1. Alors ψx(zx−1) 6= 1 et donc ψx est non trivial.

Commençons par traiter le cas où F est ultramétrique. Si n ∈ Z, on note
Wn l’ensemble des caractères ϕ de F tels que ϕ(πnO) = {1}. L’ensemble des Wn

constitue une base de voisinage de l’unité. En effet, puisque πnO est un sous-
groupe de F , le lemme 4.1.2 implique que Wn = W (πnO, B(1,

√
3)). De plus,

puisque F = ⋃
n∈Z π

nO est que les πnO sont ouverts, pour tout compact K de
F , on a K ⊂ πnO pour un certain n ∈ Z et donc Wn ⊂ W (K,V ) pour tout
voisinage V de l’unité dans C×. Comme Ψ−1(Wn) ⊃ π−nfψ, on en conclut que Ψ
est continue. Par ailleurs l’image de π−nfψ par Ψ est exactement l’ensemble des
caractères ϕ dans l’image de Ψ tels que ϕ(πnO) = {1}, c’est-à-dire Ψ(F ) ∩Wn.
On en déduit que Ψ induit un homéomorphisme de F sur son image.

Il reste donc à prouver que Ψ est surjectif. On suit [BH06, Prop. 1.7]. Soit
ϕ ∈ F̂ . Supposons ϕ non trivial. Notons fψ = (πd) le conducteur de ψ et fϕ = (πm)
le conducteur de ϕ. Les caractère ϕ et ψuπd−m sont tous deux de conducteur (πm)
pour u ∈ O×. Montrons qu’il existe u ∈ O× tel que ϕ = ψuπd−m . Si u et u′
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sont deux éléments de O× et si n > 1 est entier, les caractères ψuπd−m et ψu′ψd−m
coïncident sur (πm−n) si et seulement si u−u′ ∈ (πn). Comme les groupes abéliens
(πm−n)/(πm) et (πm−n)/(πm−1) sont de cardinaux respectifs qn et qn−1, le groupe
(πm−n)/(πm) possède exactement qn − qn−1 caractères non triviaux sur (πm−1).
Comme O×/(1+(πn)) est un groupe fini de cardinal qn−qn−1, il existe un élément
un ∈ O×, uniquement déterminé modulo πn tel que ϕ|(πm−n) = ψunπd−m|(πm−n). Par
unicité, on a un+1 − un ∈ (πn) pour tout entier n > 1. La suite (un) converge
donc dans O× vers un élément u tel que u − un ∈ (πn) pour tout n > 1. On a
donc ϕ|(πm−n) = ψuπd−m|(πm−n) pour tout n > 1, c’est-à-dire ϕ = ψuπd−m puisque
F = ⋃

n>1(πm−n).
Il reste à traiter les cas de R et C qui sont laissés en exercice.

4.1.3 Dualité dans les adèles

Soit F un corps global et soit A = AF . Si ψ : A → C× est un caractère, on
note ψv le caractère de Fv obtenu par précomposition avec l’inclusion de Fv dans
A. La continuité de ψ ainsi que le lemme 4.1.2 impliquent que ψv(Ov) = 1 pour
presque toutes les places v de F . Réciproquement, si (ψv)v est une famille où ψv
est un caractère de Fv telle que ψv(Ov) = 1 pour presque toute v, alors on peut
définir un caractère de A par la formule

(xv)v 7−→
∏
v

ψv(xv).

On note ⊗v ψv le caractère obtenu de cette façon. On obtient ainsi une bijection
naturelle entre les caractères de A et les familles de caractères (ψv)v telles que
ψv(Ov) = 1 pour presque toute v.

Proposition 4.1.12. Il existe un caractère unitaire non trivial ψ : A→ S1 tel que
ψ(F ) = 1 et fψv = Ov pour presque toute v.

Démonstration. Définissons ψ explicitement. Dans un premier temps, on le construit
lorsque F = Q. Soit ψQ le caractère de AQ défini par la formule ψQ = ⊗

v ψv où
ψv = ψQp si v = p et ψ∞ est le caractère de R défini par x 7→ e−2πix. On a
fψQp

= Zp pour tout p, de sorte que la condition sur les conducteurs est vérifiée.
De plus si ξ ∈ Q, on peut écrire ξ comme une somme finie ∑p ξp +m avec m ∈ Z
et ξp ∈ Z[1/p]. Par définition de ψQ on a ψQ(m) = 1 et, pour un premier p, on a

ψQ(ξp) = ψQp(ξi)ψ∞(ξp) = e2πiξpe−2πiξp = 1

de sorte que ψQ(Q) = 1.
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Si F est un corps de nombres, on pose ψF = ψQ ◦ TrF/Q. Le caractère ψF
correspond à une famille de caractères ψv tels que fψv = Ov pour presque toute v
puisque l’extension F/Q est non ramifiée en presque toute place.

Le cas des corps de fonctions est laissé en exercice.

Remarque 4.1.13. Soit ψ un caractère unitaire non trivial de AF tel que ψ(F ) =
1. Le théorème d’approximation forte 3.1.12 implique que ψv est non trivial pour
toute place v. En effet si ψv = 1, comme F + Fv est dense dans AF , alors ψ = 1
par continuité.

Théorème 4.1.14. Soit ψ : AF → S1 un caractère unitaire de AF tel que ψ(F ) =
{1} et fψv = Ov pour presque toute v. Alors l’application x 7→ ψx, with ψx(y) =
ψ(xy) est un isomorphisme de groupes topologiques de AF sur ÂF .

Démonstration. Soit x = (xv)v ∈ AF . Pour y = (yv)v ∈ AF , on a

ψx(y) =
∏
v

ψv(xvyy).

Alors ψv(xvOv) = 1 pour presque toute v de sorte que ψx est un caractère continu
de AF . On vérifie facillement que l’application x 7→ ψx est injective et un homéo-
morphisme sur son image. Montrons qu’elle est surjective. Si ϕ ∈ ÂF , le caractère
ϕ correspond à une famille (ϕv) de caractères unitaires des Fv telle que ϕ(Ov) = 1
pour presque toute v. Comme ψv 6= 1 pour tout v d’après la remarque 4.1.13, il
existe xv ∈ Fv tel que ϕv = ψv,xv . Par ailleurs fψv = Ov pour presque toute v,
on doit donc avoir xvOv ∈ Ov pour presque toute v, c’est-à-dire xv ∈ Ov. Ainsi
(xv) ∈ AF . Ceci implique que ϕ = ψx pour x = (xv)v.

Corollaire 4.1.15. Soit ψ un caractère unitaire non trivial de AF tel que fψv = Ov
pour presque toute v. Alors l’application x 7→ ψx induit un isomorphisme de F sur
ÂF/F .

Démonstration. Le groupe dual ÂF/F s’identifie à F⊥ ∈ AF . En utilisant l’iso-
morphisme AF ' ÂF prouvé au théorème 4.1.14, on considère F⊥ comme un
sous-groupe discret de AF d’après le théorème 4.1.1. Comme ψ(F ) = 1, on a
F ⊂ F⊥. De plus, il est facile de vérifier que F⊥ est un sous-F -espace vectoriel de
AF . Le quotient F⊥/F est alors un sous-groupe discret du groupe compact AF/F
(théorème 3.1.5) et est donc fini. Mais F⊥/F est également un F -espace vectoriel
et F est infini. On doit donc avoir F⊥ = F .

Corollaire 4.1.16. Soit ψ un caractère unitaire non trivial de AF tel que ψ(F ) =
1. Alors fψv = Of pour presque toute v.
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Démonstration. D’après le corollaire 4.1.15, ψ est de la forme ϕ(ξ−) pour caractère
ϕ vérifiant les propriétés demandées et ξ ∈ F . Comme ξ ∈ O×v pour presque toute
v, on en déduit le résultat.

4.1.4 Transformée de Fourier

Soit G un groupe abélien localement compact et soit dg une mesure de Haar
sur G. Pour f ∈ L1(G), la transformée de Fourier de f est la fonction f̂ sur Ĝ
définie par

∀ĝ ∈ Ĝ, f̂(ĝ) :=
∫
G
f(g)ĝ(g)−1 dg.

Théorème 4.1.17 (Inversion de Fourier). Il existe une unique mesure de Haar
dĝ sur Ĝ telle que, pour tout f ∈ L1(G) vérifiant f̂ ∈ L1(G) on a

∀g ∈ G, f(g) =
∫
Ĝ
f̂(ĝ)ĝ(g) dĝ.

La mesure dĝ est appelée la mesure duale de dg.

Remarque 4.1.18. Le théorème d’inversion 4.1.17 peut se réécrore ˆ̂
f = f̌ où f̌

est défini par f̌(g) := f(g−1).

Supposons que G est isomorphe à son dual Ĝ et fixons un isomorphisme entre
ces deux groupes topologiques. Par exemple, si G = F où F est un corps local,
il revient au même de fixer un caractère unitaire non trivial de F . Dans ce cas,
on peut on peut considérer la transformée de Fourier f̂ d’une fonction f comme
une fonction sur G et la mesure duale dĝ comme une mesure de Haar sur G. Si
c ∈ R>0, la mesure duale de c dg est donnée par c−1 dĝ. Ainsi il existe une unique
mesure de Haar dg sur G qui est autoduale, c’est-à-dire dĝ = dg. On l’appelle
la mesure autoduale. Il faut bien noter que cette mesure autoduale ne dépend pas
uniquement de G mais aussi de l’isomorphisme choisi entre G et Ĝ.

4.1.5 Transformée de Fourier sur un corps local

Soit F un corps local. On suppose dans un premier temps que F est ultramé-
trique ultramétrique. Soit OF son anneau de valuation, pF l’idéal maximal de OF ,
πF une uniformisante de F et qF le cardinal du corps résiduel OF/pF . Soit ψ un
caractère non trivial de F . Le choix de ψ fournit un isomorphisme F ' F̂ . Soit
fψ le conducteur de ψ et soit d ∈ Z tel que fψ = pdF = (πdF ). On note dx l’unique
mesure de Haar sur F telle que Vol(OF ) =

∫
OF dx = q

d
2
F . Nous verrons un peu plus
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loin qu’avec ce choix dx est la mesure autoduale de F (relativement à notre choix
de ψ). La transformée de Fourier d’une fonciton f sur F est alors la fonction f̂
définie sur G par

f̂(y) =
∫
G
f(x)ψ(−xy) dx.

Nous allons être plus particulièrement intéressés par certaines fonctions spé-
ciales de F . Soit S(F ) le C-espace vectoriel des fonctions localement constantes à
support compact sur F . Cet espace est appelé l’espace de Schwartz-Bruhat.

Théorème 4.1.19. Si f ∈ S(F ), alors f̂ ∈ S(F ) et on a ˆ̂
f = f̌ .

Remarque 4.1.20. Le théorème 4.1.19 montre que notre choix de mesure dg est
bien autodual pour le caractère ψ.

Démonstration. Une fonction f ∈ S(F ) est une combinaison C-linéaire finie de
fonctions de la forme 1a+pnF

pour a ∈ F et n ∈ Z. Il est donc suffisant de vérifier le
théorème lorsque f = 1a+pnF

. Nous allons utiliser plusieurs fois le résultat suivant.
Lemme 4.1.21. Soit G un groupe abélien compact, soit dg une mesure de Haar
sur G et soit ψ un caractère de G. On a alors

∫
G
ψ(g) dg =

0 si ψ 6= 1G
Vol(G) si ψ = 1G.

Démonstration. Si ψ = 1G, le résultat est évident. Supposons donc qu’il existe h ∈
G tel que ψ(h) 6= 1. On a alors, par invariance de dg, ψ(h)

∫
G ψ(g) dg =

∫
G ψ(g) dg

et donc
∫
G ψ(g) dg = 0.

Revenons à la démonstration du théorème 4.1.19. On a

f̂a,n(y) =
∫
F

1a+πnOF (x)ψ(−xy) dx =
∫
πnOF

ψ(−(a+ z)y) dy

= ψ(−ay)
∫
πnOF

ψ(zy) dz.

Le lemme 4.1.21 immplique que

∫
πnOF

ψ(zy) dz =

0 si yπnOF 6⊂ fψ

Vol(πnOF ) si yπnOF 6⊂ fψ.

On a donc

f̂a,n(y) = Vol(πnOF )ψ(−ay)1π−nfψ(y) = q−nF Vol(OF )ψ(−ay)1π−n+dOF (y). (4.1)
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En utilisant à nouveau l’égalité (4.1), on obtient
̂̂
fa,n(x) = q−nF Vol(OF )

∫
F
ψ(−az)1π−n+dOF (z)ψ(−xz) dz

= q−nF Vol(OF )
∫
F

1π−n+dOF (z)ψ(−(a+ x)z) dz

= q−nF Vol(OF )qn−dF Vol(OF )ψ(0 · x)1πn−dfψ(a+ x)
= q−dF Vol(OF )21−a+πnOF (x) = q−dF Vol(OF )21a+πnOF (−x).

L’équation (4.1) et la proposition 4.1.6 montrent que f̂a,n ∈ S(F ) et le choix de la
mesure de Haar dg implique q−dF Vol(OF ) = 1, de sorte que ̂̂fa,n = ˇfa,n.

Exemple 4.1.22. Si F est une extension finie de Qp et ψ = ψQp ◦ TrF/Qp , alors
fψ = D−1

F/Qp . Pour ce choix de caractère, la mesure autoduale de F est q−
m
2

F dx où
dx est la mesure de Haar normalisée (c’est-à-dire

∫
OF dx = 1) et DF/Qp = pmF , avec

m ∈ N.

Exercice 4.1.1. On considère ici le cas où F = R. On définit un caractère unitaire
non trivial unitary de R en posant ψR(x) := e−2πix. Vérifier que la mesure de Haar
autoduale pour ce caractère est le mesure de Lebesgue dx (c’est-à-dire telle que∫ 1
0 dx = 1). De plus soit S(R) l’espace de Schwartz des fonctions indéfiniment
dérivables f : R→ C telles que pour tout (m,n) ∈ N2

lim
|x|→+∞

|x|m|f (n)(x)| = 0.

Véfifier que f ∈ S(R) implique f̂ ∈ S(R) et ˆ̂
f = f̌ .

Exercice 4.1.2. On considère à présent le cas où F = C. On définit un caractère
unitaire non trivial de C en posant ψC(z) := ψR(TrC/R(z)) = e−4πiRe(z). Vérifier
que la mesure de Haar autoduale sur C est la mesure 2 dx dy (telle que la mesure
de [0, 1]2 vaut 2). Soit S(C) l’espace de Schwartz space des fonctions indéfiniment
différentiables f : C ' R2 → C telles que pour tout (p, q, n) ∈ N3

lim
|z|→+∞

|z|n
∣∣∣∣∣ ∂p+qf∂xp∂yq

(z)
∣∣∣∣∣ = 0.

Véfiier que f ∈ S(C) implique f̂ ∈ S(C) et que ˆ̂
f = f̌ .

4.1.6 Transformée de Fourier sur les adèles

Soit ψ un caractère unitaire non trivial de AF tel que ψ(F ) = 1. Le corollaire
4.1.16 implique alors que fψv = Ov pour presque toute v. Soit Af l’anneau des
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adèles finis, c’est-à-dire le produit restreint des Fv pour v place ultramétrique
relativement aux sous-groupes Ov. On définit l’espace des fonctions de Schwartz-
Bruhat sur AF comme

S(AF ) := S(F∞)⊗C S(Af )

où S(F∞) := ⊗
v|∞ S(Fv) et S(Af ) est l’espace des fonctions localement constantes

à support compact surAf . Tout élément de S(AF ) est une somme finie de fonctions
de la forme ⊗v∈S fv ⊗ χS où χS = 1∏

v/∈S Ov
pour S un ensemble fini de places

contenant Σ∞ et fv ∈ S(Fv).
Noter que fψv = Ov pour presque tout v. Dans ce cas, la mesure autoduale de

Fv relativement à ψv vérifie
∫
Ov dxv = 1. Soit dx la mesure sur AF définie comme

le produit des mesures autoduales mesure sur les Fv relativement aux ψv. Cette
mesure est bien définie d’après le proposition 3.1.10.

Proposition 4.1.23. Si f ∈ S(AF ), alors f̂ ∈ S(AF ) et ˆ̂
f = f̌ .

En particulier la mesure de Haar sur AF définie comme le produit des mesures
autoduales sur les Fv relativement aux ψv est bien la mesure autoduale sur AF

relativement à ψ.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de vérifier le résultat pour une fonction f de
la forme ⊗v∈S fv ⊗ χS. Sans perte de généralité, on peut agrandire S de sorte que
S contienne toutes les places v pour lesquelles fψv 6= Ov. D’après la proposition
3.1.10, on a alors

f̂(y) =
∫
AF
f(x)ψ(−xy) dx =

∏
v∈S

∫
Fv
fv(x)ψv(−xvyv) dxv =

∏
v∈S

f̂v(yv).

On en déduit que f̂ = ⊗
v∈S f̂v ⊗ χS ∈ S(AF ) et la formule d’inversion se déduit

du théorème 4.1.19.

D’après le corollaire 4.1.15, tout autre caractère unitaire ψ de AF vérifiant ψ(F )
est de la forme ψ(ξ−) pour un certain ξ ∈ F . La formule du produit (théorème
2.3.12 implique alors que la mesure autoduale sur AF relativement à ψ(ξ−) est
aussi dx. En effet, en posant ψ′ = ψ(ξ−), on vérifie facilement que la mesure

autoduale sur Fv relativement à ψ′v est |ξv|
1
2
v dxv. Ainsi la mesure autoduale sur

AF ne dépend pas du choix du caractère character ψ (à condition que ψ(F ) = {1}).
Le quotient de cette mesure autoduale sur AF par la mesure de comptage sur F
est une measure de Haar sur AF/F appelée mesure de Tamagawa sur AF .

Proposition 4.1.24. Pour la mesure de Tamagawa, le volume de AF/F vaut 1.
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Démonstration. Prouvons le cas des corps de nombres. Soit dx = ⊗
v dxvla mesure

sur AF telle que dxv est la mesure normalisée sur pour tout v. D’après le théorème
3.1.11, on a

∫
AF /F dx = |∆F |

1
2 pour la mesure quotient de dx par la mesure de

comptage sur F . Soit ψ un caractère unitaire non trivial de AF . Comme la mesure
autoduale sur AF ne dépend du choix de ce caractère, on peut le choisir de la forme
ψQ ◦ TrF/Q. Alors fψv = D−1

Fv/Qp pour toute place v ultramétrique (avec p = v|Q)
alors que dxv est déjà autoduale si v | ∞ (d’après les exercices 4.1.1 et 4.1.2).
Ainsi la mesure autoduale sur AF est c dx où c = ∏

v-∞ cv avec cv = |πv|
dv
2
v tel que

DFv/Qp = (πdvv ). La formule du produit (théorème 2.3.12 implique alors que

∏
v

cv =
∏
v-∞
|πv|

dv
2
v =

∏
p

∏
v|p
|NFv/Qp(πv)dv |

1
2
p =

∏
p

|∆F |
1
2
p = |∆F |

− 1
2∞ .

Ce qui nous donne le résultat.

Exercice 4.1.3. Démontrer la proposition 4.1.24 lorsque F est un corps de fonc-
tions.

4.2 Fonctions zêta locales

4.2.1 Caractères multiplicatifs

Soit F un corps local ultramétrique. On rappelle qu’un caractère de F× est un
morphisme de groupes continu ω : F× → C×. Un caractère est dit non ramifié si
ω(O×F ) = 1. Dans ce cas, il est déterminé par sa valeurs sur une uniformisante πF
de F et donc de la forme |·|sF pour un nombre complexe s ∈ C. Plus généralement,
un carcatère ω de F× peut s’écrire sous la forme ω0|·|sF où ω0 est unitaire et s ∈ C.
Noter qu’une telle écriture n’est pas unique. On dit que deux caractères |·|1 et |·|2
sont equivalents s’il existe s ∈ C tel que |·|2|·|−1

1 = |·|s. La classe d’équivalence
d’un caractère est en bijection avec C/Z 2πi

log(qF ) ' C× et peut être munie d’une
structure de surface de Riemann. Cela nous permet de parler de l’holomorphie ou
de la méromorphie d’une fonction à valeurs complexes définie sur l’ensemble des
caractères.

Si ω est un caractère de F×, on pose σ(ω) := Re(s) où ω = ω0|·|s avec ω0
unitaire. Cette définition ne dépend pas de la décomposition choisie. En effet,
siω0|·|s = ω′0|·|s

′ , alors s− s′ ∈ iR.
À partir de maintenant, on fixe ψ un caractère non trivial de F et on note dx

la mesure autoduale de F relativement au choix de ψ. On fixe également d×x une
mesure de Haar sur F× (le choix de d×x n’influe sur ce qui suit).
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Si f ∈ S(F ) et si ω est un caractère de F×, l’intégrale zêta associée à f et ω
est

Z(f, ω) :=
∫
F×

f(x)ω(x) d×x

lorsque l’intégrale converge.
Lemme 4.2.1. L’intégrale Z(f, ω) converge absolument pour σ(ω) > 0.

Démonstration. On peut écrire f = f(0)1OF + g où g est localement constante à
support compact dans F×. L’intégrale

∫
F× g(x)ω(x) d×x converge absolument pour

tout ω. De plus, si σ := σ(ω) > 0, on a∫
F×
|1OF (x)ω(x)| d×x =

∫
OF
|x|σ d×x =

+∞∑
n=0

∫
πnFOF

|x|σ d×x

=
∞∑
n=0

q−nσF Vol(O×F ) = Vol(O×F ) 1
1− q−σF

.

Remarque 4.2.2. La preuve du lemme 4.2.1 montre que, pour tout s ∈ C tel que
Re s > 0, on a

Z(1OF , |·|sF ) = Vol(O×F ) 1
1− q−sF

.

4.2.2 L’équation fonctionnelle locale

Soit f ∈ S(F ). La remarque 4.2.2 implique que, pour Re s > 0,

Z(f, |·|s) = f(0) Vol(O×F ) 1
1− q−sF

+ Z(g, |·|s)

où g = f − f(0)1OF . Comme g est une fonction à support compact sur F×, l’in-
tégrale Z(g, |·|s) converge absolument pour toute valeur de s ∈ C et l’application
s 7→ Z(g, |·|s) est holomorphe sur C. Ceci montre que l’application s 7→ Z(f, |·|s)
se prolonge (de façon unique par le théorème du prolongement analytique) en une
fonction méromorphe sur C.

Considérons à présent le cas de caractères ramifiés. Soit ω0 un caractère unitaire
de F× et supposons que ω0 est ramifié, ce qui est encore équivalent à demander que
ω0 ne soit pas de la forme |·|it pour t ∈ R. On définit le conducteur de ω0 comme
le plus grand idéal fω0 de OF tel que ω0 est trivial sur 1 + fω0 . La proposition
4.1.6 montre que le conducteur est un idéal ouvert de OF . Il est donc de la forme
fω0 = (πmF ) pour un certain. Notons que, puisque ω0 est ramifié, la restriction de
ω0 à O×F est non triviale. Le lemme 4.1.21 implique que∫

O×F
ω0(x) d×x = 0.
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Par invariance de la mesure de Haar, on en déduit que, pour tout n ∈ Z, on a∫
πnO×F

ω0(x) d×x = 0. Soit f ∈ S(F ) et soit n > 1 tel que f est constante sur
πnOF . Pour s ∈ C tel que Re s > 0, on a

∫
πnOFr{0}

f(x)ω0(x)|x|s d×x =
∑
k>n

∫
πkO×F

f(x)ω0(x)|x|s d×x

=
∑
k>n

|π|ks
∫
πkO×F

f(0)ω0(x) d×x = 0.

On a donc prouvé

Z(f, ω0|·|s) =
∫
FrπnOF

f(x)ω0(x)|x|s d×x

pour tout s ∈ C tel que Re s > 0. L’intégrale de droite est absolument convergente
pour tout s ∈ C et fournit une fonction holomorphe sur C. Ainsi on a prouvé que
la fonction s 7→ Z(f, ω0|·|s) s’étend en une fonction holomorphe sur C (autrement
dit une fonction entière).

Pour conclure, nous avons prouvé que la fonction ω 7→ Z(f, ω) possède un
unique prolongement méromorphe en ω. Ce prolongement méromorphe est holo-
morphe sur les classes d’équivalence de caractères ramifiés. Nous allons à présent
vérifier que ce prolongement méromorphe satisfait une équation fonctionnelle.

Si ω est un caractère de F×, on définit ω̃ := |·|ω−1. En écrivant ω = ω0|·|s où
ω0 est unitaire, on a ω̃ = ω−1

0 |·|1−s = ω0|·|1−s.

Proposition 4.2.3. Soit ω un caractère de F× tel que 0 < σ(ω) < 1. Soient f et
g deux éléments de S(F ). On a alors

Z(f, ω)Z(ĝ, ω̃) = Z(g, ω)Z(f̂ , ω̃).

Démonstration. Prouvons que la quantité Z(f, ω)Z(ĝ, ω̃) ne change pas lorsque
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l’on échange les rôles de f et g.

Z(f, ω)Z(ĝ, ω̃) =
∫ ∫

F××F×
f(x)ĝ(y)|y|ω(xy−1) d×x d×y

=
∫ ∫

F××F×
f(yz)ĝ(y)|y|ω(z) d×y d×z

=
∫
F×

ω(z)
(∫

F×
f(yz)ĝ(y)|y| d×y

)
d×z

=
∫
F×

ω(z)
∫
F×

f(yz)|y|
∫
F
g(u)ψ(−uy) du d×y d×z

=
∫
F×

ω(z)
∫
F×

∫
F
f(v)|vz−1|g(u)ψ(−uvz−1) du d×v d×z

=
∫
F×

ω(z)|z−1|
∫
F

∫
F
f(v)g(u)ψ(−uvz−1) du|v| d×v d×z

= C
∫
F×

ω(z)|z−1|
∫
F

∫
F
f(v)g(u)ψ(−uvz−1) du dv d×z

Comme |v| d×v est, à un facteur scalaire non nul C > 0, la mesure de Haar dv sur
F , on voit bien que la quatité est symétrique en f et g.

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant.

Théorème 4.2.4 (Tate). Pour toute f ∈ S(F ), la fonction ω 7→ Z(f, ω) possède
un prolongement méromorphe sur l’espace de tous les caractères de F×. De plus,
il existe une fonction méromophe inversible ω 7→ γ(ψ, ω) telle que

Z(f, ω) = γ(ψ, ω)Z(f̂ , ω̃)

pour tout ω.

Démonstration. Il suffit de prouver que pour tout caractère unitaire ω0 de F×,
il existe une fonction g ∈ S(F ) telle que that Z(ĝ, ω−1

0 |·|1−s) and Z(g, ω0|·|s)
sont méromorphe en s ∈ C et non nulles. En effet, on choisit alors γ(ψ, ω0|·|s) =
Z(g,ω0|·|s)

Z(ĝ,ω−1
0 |·|1−s)

. Notons qu’il suffit de trouver g telle que la fonction s 7→ Z(ĝ, ω−1
0 |·|1−s)

est non nulle. En effet si Z(g, ω0|·|s) était nulle, on aurait

Z(ĝ, ω−1
0 |·|1−s)Z(ĝ, ω0|·|s) = Z(g, ω−1

0 |·|1−s)Z(ˆ̂g, ω0|·|z)
= ω0(−1)Z(g, ω0|·|1−s)Z(ω0|·|1−s) = 0

et il en serait de même de s 7→ Z(ĝ, ω−1
0 |·|1−s).

Pour trouver g, considérons séparément le cas où ω0 est non ramifié et le cas
où ω0 est ramifié.
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Supposons ω0 non ramifié. On peut alors supposer que ω0 = 1. On peut choisir
g telle que ĝ = 1OF . En effet, on a déjà calculé (remarque 4.2.2) que

Z(1OF , |·|1−s) = Vol(O×F ) 1
1− qs−1

F

qui est bien non nulle.
Supposons que ω0 est ramifié et choisissons g telle que ĝ = 11+pmF

où pmF est le
conducteur de ω0 (et donc de ω−1

0 ). On a alors

Z(ĝ, ω−1
0 |·|1−s) = Vol(1 + pmF ) 6= 0.

Si ω désigne un caractère de F×, on définit sa fonction L locale par la formule

L(ω) :=


1

1−q−sF
si ω = |·|s is unramified

1 si ω is ramified.

Les calculs précédents montrent que, pour toute fonction f ∈ S(F ), la fonction
ω 7→ L(ω)−1Z(f, ω) est holomorphe en ω. Autrement dit, pour tout caractère
unitaire ω0 de F×, la fonction s 7→ L(ω0|·|s)−1Z(f, ω0|·|s) est holomorphe en s.

On définit alors le facteur epsilon de ω par la formule

ε(ψ, ω) := γ(ψ, ω)L(ω̃)
L(ω) .

L’équation fonctionnelle locale (théorème 4.2.4) se réécrit

∀f ∈ S(F ), ∀ω, Z(f, ω)
L(ω) = ε(ψ, ω)Z(f̂ , ω̃)

L(ω̃) .

De plus, la fonction ω 7→ ε(ψ, ω) est holomorphe et inversible.

Proposition 4.2.5. Soit ω un carcatère de F×, on a alors : formulas.
(i) γ(ψ, ω)γ(ψ, ω̃) = ω(−1) ;
(ii) γ(ψ, ω) = ω(−1)γ(ψ, ω) ;
(iii) si σ(ω) = 1

2 , alors |γ(ψ, ω)| = 1.

Démonstration. (...)

Remarque 4.2.6. Les facteurs γ et ε peuvent être explicités complètement. Soit
(πdF ) le conducteur de ψ. On a alors

ε(ψ, |·|s) = q
d( 1

2−s)
F
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et, si ω0 est un caractère unitaire ramifié de F×, de conducteur pmF , vérifiant de
plus ω0(π) = 1, alors

ε(ψ, ω0|·|s) = q
(d−m)( 1

2−s)
F q

−m2
F G(ψ, ω0)

où G(ψ, ω0) est la “somme de Gauss”

G(ψ, ω0) =
∑

a∈(OF /pmF )×
ω0(a)ψ(πd−mF a).

La proposition 4.2.5 montre alors que |G(ψ, ω0)| = q
n
2
F . Si n = 1, on retrouve le

résultat classique concernant les sommes de Gauss sums du corps fini kF .

4.2.3 Le cas des corps locaux archimédiens

L’énoncé du théorème 4.2.4 reste valable si l’on remplace F par R ou C à
condition de faire les modifications ci-dessous. Nous laissons les calculs et démons-
trations en exercice.

Si F = R, posons

L(|·|s) := π−
s
2 Γ( s2), L(sgn|·|s) := L(|·|s+1).

On a alors
ε(ψR, |·|s) = 1, ε(ψR, sgn|·|s) = −i

(rappelons que ψR est le caractère x 7→ e−2πix.
Si F = C et n ∈ Z, on définit θn par z 7→ (zz−1)n2 . Il s’agit d’un carcatère

unitaire de C× et tout caractère de C× est équivalent à θn pour un unique n ∈ Z.
On pose

L(θn|·|sC) := (2π)1−s+ |n|2 Γ
(
s+ |n|2

)
.

On a alors
ε(ψC, θn|·|sC) = i−|n|.

Rappelons que ψC est le caractère ψR ◦ TrC/R de C et que |·|C = |·|R ◦NC/R = |·|2.

4.3 Fonctions zêta globales

4.3.1 La formule d’inversion dans le cas compact

Soit G un groupe abélien compact. Son dual Ĝ est donc discret d’après le
théorème 4.1.1. On munit G de la mesure de Haar dg de volume 1. Nous allons
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voir que la mesure duale correspondante sur Ĝ est la mesure de comptage. Nous
supposons de plus que si g ∈ G, il existe χ ∈ Ĝ tel que χ(g) 6= 1. C’est une
conséquence du théorème 4.1.3, mais nous allons démontrer directement le résultat
qui suit sans faire appel à ce résultat plus fort.

Remarque 4.3.1. On peut vérifier que le groupe AF/F vérifie la propriété pré-
cédente en utilisant le corollaire 4.1.15.

Théorème 4.3.2. Soit f ∈ L1(G) telle que f̂ est une fonction sommable sur Ĝ.
Alors pour presque tout g ∈ G, on a

f(g) =
∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(g).

Démonstration. La sous-algèbre de l’ensemble des fonctions continues de G dans
C formée des combinaisons linéaires d’éléments de Ĝ vérifie les hypothèses du
théorème de Stone et est donc dense dans C(G,C) pour la norme de la borne
supérieure. On montre alors que la fonction f −∑ξ f̂(χ)χ est orthogonale à cette
sous-algèbre pour le produit scalaire

〈u, v〉 =
∫
G
u(g)v(g) dg.

On en conclut que cette fonction est orthogonale à C(G,C) dans L1(G), qui est
dense dans L1(G), et on obtient le résultat.

4.3.2 Formule de Poisson

Lemme 4.3.3. Soit f ∈ S(AF ). Alors la série de fonctions

x 7−→
∑
ξ∈F

f(x+ ξ)

est normalement convergente sur tout compact de AF .

Démonstration. Comme f est une combinaison linéaire finie de fonctions de la
forme f∞⊗1U où U est un ouvert compact de Af et f∞ ∈ S(F∞), il suffit de prouver
le lemme pour les fonctions de ce type. SoitK une partie compacte de AF . Quitte à
agrandirK, on peut supposer queK est de la formeK∞×

∏
v∈S π

mv
v OFv×

∏
v/∈S OFv

où S ⊂ Σ r Σ∞ est fini, mv ∈ Z pour v ∈ S et U ⊂ ∏
v∈S π

mv
v OFv ×

∏
v/∈S OFv .

Soit Λ l’image dans F∞ de F ∩∏v∈S π
mv
v OFv ×

∏
v/∈S OFv . Alors Λ est un réseau de
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F∞ ' R[F :Q]. Pour ξ ∈ F , si la fonction x 7→ fξ(x) := f(x+ ξ) est non nulle, alors
ξ ∈ Λ. On en conclut que ∑

ξ∈F
sup
K
|fξ| 6

∑
ξ∈Λ

sup
K∞

|f∞,ξ|.

Comme fv ∈ S(Fv) pour tout v ∈ Σ∞, on a f∞(x) = O(‖x‖−[F :Q]+1) pour x ∈ F∞
(où ‖·‖ désigne une norme sur le R-espace vectoriel F∞). On en conclut que la
série de fonctions ∑ξ∈F fξ converge normalement sur K.
Théorème 4.3.4 (Poisson formula). Pour f ∈ S(AF ), on a

(i) ∑ξ∈F f(ξ) = ∑
ξ∈F f̂(ξ) ;

(ii) et pour tout a ∈ IF , |a|
∑
ξ∈F f(aξ) = ∑

ξ∈F f̂(a−1ξ).

Démonstration. La formule (ii) se déduit facilement de la formule (i) appliquée
à la fonction x 7→ f(ax). Prouvons donc (i). D’après le lemme 4.3.3, la série∑
ξ f(x+ξ) est normalement convergente pour x variant dans une partie compacte

de AF , la fonction x 7→ g(x) := ∑
ξ∈F f(x + ξ) est continue sur AF/F . Comme

AF/F est compact (théorème 3.1.5), la fonction g est intégrable. Calculons ses
coefficients de Fourier (c’est-à-dire la fonction ĝ sur l’espace discret ÂF/F ). Le
corollaire 4.1.15 nous permet d’identifier ÂF/F à F . Plus précisément on fixe ψ
un caractère unitaire non trivial de AF trivial sur F . On associe alors ξ ∈ F
le caractère ψξ : x 7→ ψ(ξx) de AF/F . Soit D ⊂ AF un domaine fondamental
compact de AF/F (qui existe d’après la démonstration du théorème 3.1.11). Pour
ξ ∈ F , on a, en utilisant la proposition B.5.4,

ĝ(ξ) =
∫
AF /F

g(x)ψ(−ξx) dx =
∫
AF /F

∑
u∈F

f(x+ u)ψ(−ξx) dx

=
∫
AF
f(x)ψ(−ξx) dx = f̂(ξ).

On a f̂ ∈ S(AF ) d’après la proposition 4.1.23. La série ∑ξ∈F ĝ(ξ) est donc absolu-
ment convergente et la formule d’inversion de Fourier implique

∀x ∈ AF/F, g(x) =
∑
ξ∈F

f̂(ξ)ψ(ξx).

On obtient la formule (i) en évaluant cette égalité en x = 0.

4.3.3 Intégrales sur IF

Rappelons que si z ∈ C vérifie |z − 1| < 1, alors on pose

log(z) =
∑
n>1

(−1)n−1

n
(z − 1)n.
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Soit (xv)v∈Σ une famille de nombres complexes non nuls indexée par un en-
semble Σ. On dit que le produit ∏v∈Σ xv est absolument convergent si la famille
(|xv − 1|)v∈Σ est sommable. Dans ce cas, le produit infini ∏v∈Σ xv existe comme
un élément de C×. En effet, il existe une partie finie S ⊂ Σ telle que |xv − 1| < 1
pour v /∈ S. Comme |log(xv)| ∼ |xv − 1| quand v varie parmi les complémentaires
des parties finies de Σ r S, la série ∑v/∈S log(xv) converge absoluement. On pose
alors ∏

v∈Σ
xv :=

(∏
v∈S

xv

)
exp

∑
v/∈S

log(xv)
 .

Dans ce cas la famille (∏v∈S xv)S⊂Σ indexée par les parties finies S ⊂ Σ converge
vers ∏v∈Σ xv pour le filtre des complémentaires des parties finies. Autrement dit
pour tout ε > 0, il existe une partie finie S0 ⊂ Σ telle que, pour toute partie finie
S ⊃ S0, on a |∏v∈S xv −

∏
v∈Σ xv| 6 ε.

On considère désormais une famille de groupes localement compacts Gv indexée
par v ∈ Σ, une partie finie Σ∞ ⊂ Σ et, pour tout v /∈ Σ∞ un sous-groupe compact
ouvert Hv ⊂ Gv. Pour tout v ∈ Σ, on fixe une mesure de Haar (à gauche) dgv sur
Gv telle que que

∫
Hv

dgv = 1 pour presque tout v /∈ Σ∞. Soit dg = ⊗
v∈Σ dgv la

mesure produit sur G := ∏′
v Gv.

Lemme 4.3.5. Pour v ∈ Σ et soit fv une fonction continue et intégrable sur Gv.
Supposons que fv|Hv = 1Hv pour presque tout v /∈ Σ∞ et définissons f((gv)) :=∏
v fv(gv) sur G. Si le produit ∏v

∫
Gv
|fv(gv)| d×gv est absolument convergent, alors

la fonction f est intégrable sur G et∫
G
f(g) d×g =

∏
v

∫
Gv
fv(gv) d×gv.

Démonstration. On démontre le résultat en utilisant le théorème de convergence
dominée. Soit S0 l’ensemble fini des v tels que v ∈ Σ∞ ou fv|Hv 6= 1Hv . Pour toute
partie finie S de Σ contenant S0, posons

GS =
∏
v∈S

Gv ×
∏
v/∈S

Hv.

Alors G est l’union des ouverts GS. Pour un tel S notons dgS la mesure de Haar⊗
v∈S dgv sur GS. Si on prouve qu’il existe un réel C > 0 tel que

∫
GS
|f(g)| dgS 6 C

pour tout S ⊃ S0, alors le théorème de convergence dominée implique que f est
intégrable et que ∫

G
f(g) dg = lim

S0⊂S⊂Σ

∫
GS
f(gS)⊗v∈S dgS.
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Or l’inclusion S ⊃ S0 et la proposition 3.1.10 impliquent que∫
GS
|f(g)| =

∏
v∈S

∫
Gv
|fv(gv)| dgv.

En particulier la famille des ∏v∈S
∫
Gv
|fv(gv)| dgv est bornée. On en conclut l’exis-

tence de C > 0. De plus la famille des
(∫
Gv
|fv(gv)| dgv − 1

)
v
est sommable si et

seulement si la famille des
(∫
GvrHv |fv(gv)| dgv

)
v/∈Σ∞

est sommable. En particulier
la famille

(∣∣∣∫GvrHv fv(gv) dgv∣∣∣)v/∈Σ∞
est sommable, ce qui implique que le produit∏

v

∫
F×v

fv(gv) dgv est absolument convergent. On en déduit donc∫
G
f(g) dg = lim

S

∏
v∈S

∫
Gv
fv(gv) dgv =

∏
v

∫
Gv
fv(gv) dgv.

Nous appliquerons en particulier ce résultat au cas où G = IF , Gv = F×v et
Hv = O×Fv .

4.3.4 Caractères de Hecke, fonctions zêta globales

Un caractère de Hecke est un caractère du groupe localement compact IF/F×,
c’est-à-dire un morphisme de groupes continu χ : IF/F× → C×. Si χ est un
caractère de Hecke, pour toute place v de F , la précomposition de χ avec l’inclusion
F×v ↪→ IF est un caractère χv de F×v . On déduit de la continuité de χ que χv est
non ramifié pour presque toute place v. Réciproquement si (χv)v∈Σ est une famille
de caractères de F×v telle que presque tous les χv sont non ramifiée, on définit un
caractère χ de IF par la formule

χ((xv)v) :=
∏
v∈ΣF

χv(xv).

Cependant ce caractère n’est pas toujours un caractère de Hecke, il faut de plus
supposer que χ(F×) = {1}.

Proposition 4.3.6. Soit χ un caractère de Hecke. Alors il existe un nombre réel
σχ ∈ R tel que

∀x ∈ IF , |χ(x)| = |x|σχ .

Démonstration. C’est une conséquence de la compacité de I1
F/F

× (théorème 3.2.4).
En effet, on en déduit χ(I1

F/F
×) ⊂ S1 de sorte que |χ| se factorise à travers

l’application norme.
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En conséquence, si χ est un caractère de Hecke de composantes locales χv,
v ∈ Σ, le nombre réel σχv est indépendant du choix de v.

Fixons une mesure de Haar d×x on IF de la forme ⊗v d
×xv où d×xv est une

mesure de Haar sur F×v telle que
∫
O×Fv

d×xv = 1 pour presque toute v. Si f ∈ S(AF )
et χ est un caractère de Hecke character, on définit l’intégrale zêta globale Z(f, χ)
associée à f et χ par la formule

Z(f, χ) :=
∫
IF
f(x)χ(x) d×x

(lorsqu’elle est convergente).

Proposition 4.3.7. Si σχ > 1, l’intégrale Z(f, χ) est absolument convergente.

Démonstration. Supposons donc σχ > 1. On peut supposer que f est de la forme⊗
v fv où fv ∈ S(Fv) et fv = 1Ov pour v /∈ S où S est un ensemble fini de places

de F contenant Σ∞. Quitte à agrandir S, on peut même supposer que χv est non
ramifié et que

∫
O×Fv

d×xv = 1 pour v /∈ S. Pour chaque v, on déduit du lemme
4.2.1 que l’intégrale zêta locale

∫
F×v

fv(x)χv(x) d×xv est absolument convergente,
puisque σχv = σχ > 1 > 0. Il est donc suffisant de vérifier la convergence absolue
du produit product

∏
v/∈S

∫
F×v
|fv(xv)χv(xv)| d×xv =

∏
v/∈S

∫
Ov
|χv(xv)| d×xv.

Or χv est non ramifié dès que v /∈ S. On a donc |χv| = |·|σχv et
∫
Ov |χv(xv)| d

×xv =
1

1−q−σσv
(voir remarque 4.2.2). Le résultat se déduit donc du lemme suivant.

Lemme 4.3.8. Le produit ∏v/∈S
1

1−q−σv
est absolument convergent pour σ > 1.

Démonstration. Supposons dans un premier temps F = Q, on a alors 1
1−p−σ − 1 =

p−σ

1−p−σ 6 2p−σ et il est bien connu que ∑p p
−σ < +∞ dès que σ > 1. Si F est un

corps de nombres, on a, pour tout idéal maximal p de OF , 1
1−Np−σ

− 1 6 2Np−σ.
De plus Card {p | p} 6 [F : Q] pour tout nombre premier p. Ainsi on a∑

p

Np−σ 6 [F : Q]
∑
p

p−σ < +∞

si σ > 1.
Le cas des corps de fonctions est laissé en exercice.
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4.3.5 L’équation fonctionnelle globale

On déduit facilement de la convergence absolue des intégrales zêta globales pour
σχ > 1 que la fonction χ 7→ Z(f, χ) est holomorphe sur l’ensemble des caractères
de Hecke χ vérifiant σχ > 1. Plus précisément, si χ0 désigne un caractère de Hecke
unitaire, la fonction s 7→ Z(f, χ0|·|s) est bien définie et est holomorphe sur l’ouvert
{s ∈ C | Re(s) > 1}.

Remarque 4.3.9. Si F est un corps de fonctions, et si |IF | = qZ, la fonction
s 7→ Z(f, s) est invariant par addition d’éléments du groupe 2πi

log q .

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.10. Soit f ∈ S(AF ) et soit K une partie compacte de IF . Alors la
série ∑ξ∈F× f(yξ) est normalement convergente pour y ∈ K.

Théorème 4.3.11. Soit f ∈ S(AF ).
(1) La fonction χ 7→ Z(f, χ) possède une unique extension méromophe à l’en-

semble des caractères de Hecke characters et vérifie l’équation fonctionnelle sui-
vante

Z(f, χ) = Z(f̂ , χ̃)

où χ̃ := |·|χ−1 et la transformée de Fourier f̂ est relative à la mesure autoduale
sur AF .

(2) Si χ0 est un caractère de Hecke tel que χ0(I1
F ) 6= {1}, alors la fonction

méromorphe s 7→ Z(f, χ0|·|s) est holomorphe (elle ne possède aucun pôle).
(3) Supposons que F est un corps de nombres. Alors la fonction s 7→ Z(f, |·|s)

est holomorphe sur C r {0, 1}. De plus, tous ses pôles sont simples et sont inclus
dans l’ensemble {0, 1}. Si la fonction possède un pôle simple en 0 (resp. 1), le
résidu y est −κf(0) (resp. κf̂(0)), où κ désigne le nombre

∫
I1
F /F

× d×x.

(4) Supposons que F est un corps de fonctions et soit q ∈ Z>1 tel que |IF | = qZ.
Alors la fonction s 7→ Z(f, |·|s) est holomorphe sur Cr ( 2πi

log qZ∪ 1 + 2πi
log q ). De plus,

tous ses pôles sont simples et sont inclus dans l’ensemble {0, 1}. Si la fonction
possède un pôle simple en 0 (resp. 1), le résidu y est −κf(0) (resp. κf̂(0)), où κ
désigne le nombre

∫
I1
F /F

× d×x.

Démonstration. Dans la démonstration nous supposons que F est un corps de
nombres. Dans le cas d’un corps de fonctions, la démosntration est

Fixons χ0 un caractère de Hecke unitaire (en particulier σχ0 = 0) et montrons
que la fonction s 7→ Z(f, χ0|·|s) a les propriétés recherchées. On Z(f, χs0) = I(s) +
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II(s) où

I(s) =
∫
|x|<1

f(x)χ0(x)|x|s d×x, II(s) =
∫
|x|>1

f(x)χ0(x)|x|s d×x.

D’après la proposition 4.3.7, l’intégrale définissant la fonction s 7→ II(s) est ab-
solument convergente sur tout compact du domaine {Re(s) > 1} et la fonction
s 7→ II(s) est holomorphe sur ce domaine. Si Re(s) 6 1, on a |f(x)||xs| 6 |f(x)||x|2
pour |x| > 1, de sorte que l’intégrale

∫
|x|>1|f(x)||xs| d×x est dominée sur le domaine

{Re(s) 6 1} et donc la fonction s 7→ II(s) est définie et holomorphe sur C.
Notons v : |IF | → IF la section de la norme d’idèle considérée dans la preuve

du lemme 3.2.3. On a alors, pour Re(s) > 1,

I(s) =
∫ 1

0

∫
I1
F

f(xv(t))χ0(xv(t))ts d1x
dt

t
.

Remarquons que, quitte à remplacer s par s− iα pour un certain α ∈ R, on peut
toujours supposer que χ0(v(t)) = 1 pour tout t ∈ |IF |. On a donc

I(s) =
∫ 1

0
ts
∫
I1
F

f(xv(t))χ0(x) d1x
dt

t
.

Soit D un domaine fondamental compact pour le quotient I1
F/F

× (dont l’existence
a été démontrée dans la section 3.2.4). On a alors∫
I1
F

f(xv(t))χ0(x) d1x =
∑
ξ∈F×

∫
D
f(ξxv(t))χ0(x) d1x =

∫
D

∑
ξ∈F×

f(ξxv(t))χ0(x) d1x.

En effet la série ∑ξ∈F× f(ξy) converge normalement sur tout compact de IF . On
peut donc écrire

I(s) +
∫ 1

0
ts
∫
D
f(0)χ0(x) d1x

dt

t
=
∫ 1

0

∫
D

∑
ξ∈F

f(ξv(t)x)χ0(x) d1x
dt

t
.

En utilisant le lemme 4.1.21, on peut écrire∫ 1

0
ts
∫
D
f(0)χ0(x) d1x

dt

t
= κf(0)δ 1

s

où δ =

1 si χ0(I1
F ) = {1}

0 sinon.
. Ainsi

I(s) + κf(0)δ1
s

=
∫ 1

0
ts
∫
D

∑
ξ∈F

f(ξv(t)x)χ0(x) d1x
dt

t
.
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En utilisant la formule de Poisson (théorème 4.3.4), on a

I(s) + κf(0)δ1
s

=
∫ 1

0
ts−1

∫
D
t
∑
ξ∈F

f(ξv(t)x)χ0(x) d1x
dt

t

=
∫ 1

0
ts−1

∫
D

∑
ξ∈F

f̂(ξv(t)x)χ0(x) d1x
dt

t

=
∫ +∞

1
t1−s

∫
D−1

∑
ξ∈F

f̂(ξv(t)x)χ−1
0 (x) d1x

dt

t

=
∫
|x|>1

f̂(x)χ−1
0 (x)|x|1−s d×x+ f̂(0)κδ 1

s− 1

En particulier la fonction s 7→ I(s) + κf(0)δ 1
s
− κf̂(0)δ 1

s−1 se prolonge en une
fonction holomorphe sur C. On en déduit que la fonction s 7→ Z(f, χ0|·|s) possède
un prolongement méromorphe à C. On en déduit aussi immédiatement que si
χ0(I1

F ) 6= {1}, on a δ = 0 et que le prolongement est holomorphe. Enfin, pour tout
s /∈ C, on a l’égalité

Z(f, χ0|·|s) =
∫
|x|>1

f̂(x)χ−1
0 (x)|x|1−s d×x+

∫
|x|>1

f(x)χ0(x)|x|s d×x

− κδ

 f̂(0)
1− s + f(0)

s


qui implique l’équation fonctionnelle et l’assertion concernant les pôles et résidus.

4.3.6 Fonctions L globales

Soit χ : IF/F× → C× un caractère de Hecke. Notons Sχ l’ensemble des places
v de F telles que v | ∞ ou χv est ramifié en v (c’est-à-dire χv(O×Fv 6= {1}). Notons
ISF le produit restreint des groupes F×v pour v /∈ S relativement aux sous-groupes
O×Fv . Le groupe ISF s’identifie naturellement à un sous-groupe de IF . Notons I(F )S
le quotient de ISF par le sous-groupe compact ∏v/∈S O×Fv . D’après la section 3.2.2,
le groupe ISF s’identifie naturellement au groupe I(OF )S des idéaux fractionnaires
de OF premiers aux pv pour v ∈ S r Σ∞ dans le cas des corps de nombres et au
groupe DivS(F ) des diviseurs de F dont le support ne rencontre pas S dans le
cas des corps de fonctions. Comme χ est non ramifié hors de S, le caractère χ|ISF
se factorise à travers I(F )S et fournit donc un caractère de I(F )S, que l’on note
encore χ.

On note I(F )S+ le sous-monoïde de I(F )S engendré par les uniformisante πv
pour v /∈ S. Il s’identifie alors au monoïde des idéaux a ⊂ OF premiers aux pv,
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v ∈ S r Σ∞, dans le cas des corps de nombres et au sous-monoïde DivS+(F ) de
DivS(F ) constitué des diviseurs positifs, c’est-à-dire à coefficients positifs.

On note L(χ) le nombre, lorsqu’il existe,

L(χ) :=
∑

a∈I(F )S+

χ(a).

On adopte très souvent la notation suivante lorsque χ est unitaire. On note

L(χ, s) := L(χ|·|s).

En particulier si F est un corps de nombres, on a

L(χ, s) =
∑

a∈I(OF )S+

χ(a)N(a)−s.

Et si F est un corps de fonctions et q ∈ Z>1 est tel que |IF | = qZ, on a

L(χ, s) =
∑

a∈DivS+(F )

χ(a)q−s deg(a).

Lorsque χ est unitaire, ces sommes sont absolument convergentes dès Re(s) > 1.
On a alors

L(χ, s) =
∏
v-∞

L(χv|·|sv)

(en effet L(χv|·|sv) = 1 si χv est ramifié).

Remarque 4.3.12. Soit S l’ensemble des places finies de F telles que χv est
ramifié. Si v ∈ S, alors L(χv|·|sv) = 1. Cependant, si v /∈ S, alors χv($v) ne dépend
pas du choix de l’uniformisante $v of Fv et on note ce nombre χv(pv). On a alors
L(χv|·|sv) = 1

1−χv(pv)N(pv)−s . On peut donc réécrire, pour Re s > 1,

L(χ, s) =
∏
v-∞

(
1

1−χv(pv)N(pv)−s
)
.

On définit la fonction L complétée d’un caractère de Hecke χ par la formule

Λ(χ) := L(χ)
∏
v|∞

L(χv).

En d’autres termes, pour χ unitaire et s ∈ C,

Λ(χ, s) = L(χ, s)
∏
v|∞

L(χv|·|sv).
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On fixe à présent ψ a caractère unitaire non trivial de AF/F . On définit alors
le facteur ε de χ par la formule

ε(χ) =
∏
v

ε(ψv, χv)

avec, comme toujours, la variante, pour χ unitaire et s ∈ C,

ε(χ, s) =
∏
v

ε(ψv, χv|·|sv).

Ce produit est bien défini car il s’agit d’un produit fini : ε(ψv, χv) = 1 si χv est non
ramifié et si le conducteur de ψv est Ov (remarque 4.2.6). Nous verrons également
un peu plus loin que, comme la notation le suggère, ce produit ne dépend pas du
choix de ψ.

Dans la suite on munit AF de la mesure de Tamagawa (mesure autoduale pour
ψ mais indépendante de ψ) et on utilise ψ pour identifier AF à son dual (dans la
transformée de Fourier).

Théorème 4.3.13 (Hecke, Tate). Soit χ un caractère de Hecke unitaire. La fonc-
tion s 7→ Λ(χ, s) s’étend de façon unique en une fonction méromorphe sur C et
vérifie l’équation fonctionnelle suivante

Λ(χ−1, 1− s) = ε(χ, s)Λ(χ, s).

De plus si χ(I1
F ) 6= {1} (de façon équivalente, si le caractère χ n’est pas de la forme

|·|it pour un certain t ∈ R), alors la fonction s 7→ Λ(χ, s) est holomorphe sur C.

Démonstration. Les théorèmes 4.2.4 et 4.3.11 impliquent formellemnt l’égalité∏
v∈Σ

γ(ψv, χv|·|sv) = 1

qui fournit immédiatement l’égalité recherchée. Cependant ce raisonnement pure-
ment formel est délicat à utiliser car les produits ∏v L(χv|·|sv) et ∏v L(χ−1

v |·|1−sv )
ne convergent pas absolument pour les mêmes valeurs de s. Il faut donc procéder
un peu plus délicatement.

Soit S un ensemble fini de places de F contenant les places archimédiennes, les
places où χv est ramifié, les places où le conducteur de ψv est différent de OFv et
les places où

∫
O×Fv

d×xv = 1. Choisissons f ∈ S(AF ) telle que Z(f, χ|·|s) 6= 0 et
de la forme f = ⊗

v∈S fv ⊗ χS. Les formules explicites des sections 4.2.2 et 4.2.3
montrent que c’est possible. On a alors, pour v /∈ S

Z(fv, χv|·|sv) = L(χv|·|sv).
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Ainsi, pour Re s > 1, le quotient Z(f,χ|·|s
Λ(χ,s) est égal à un produit fini de fonctions se

prolongeant en des fonctions holomorphes sur C :

Z(f, χ|·|s)
Λ(χ, s) =

∏
v∈S

Z(fv, χv|·|sv)
L(χv|·|sv)

.

En particulier, on déduit du théorème 4.3.11 que Λ(χ, s) se prolonge à C en une
fonction méromorphe. Si v /∈ S, on a f̂v = fv (d’après les calculs dans la démons-
tration du théorème 4.1.19). Ainsi

Z(f̂ , χ−1|·|1−s)
Λ(χ−1, 1− s) =

∏
v∈S

Z(f̂v, χ−1
v |·|1−sv )

L(χ−1
v |·|1−sv ) .

On déduit donc des théorèmes 4.2.4 et 4.3.11 que

Λ(χ−1, 1− s) = ε(χ, s)Λ(χ, s).

Concernant l’holomorphie si χ(I1
F ) 6= {1}, il suffit de choisir une fonction f de telle

sorte que Z(f, χ|·|s) = Λ(χ, s) et d’utiliser le théorème 4.3.11.

Exemple 4.3.14. Si l’on choisit pour χ le caractère trivial, la fonction L(χ, s)
est également appelée fonction zêta de Dedekind du corps F et est notée ζF (s).
Lorsque F est un corps de nombres, on a donc, pour Re s > 1,

ζF (s) =
∑

a⊂OF

1
N(a)s =

∏
p

1
1−N(p)−s

la somme étant prise sur les idéaux non triviaux de OF et le produit sur les idéaux
maximaux de OF . On a alors

Λ(s) := Λ(1, s) = (π− s2 Γ( s2))r1((2π)1−sΓ(s))r2ζF (s).

Si F est un corps de fonctions de corps des constantes Fq, on a

ζF (s) =
∑

D∈Div(F )+

1
qsdeg(D) .

Corollaire 4.3.15. Supposons que F est un corps de nombres. La fonction zêta
de Dedekind de F est holomorphe hors de 1 et on a

ζF (s) ∼s→1
2r1(2π)r2hFRF

wF |∆F/Q|
1
2

(s− 1)−1.

La fonction ζF possède un zéro d’ordre r1 + r2 − 1 en 0. On a de plus l’équation
fonctionnelle

Λ(1− s) = |∆F/Q|s−
1
2 Λ(s).
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Remarque 4.3.16. Ce n’est pas totalement un hasard que l’ordre du zéro de la
fonction ζF en 0 soit le rang du groupe O×F .

Remarque 4.3.17. Les formules de la remarque 4.2.6 et de la section 4.2.3
montrent que, si χ est un caractère de Hecke unitaire, on a

ε(χ, s) = W (χ)As− 1
2

où W (χ) est un nombre algébrique tel que |W (χ)| = 1 appelé le « root number »
et A est un nombre réel positif.



Chapitre 5

Théorie du corps de classe

5.1 Extensions abéliennes de corps p-adiques

Soit p un nombre premier et soit F une extension finie de Qp. On note OF son
anneau de valuation, pF l’idéal maximal de OF et kF := OF/pF le corps résiduel.
Soit qF le cardinal de kF . On fixe également πF une uniformisante de F . Posons
UF := O×F et, pour i > 0,

U i
F :=

UF if i = 0
1 + piF if i > 1.

On note également |·|F la valeur absolue normalisée de F , qui vérifie |πF | = q−1
F .

5.1.1 Extensions non ramifiées

Si E/F est une extension non ramifiée de degré d, la restriction àOE et la réduc-
tion modulo πE induisent un isomorphisme de groupes Gal(E/F ) ' Gal(kE/kF ) '
Z/dZ (proposition 2.3.3). Ce groupe est engendré par l’automorphisme de Frobe-
nius (pF , E/F ). Il s’agit de l’unique automorphisme σ de E tel que

∀x ∈ OE, σ(x) ≡ xqF mod pE.

Il s’agit d’un générateur d’ordre d du groupe de Galois cyclique Gal(E/F ).

Proposition 5.1.1. Soit E/F une extension finie non ramifiée de degré d. On a
alors NE/F (UF ) = UF . On en déduit que NE/F (E×) = πdZF UF .

111
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Démonstration. Comme l’extension E/F est galoisienne, on aNE/F (x) = ∏
σ∈Gal(E/F ) σ(x).

On en déduit que NE/F (UE) ⊂ UF et que, si i > 1, σ(U i
F ) = U i

F pour tout σ ∈
Gal(E/F ) de sorte que NE/F (U i

E) ⊂ U i
E∩UF = (1+πiFOE)∩OF = 1+πiFOF = U i

F

(nous avons utilisé ici le fait que πF est également une uniformisante de E puisque
E/F est non ramifiée). Nous avons donc deux diagrammes commutatifs, i > 1,

UE/U
1
E UF/U

1
F

k×E k×F

NE/F

o o
NkE/kF

U i
E/U

i+1
E U i

F/U
i+1
F

kE kF

NE/F

o o
TrkE/kF

En effet, si x ∈ OE, on a, pour i > 1,

NE/F (1 + πiFx) =
∏

σ∈Gal(E/F )
(1 + πiFσ(x)) ≡ 1 + πiF

∑
σ∈Gal(E/F )

σ(x) mod pi+1
F .

Comme kE/kF est une extension séparable, l’application TrkE/kF : kE → kF est
surjective et il en est de même de NE/F : U i

E/U
i+1
E → U i

F/U
i+1
F pour tout i > 1.

De même, si x ∈ k×E , on a

NkE/kF (x) = x1+qF+···+qd−1
F

de sorte que NkE/kF est surjective (exercice) et donc aussi NE/F : UE/U1
E →

UF/U
1
F . On déduit de ce résultat que l’application NE/F : UE/U i

E → UF/U
i
F est

surjective pour tout i. Si x ∈ UF , on peut trouver, pour tout n > 1, un élément
yn ∈ UE tel que x − NE/F (yn) ∈ πnFOF . On en déduit l’existence de y ∈ OE tel
que x = NE/F (y).

Corollaire 5.1.2. Si E/F est une extension finie non ramifiée, le quotient F×/NE/F (E×)
est un groupe cyclique d’ordre [E : F ] engendré par une uniformisante de F .

Il existe donc un unique isomorphisme F×/NE/F (E×) ' Gal(E/F ) tel que
πF 7→ (pF , E/F ).

5.1.2 Énoncés locaux

Si G est un groupe, on note G′ son groupe dérivé, c’est-à-dire le sous-groupe
de G engendré par tous les commutateurs [g, h] = ghg−1h−1 où g, h ∈ G. Il s’agit
d’un sous-groupe distingué de G et le quotient est le plus grand quotient abélien
de G. On l’appelle l’abélianisé Gab de G.
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Théorème 5.1.3 (Loi de réciprocité locale). Pour toute extension galoisienne finie
E/F , le sous-groupe NE/F (E×) est ouvert dans F× et il existe un isomorphisme
de groupes

rE/F : F×/NE/F (E×) ∼−→ Gal(E/F )ab

tel que les propriétés suivantes sont satisfaites.
(i) Si E/F est non ramifiée, alors rE/F (πF ) = (pF , E/F ).
(ii) Si E ′/F ′ est une extension galoisienne finie telle que F ⊂ F ′ et E ⊂ E ′,

alors le diagramme suivant commute

F ′×/NE′/F ′(E ′×) F×/NE/F (E×)

Gal(E ′/F ′)ab Gal(E/F )ab

NF ′/F

rE′/F ′ rE/F

où la flèche horizontale du bas est le morphisme induit par l’application de restric-
tion Gal(E ′/F ′)→ Gal(E/F ).

(iii) Si τ : E ∼−→ E ′ est un automorphisme de corps valués et si F ′ := τ(F ), on
a un diagramme commutatif

F×/NE/F (E×) F ′×/NE′/F ′(E ′×)

Gal(E/F )ab Gal(E ′/F ′)ab

τ

rE/F rE′/F ′

où la flèche horizontale du bas est l’isomorphisme de groupes induit par σ 7→ τστ−1.
De plus, il existe au plus une famille d’isomorphismes vérifiant les propriétés (i)
et (ii).

Explicitons quelques cas particuliers de la fonctorialité (ii) dans le théorème
5.1.3.

Si F ′ = F , on a un diagramme commutatif :

F×/NE′/F (E ′×) F×/NE/F (E×)

Gal(E ′/F )ab Gal(E/F )ab.

rE′/F rE/F

La flèche horizontale supérieure est ici l’application quotient map et la flèche ho-
rizontale inférieure est la restriction à E.
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Si E = E ′, on a un diagramme commutatif :

F ′×/NE/F ′(E×) F×/NE/F (E×)

Gal(E/F ′)ab Gal(E/F )ab.

NF ′/F

rE/F ′ rE/F

La flèche horizontale inférieure est induite par l’inclusion Gal(E/F ′) ⊂ Gal(E/F ).

Théorème 5.1.4 (Théorème d’existence local). Soit N ⊂ F× un sous-groupe
ouvert d’indice fini. Alors il existe une extension abélienne E/F telle que N =
NE/F (E×).

Corollaire 5.1.5. Soit F une clôture algébrique de F . L’application E 7→ NE/F (E×)
induit une bijection décroissante de l’ensemble des extensions abéliennes finies
E ⊂ F de F sur l’ensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini dans F×.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si E ⊂ F est une extension abé-
lienne finie de F , alors NE/F (E×) est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans F×
d’après le théorème 5.1.3. Si E ⊂ E ′, l’égalité NE′/F = NE/F ◦NE′/E implique que
NE′/F (E ′×) ⊂ NE/F (E×). L’application est donc décroissante. Elle est surjective
d’après le théorème 5.1.4. Il nous reste donc à prouver son injectivité.

Supposons que E1, E2 ⊂ F sont deux extensions abéliennes finies de F telles que
NE1/F (E×1 ) = NE2/F (E×2 ). Posons E = E1E2. Il s’agit d’une extension galoisienne
et abélienne car

Gal(E/F ) ↪→ Gal(E1/F )×Gal(E2/F ).

Si i ∈ {1, 2}, on déduit de la propriété (ii) du théorème 5.1.3 que l’on a un dia-
gramme commutatif

F×/NE/F (E×) F×/NEi/F (E×i )

Gal(E/F ) Gal(Ei/F )

rE/F rEi/F

qui implique que Gal(E/Ei) = rE/F (NEi/F (E×i )). On en déduit que Gal(E/E1) =
Gal(E/E2) et donc que E1 = E2.

Corollaire 5.1.6. Soit E/F une extension finie abélienne. Alors l’extension E/F
est non ramifiée si et seulement si UF ⊂ NE/F (E×).
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Démonstration. Si l’extension E/F est non ramifiée, alors UF ⊂ NE/F (E×) par
la proposition 5.1.1. Réciproquement supposons que UF ⊂ NE/F (E×). Soit d =
[E : F ] et soit E ′ l’extension (unique à isomorphisme près) non ramifiée de F de
degré d qui existe par le corollaire 2.3.5. On a alors NE′/F (E ′×) = (πdF )ZUF d’après
la proposition 5.1.1. Comme πdF = NE/F (πF ) ∈ NE/F (E×), on a NE′/F (E ′×) ⊂
NE/F (E×). On déduit du corollaire 5.1.5 qu’il existe un morphisme F -linéaire
E ↪→ E ′ et donc E ' E ′ par égalité des degrés. Ainsi E/F est non ramifiée.

5.1.3 Démonstration de l’unicité de la loi de réciprocité
locale

Nous démontrons l’assertion d’unicité dans le théorème 5.1.3. Nous utilisons le
lemme suivant.

Lemme 5.1.7. Soit E/F une extension finie galoisienne. Soit σ ∈ Gal(E/F ). Il
existe alors une extension finie E ′/E telle que E ′/F est galoisienne et il existe
σ̃ ∈ Gal(E ′/F ) relevant σ tel que E ′/(E ′)σ̃ est non ramifiée.

Vérifions dans un premier temps que le lemme implique l’unicité de la loi de
réciprocité locale. Soit E/F une extension galoisienne finie. Soit σ ∈ Gal(E/F )
et soient E ′ et σ̃ comme dans le lemme 5.1.7. Posons F ′ := (E ′)σ̃. On a σ̃ ∈
Gal(E ′/E ′σ̃). Il existe donc un entierm > 0 tel que σ̃ = (pF ′ , E ′/F ′)m. La propriété
(i) du théorème 5.1.3 montre que rE′/F ′(πmF ) = σ̃ et la propriété (ii) montre alors
que r−1

E/F (σ) = NF ′/F (πF ′)m. Ceci implique que la famille des isomorphismes rE/F
est entièrement caractérisée par les propriétés (i) et (ii).

Démonstration du lemme 5.1.7. Soit K ⊂ E la sous-extension maximale non ra-
mifiée de F . et soit r > 0 tel que σ|K = (pF , K/F )r. Soit N > 1 un entier multiple
de l’ordre de σ dans Gal(E/F ). Soit E1 la sous-extension maximale non ramifiée
de E de degré rN et soit F1 ⊂ E1 la sous-extension maximale non ramifiée de F
containue dans E1. On a alors

[F1 : F ] = [kE1 : kF ] = rN [kE : kF ]

et [K : F ] = [kE : kF ] de sorte que [F1 : K] = rN . De plus, on a clairement
F1 ∩ E = K. Ainsi [F1E : E] = [F1 : K] = rN = [E1 : E]. Ainsi E1 = F1E. On en
déduit que l’extension E1/F est galoisienne. De plus l’application τ 7→ (τ |E, τ |F1)
identifie Gal(E/F ) au sous-groupe de Gal(E/F )×Gal(F1/F ) constitué des paires
(τ1, τ2) telles que τ1|K = τ2|K . Il existe donc un unique élément σ̃ ∈ Gal(E1/F ) tel
que σ̃|E = σ et σ̃|F1 = (pF , F1/F )r (en effet on a (pF , F1/F )r|K = (pF , K/F )r =
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σ|K). Il reste donc à vérifier que l’extension E1/E
σ̃
1 est non ramifiée. Remarquons

que le morphisme de groupes induit par la restriction à F1 est surjectif :

Gal(E1/E
σ̃
1 )� Gal(F1/F

σ̃
1 ). (5.1)

En effet les deux groupes sont cycliques, engendrés respectivement par σ̃ et σ̃|F1 .
De plus, le membre de droite est un sous-groupe du groupe cyclique Gal(F1/F ) '
Z/rN [kE : kF ]Z. Comme σ̃|F1 = (pF , F1/F )r, on voit que le groupe Gal(F1/F )
est cyclique d’ordre N [kE : kF ]. Par ailleurs, on a σN = 1. Ainsi σ̃N |E = 1 et
σ̃|N [kE :kF ]
F1 = 1, ce qui implique que σ̃N [kE :kF ] = 1. On en déduit que le morphisme

surjectif (5.1) est un isomorphisme, ce qui implique que E1 = Eσ̃
1F1. Comme F1/F

σ̃
1

est non ramifiée, l’extension composée F1E
σ̃
1 /E

σ̃
1 est également non ramifiée.

5.1.4 Complément sur la norme

Soit F une extension finie de Qp et soit vF sa valuation discrète normalisée.
Soit i > 1. Si x ∈ U i

F , la série

log(x) :=
∑
n>1

(−1)n−1

n
(x− 1)n

converge absolument et vérifie log(xy) = log(x) + log(y) pour x, y ∈ U i
F . Ainsi on

obtient un morphisme de groupes continu log : U i
F → piF . Si x ∈ piF , la série

exp(x) :=
∑
n>0

xn

n!

converge absolument et vérifie exp(x + y) = exp(x) exp(y). De plus exp : piF →
U i
F est la bijection réciproque de log. On en déduit un isomorphisme de groupes

topologiques Z[F :Qp]
p ' piF

U−→
i

F . On en déduit le résultat suivant qui sera utile plus
tard :

Lemme 5.1.8. Soit F une extension finie de Qp. Alors le groupe UF contient un
sous-groupe ouvert isomorphe à Z[F :Qp]

p .

On peut également utiliser les fonctions exp et log pour prouver le résultat
suivant.

Proposition 5.1.9. Soit E/F une extension finie d’extensions finie de Qp. Alors
le sous-groupe NE/F (E×) ⊂ F× est ouvert.
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Démonstration. Supposons dans un premier temps E/F est galoisienne. On vérifie
facilement que NE/F (U1

E) ⊂ U1
F . De plus, si σ ∈ Gal(E/F ), alors σ un automor-

phisme continu de E (en utilisant par exemple le théorème 2.2.23) et on en conclut
que σ ◦ log = log ◦σ. Ainsi, pour tout x ∈ U1

E, on a log(NE/F (x)) = TrE/F (log(x)).
Comme l’application TrE/F : E → F est F -linéaire continue, elle est ouverte
et donc log(NE/F (U1

F )) est un sous-groupe ouvert de pF et on en conclut que
NE/F (U1

F ) contient exp(pmF ) pour m assez grand, qui est un sous-groupe ouvert de
F×.

Supposons à présent E/F quelconque et soit K la clôture normale de E/F .
AlorsK/F est une extension galoisienne finie etNK/F (K×) ⊂ NE/F (E×) est ouvert
donc NE/F (E×) est ouvert.

5.1.5 Le cas des corps locaux archimédiens

Si F = R, alors F possède une unique extension non triviale. Il s’agit de C/R.
Par ailleurs, on a NC/R(C×) = R>0. On note donc rC/R l’unique isomorphisme de
R×/NC/R(C×) sur Gal(C/R). Il envoie la classe de −1 sur la conjugaison complexe.
Remarquons que l’analogue du corollaire 5.1.5 reste vrai mais est complètement
trivial car R× possède exactement un sous-groupe ouvert d’indice fini différent de
R× et C× n’en possède pas.

5.2 Extensions abéliennes des corps de nombres

5.2.1 Énoncés

Soit E/F une extension finie de corps de nombres. On a alors une inclusion
naturelle d’anneaux topologiques

AF ↪→ AE

définie par (xv)v 7→ (yw)w où yw := xv si w | v. On définit également des mor-
phismes de groupes continus

— la norme
NE/F :

A×E −→ A×F
(yw)w 7−→

(∏
w|vNEw/Fv(yw)

)
v

— et la trace
TrE/F :

AE −→ AF

(yw)w 7−→
(∑

w|v TrEw/Fv(yw)
)
v
.
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On a alors les compatibilités évidentes avec la norme et la trace de l’extesnion
E/F :

E× F×

A×E A×F

NE/F

NE/F

E F

AE AF .

TrE/F

TrE/F

On suppose désormais que l’extension E/F est abélienne. Rappelons que si
p est un idéal maximal de OF non ramifié dans E/F , alors pour tout q | p idéal
maximal deOE divisant p, l’élément de Frobenius (q, E/F ) ∈ Gal(E/F ) ne dépend
pas de q et est donc noté (p, E/F ).

Soit v une place de F et soit w | v une place de E divisant v. On identifie alors
Gal(Ew/Fv) au groupe de décomposition de w dans Gal(E/F ). La loi de réciprocité
locale (théorème 5.1.3 et section 5.1.5) permet de construire un morphisme de
groupes topologiques xv 7→ (xv, E/F ) de F×v dans Gal(E/F ) défini comme la
composition suivante

F×v � F×v /NEw/Fv(E×w )
rEw/Fv−−−−→ Gal(Ew/Fv) ' Dw ↪→ Gal(E/F ).

Remarquons que l’application xv 7→ (xv, E/F ) ne dépend pas du choix de w | v.
C’est une conséquence du fait que Gal(E/F ) est abélien et de la propriété (iii) du
théorème 5.1.3. Si de plus, la place v est non ramifiée dans E, on a (πv, E/F ) =
(pv, E/F ) (pour πv une uniformisante de Fv) et (xv, E/F ) = 1 pour xv ∈ Uv := UFv .

On peut ainsi définir un morphisme de groupes topolgoqiues :

ArtE/F : A×F −→ Gal(E/F )
(xv)v 7−→

∏
v(xv, E/F ).

Il s’agit de l’application de réciprocité d’Artin.
On peut à présent énoncer la loi de réciprocité d’Artin.

Théorème 5.2.1 (Loi de réciprocité d’Artin). On a ArtE/F (F×) = {1}. De plus,
l’application ArtE/F est surjective et son noyau est le sous-groupe engendré par
F× et NE/F (A×E). Autrement dit, l’application ArtE/F induit un isomorphisme de
groupes

A×F/F×NE/F (A×E) ∼−→ Gal(E/F ).

Enfin l’application ArtE/F est l’unique morphisme de groupes topologiques de A×F
vers Gal(E/F ) tel que
— ArtE/F (F×) = {1},
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— et, pour presque toute place finie v de F non ramifiée dans E, on a ArtE/F ($v) =
(pv, E/F ), où $v = (1, . . . , 1, πv, 1, . . . ) ∈ A×F est l’idèle dont toutes les coor-
données valent 1 exceptée la coordinée d’indice v qui est une uniformisante
de Fv.

Remarque 5.2.2. En utilisant l’assertion d’unicité dans le théorème 5.2.1, on
démontre facilement les propriétés de compatibilités suivantes.
— Si E ′/F ′ est une extension abélienne finie telle que F ⊂ F ′ et E ⊂ E ′, le

diagramme suivant est commutatif

A×F ′ A×F

Gal(E ′/F ′) Gal(E/F )

NF ′/F

ArtE′/F ′ ArtE/F

où la flèche horizontale inférieure est l’application de restriction.
— Si τ : E ∼−→ E ′ est un automorphism et si F ′ := τ(F ), le diagramme suivant

est commutatif
A×F A×F ′

Gal(E/F ) Gal(E ′/F ′)

τ

ArtE/F ArtE′/F ′

τ ·τ−1

où la f !chle horizontale inférieure est l’isomorphisme de groupe définie par
σ 7→ τστ−1.

En effet, il suffit de vérifier si v est une place de F non ramifiée dans E ′, w | v
place de E, w′ | w place de E ′ et v′ est la restriction de w′ à F ′, alors (pw′ , E ′/F ′ =
(pw′ , E ′/F )fpv′/pv et (pw′ , E ′/F )|E = (pw, E/F ). Ainsi (pw′ , E ′/F ′)|E = (pw, E/F )fpv′/pv ,
c’est-à-dire (pv′ , E ′/F ′)|E = (NF ′/F (pv′), E/F ), ce qui fournit la compatibilité du
premier digramme.

Pour le second diagramme, il suffit de vérifier, pour p idéal maximal de OF
non ramifié dans E, que τ(p) est non ramifié dans E ′ et que (τ(p), E ′/F ′) =
τ(p, E/F )τ−1.

Théorème 5.2.3 (Théorème d’existence (Takagi, Chevalley)). Soit N ⊂ A×F un
sous-groupe ouvert d’indice fini contenant F×. Il existe alors une extension abé-
lienne E/F telle que N = F×NE/F (A×E).

Comme dans le cas local, on en déduit une classification des extensions abé-
liennes de F .
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Corollaire 5.2.4. Soit F une clôture algébrique de F . L’application E 7→ F×NE/F (A×E)
induit une bijection décroissante de l’ensemble des extensions abéliennes finies
E ⊂ F de F sur l’ensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini dans A×F conte-
nant F×.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si E ⊂ F est une extension abé-
lienne finie de F , alors F×NE/F (A×E) est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans
A×F d’après le théorème 5.2.1. Comme dans la démonstration du corollaire 5.1.5,
on montre la décroissance de l’application. Elle est surjective d’après le théorème
5.2.3. Il nous reste donc à prouver son injectivité.

Supposons que E1, E2 ⊂ F sont deux extensions abéliennes finies de F telles
que F×NE1/F (A×E1) = NE2/F (A×E2). Posons E = E1E2. Il s’agit d’une extension
galoisienne et abélienne car

Gal(E/F ) ↪→ Gal(E1/F )×Gal(E2/F ).

Si i ∈ {1, 2}, on déduit de la remarque 5.2.2 que l’on a un diagramme commutatif

A×F/F×NE/F (A×E) A×F/F×NEi/F (A×Ei)

Gal(E/F ) Gal(Ei/F )

ArtE/F ArtEi/F

qui implique que Gal(E/Ei) = ArtE/F (F×NEi/F (A×Ei)). On en déduit que Gal(E/E1) =
Gal(E/E2) et donc que E1 = E2.

5.2.2 Le corps de classes de Hilbert

Proposition 5.2.5. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) L’extension E/F est non ramifiée en toute place finie.
(ii) On a ∏v-∞ Uv ⊂ NE/F (A×E).
(iii) On a ∏v-∞ Uv ⊂ F×NE/F (A×E).

Démonstration. Supposons (i). Alors si v est une place finie de F et w | v est une
place de E divisant v, l’extension Ew/Fv est non ramifiée. D’après le corollaire
5.1.6, on a Uv ⊂ NEw/Fv(E×w ). On en conclut qu’on est dans le cas (ii). Il est clair
que (ii) implique (iii). Supposons enfin (iii). Soit v une place finie de F et w | v une
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place de E divisant v. Par définition de ArtE/F , on a un diagramme commutatif

F×v A×F

Gal(Ew/Fv) Gal(E/F ).

rEw/Fv ArtE/F

Comme F×NE/F (A×E) = Ker(ArtE/F ), on a rEw/Fv(Uv) = {1}, et donc Ew/Fv est
non ramifiée d’après le corollaire 5.1.6. On a donc prouvé (i).

Si v est une place archimédienne de F et si w est une place de E divisant
F , on dit que w est non ramifiée dans E/F si Ew = Fv. On dit qu’une place
archimédienne de F est non ramifiée dans E/F si w est non ramifiée dans E/F
pour tout w | v.

On démontre, de façon analogue à la proposition 5.2.5, le critère de non rami-
fication suivant.

Proposition 5.2.6. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) L’extension E/F est non ramifiée en toute place de F (y compris les places
archimédiennes).

(ii) On a ∏v|∞ F
×
v

∏
v-∞ Uv ⊂ NE/F (A×E).

(iii) On a ∏v|∞ F
×
v

∏
v-∞ Uv ⊂ F×NE/F (A×E).

Considérons le sous-groupe N = F×
∏
v|∞ F

×
v

∏
v-∞ Uv ⊂ A×F . Il s’agit d’un

sous-groupe ouvert de A×F . On déduit de plus de (3.1) qu’il s’agit d’un groupe fini,
naturellement isomorphe au groupe des classes Cl(OF ). Le théorème 5.2.3 implique
donc qu’il existe une extension abélienne finie H/F telle que F×NH/F (A×H) = N .
On déduit du corollaire 5.2.4 et de la proposition 5.2.6 que H/F est la plus grande
extension abélienne de F qui est non ramifiée en toutes les places de F (y compris
les places archimédiennes). Le corps H est appelé corps de classes de Hilbert de
F .

Le théorème 5.2.1 et l’équation (3.1) impliquent qu’il existe un isomorphisme
de groupes

ArtH/F : Cl(OF ) ∼−→ Gal(H/F )

tel que, pour tout idéal maximal p ⊂ OF , ArtH/F ([p]) = (p, H/F ). En particulier
la décomposition d’un idéal maximal p ⊂ OF est caractérisée par la classe de p
dans Cl(OF ). En particulier, p est principal si et seulement si il est complètement
décomposé dans OH .
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Exemple 5.2.7. Soit F = Q(i
√

5). On sait que Cl(OF ) est de cardinal 2, de
sorte que le corps de classes de Hilbert de F est une extension quadratique de F .
L’extensions F (

√
5)/F est non ramifiée en toute place finie puisque F (

√
5) = F (i).

De plus, le corps F possède une unique place archimédienne dont le complété est C.
Toute extension de F est donc non ramifiée à l’infini. On en conclut que F (

√
5)/F

est non ramifiée en toute place et donc F (
√

5) est le coprs de classes de Hilbert de
F .

Exemple 5.2.8. Soit F = Q(
√

3). L’extension F (i
√

3) est non ramifiée en toute
place finie de F . Cependant les places archimédiennes de F sont réelles alors que
celles de F (i

√
3) sont complexes. On en déduit que F (i

√
3) n’est pas le corps de

classes de Hilbert de F . En fait, puisque OF = Z[
√

3] est principal, le corps de
classes de Hilbert de F est F lui-même.

5.2.3 Reformulation en termes d’idéaux

Soit F un corps de nombres. Un module de F est une fonction

m : ΣF −→ N

telle que
— le support Supp(m) := {v ∈ ΣF | m(v) > 0} de m est fini ;
— si Fv ' C, alors m(v) = 0 ;
— si Fv ' R, alrs m(v) ∈ {0, 1}.

On définit une relation d’ordre sur les modules en définissant m1 6 m2 lorsque
m1(v) 6 m2(v) pour toute v.

Si m est un module, on définit un sous-groupe ouvert de A×F en posant

Vm :=
∏
v|∞

m(v)=0

F×v
∏
v|∞

m(v)=1

R×>0
∏
v-∞

Um(v)
v .

La famille (Vm)m forme une base de sous-groupes ouverts de A×F dans le sens où, si
H est un sous-groupe ouvert de A×F , alors il existe un module m tel que Vm ⊂ H.

Remarque 5.2.9. Attention, même si la famille (Vm)m forme une base de sous-
groupes ouverts de A×F , elle ne forme pas une base de voisinages de 1 dans A×F !

Soit Jm
F le sous-groupe de A×F défini comme le produit restreint des F×v sur

l’ensemble des places finies v telles que v /∈ Supp(m). Notons également I(OF )m le
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sous-groupe des idéaux fractionnaires de OF qui sont premiers aux idéaux pv pour
v ∈ Supp(m). On a alors un morphisme surjectif de groupes

Jm
F � I(OF )m

défini par $v = (1, . . . , 1, πv, 1, . . . ) 7→ pv dont le noyau est
∏

v/∈Supp(m)
v-∞

Uv. Si E/F

est une extension finie de F , on note également Jm
E le produit restreint des E×w

pour w place finie de E telle que w|F /∈ Supp(m) et I(OE)m le sous-groupe des
idéaux fractionnaires de OE qui sont premiers aux idéaux pw pour w|F ∈ Supp(m).
Remarquons que NE/F (I(OE)m) ⊂ I(OF )m.

Lemme 5.2.10. Soit S un ensemble fini de places de F . Alors le plongement
diagonal F× → ∏

v∈S F
×
v a une image dense.

Démonstration. Soit (xv) ∈
∏
v∈S F

×
v et soit ε > 0 suffisamment petit pour que

ε < |xv| pour au moins une place v ∈ S. Le théorème 3.1.12 implique qu’il existe
ξ ∈ F tel que |ξ − xv| < ε pour tout v ∈ S. Notre hypothèse sur ε, implique alors
ξ 6= 0 et donc ξ ∈ F×.

Pour m un module de F , on définit F×m := F× ∩ Jm
F Vm ⊂ A×F . Explicitement,

les éléments de F× sont les ξ ∈ F× tels que
— si v est une place non archimédienne et si m(v) > 0, alors vpv(ξ− 1) > m(v) ;
— si v est une place archimédienne correspondant à un plongement réel τv :

F ↪→ R et si m(v) = 1, alors τv(ξ) ∈ R>0.
Les éléments du groupes F×m sont appelés les m-unités. On note alors Pm le sous-
groupe de I(OF )m des idéaux fractionnaires principaux, engendrés par un élément
de F×m :

Pm := {(a) | a ∈ F×m }.

Proposition 5.2.11. Soit m un module de F . L’inclusion Jm
F → A×F composée avec

l’application quotient A×F → A×F/F×Vm se factorise en un morphisme I(OF )m →
A×F/F×Vm et induit des isomorphismes

I(OF )m/Pm
∼−→ A×F/F×Vm

I(OF )m/PmNE/F (I(OE)m) ∼−→ A×F/F×NE/F (A×E).

Démonstration. Si v /∈ Supp(m), on a Uv ⊂ Vm, ce qui implique que l’application
Jm
F → A×F/F×Vm se factorise à travers I(OF )m. Pour démontrer la surjectivité, il

suffit de vérifier que A×F = Jm
F VmF

×. Cette égalité est une conséquence du lemme
5.2.10 puisque A×F/Jm

F '
∏
v∈Suppm F

×
v . Enfin, si x = (xv)v ∈ Jm

F ∩ F×Vm, il existe
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ξ ∈ F× et y ∈ Vm tels que x = ξy. En particulier xv = ξyv ∈ ξUv pour tout v -∞,
ce qui implique que vp(xv) = vp(ξ) pour tout idéal maximal p de OF . Ainsi l’idéal
fractionnaire de OF défini par (xv) est l’idéal fractionnaire principal (ξ). Comme
on a de plus ξ = xy−1 ∈ Jm

F Vm ∩ F× = F×m , on a bien (ξ) ∈ Pm.
Remarquons à présent que l’image de NE/F (I(OE)m) dans A×F/F×NE/F (A×E)

coïncide avec l’image de Jm
E parNE/F . Il s’agit donc du sous-groupeNE/F (Jm

E )F×Vm/F×Vm.
Pour obtenir le second isomorphisme, il suffit donc de prouver que

NE/F (Jm
E )F×Vm = NE/F (A×E)F×Vm.

L’inclusion du terme de gauche dans le terme de droite est évidente. Prouvons
donc l’inclusion du terme de droite dans le terme de gauche. Il suffit en fait de
prouver que NE/F (A×E) est inclus dans le terme de gauche. Soit x = (xv) ∈ A×E.
Le lemme 5.2.10 implique qu’il existe ξ ∈ E× tel que xξ−1 ∈ Jm

EN
−1
E/F (Vm). Ainsi

NE/F (x) ∈ NE/F (ξ)NE/F (Jm
E )Vm et donc NE/F (x) ∈ NE/F (Jm

E )F×Vm. Ceci achève
la démonstration.

Nous allons à présent vérifier que la loi de réciprocité d’Artin peut être formulée
en termes d’idéaux. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres
et soit a un idéal fractionnaire de OF , premier à tous les idéaux maximaux de OF
qui sont ramifiés dans E/F . On peut alors poser

(a, E/F ) :=
∏
p

(p, E/F )vp(a).

L’application (−, E/F ) est un morphisme de groupes du groupe des idéaux frac-
tionnaires de OF premiers aux idéaux ramifiés dans E/F vers le groupe Gal(E/F )
parfois appelé symbole d’Artin. La loi de réciprocité d’Artin (théorème 5.2.1) im-
plique le théorème suivant.

Théorème 5.2.12. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres et
soit S l’ensemble des places de F qui se ramifient dans E. Il existe alors un module
m de F tel que S = Supp(m) et tel que, pour tout ξ ∈ F×m , on a ((ξ), E/F ) =
1. Le morphisme (−, E/F ) alors un morphisme de groupes surjectifs ImF /Pm �
Gal(E/F ) dont le noyau est engendré par les NE/F (b) où b parcourt les idéaux
fractionnaires de OE premiers aux idéaux maximaux au-dessus de S. De plus,
pour tout élément x ∈ Jm

F , engendrant l’idéal fractionnaire a ∈ I(OF )m, on a
ArtE/F (x) = (a, E/F ).

Démonstration. D’après le théorème 5.2.1, le morphisme ArtE/F induit un iso-
morphisme de A×F/F×NE/F (A×E) sur Gal(E/F ). La proposition 5.1.1 implique que
Uv ⊂ NE/F (A×E) si v -∞ et pv est non ramifié dans E/F et si v | ∞ est non ramifiée
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dans E/F , on a F×v ⊂ NE/F (A×E) (voir section 5.1.5). On peut donc trouver un mo-
dule m tel que Supp(m) = S et Vm ⊂ NE/F (A×E). L’application ArtE/F induit une
surjection A×F/F×Vm � Gal(E/F ). De plus, composée avec l’inclusion Jm

F ⊂ A×F ,
la proposition 5.2.11 montre que l’on obtient une surjection Jm

F � Gal(E/F ) qui
se factorise en une surjection I(OF )m/Pm � Gal(E/F ). Un calcul explicite montre
alors que l’application induite I(OF )m � Gal(E/F ) n’est autre que a 7→ (a, E/F ).
On déduit alors le résultat de la proposition 5.2.11.
Remarque 5.2.13. On déduit de la proposition 5.2.11, que si S est un ensemble
fini de places de F contenant les places ramifiées dans E/F et si m est un module
de support contenant S, alors l’application Jm

F → A×F/F×Vm est surjective. On
en déduit que l’application d’Artin ArtE/F est complètement déterminée par ses
valeurs sur les éléments $v = (1, . . . , 1, πv, 1, . . . ) pour v /∈ Supp(m). On en déduit
l’assertion d’unicité dans le théorème 5.2.1.

5.3 La première inégalité

5.3.1 Densité de Dirichlet

Soit F un corps de nombres et soit PF l’ensemble des idéaux maximaux de OF .
On dit qu’une partie P de PF a une densité naturelle δ ∈ [0, 1] si

lim
x→+∞

Card({p ∈ P | N(p) 6 x})
Card({p ∈ PF | N(p) 6 x}) = δ.

Par ailleurs on dit que l’ensemble P a une densité de Dirichlet δ ∈ [0, 1] si∑
p∈P Np−s∑
p∈PF Np−s

−→ s→1
Re(s)>1

δ.

Rappelons que si Re s > 1, la somme ∑p∈P Np−s est absolument convergente et
que l’application s 7→ ∑

p∈P Np−s définit une fonction holomorphe sur l’ouvert des
s ∈ C tels que Re(s) > 1 (voir la démonstration de la proposition 4.3.7).

Notons log l’unique branche du logarithme, définie sur Cr R60 et égale à

log(s) =
∑
n>1

(−1)n−1

n
(s− 1)n

lorsque |s− 1| < 1. Il s’agit d’une fonction holomorphe sur Cr R60.
Proposition 5.3.1. On a∑

p∈PF
Np−s ∼ s→1

Re(s)>1
log

( 1
s− 1

)
.
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Démonstration. Rappelons que l’on a (remarque 4.3.12 et corollaire 4.3.15), pour
Re(s) > 1,

ζF (s) =
∏

p∈PF

1
1−Np−s

∼s→1
a

s− 1

pour un certain a > 0 explicite. Ainsi

log(ζF (s)) ∼s→1 log
( 1
s− 1

)
.

De plus, lorsque Re(s) > 1, on a

log ζF (s) = −
∑
p∈PF

log(1−Np−s) =
∑
p∈PF

∑
n>1

1
n
Np−ns

=
∑
n>1

1
n

∑
p∈PF

Np−ns

=
∑
p∈PF

Np−s +
∑
n>2

1
n

∑
p∈PF

Npp−sn

=
∑
p∈PF

Np−s + g(s).

Comme

|g(s)| 6 [F : Q]
∑
p

∑
n>1

1
n
p−nRe s 6

1
2[F : Q]

∑
p

p−2 Re s 1
1− p−s

est normalement convergente sur toute partie compacte de ]1
2 ,+∞[, on en déduit

que la fonction g is holomorphic sur l’ouvert {s ∈ C | Re(s) > 1
2}. On en déduit le

résultat.

Corollaire 5.3.2. Si P est une partie finie de PF , alors P a une densité de
Dirichlet égale à 0.

On dit qu’un idéal maximal p de OF est totalement décomposé dans une ex-
tension finie E/F si, pour tout q | p dans OE, on a fq/p = eq/p = 1. De façon
équivalente, pOE se décompose en un produit de [E : F ] idéaux maximaux dis-
tincts dans OE. Si l’extension E/F est galoisienne, un idéal maximal de OF est
totalement décomposé dans E si et seulement si il est non ramifié dans E et si
(q, E/F ) = 1 pour un (resp. tous) idéal maximal q de OE divisant p.

Théorème 5.3.3. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Alors l’ensemble des idéaux maximaux de OF qui sont totalement décomposés dans
E possède une densité de Dirichlet égale à [E : F ]−1.
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Démonstration. Soit P l’ensemble des idéaux maximaux de OF totalement décom-
posés dans E/F et soit P ′ l’ensemble des idéaux maximaux de OE au-dessus d’un
idéal de P . Par définition l’application P ′ → P est surjective et ses fibres sont
toutes de cardinal d := [E : F ]. De plus, si q ∈ P ′ et p = q ∩ OF , alors fq/p = 1 et
donc N(q) = N(p). On en déduit que, pour Re(s) > 1, on a∑

p∈P
N(p)−s = d−1 ∑

q∈P ′
N(q)−s.

Par ailleurs, si q ∈ PE r P ′, et si p = q ∩ OF , soit eq/p > 2 soit fq/p > 2. Dans le
second cas, on a nécessairement N(q) > p2 où (p) = q ∩ Z. Comme il n’y a qu’un
nombre fini d’idéaux qui sont dans le premier cas, et que la série∑

q∈PErP ′
fq/p>2

|N(q)−s| 6 [E : Q]
∑
p

p−2s

est absolument convergente sur {Re(s) > 1
2}, on en déduit que la fonction s 7→∑

q∈PErP ′ N(q)−s est holomorphe sur un voisinage de 1 et donc, en utilisant la
proposition 5.3.1, on a

∑
q∈P ′

N(q)−s ∼s→1 log
( 1
s− 1

)
.

On en déduit le résultat.

On en déduit en particulier qu’il existe une infinité d’idéaux maximaux de OF
qui sont totalement décomposés dans une extension galoisienne finie E/F .

Corollaire 5.3.4. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Si [E : F ] > 1, il existe une infinité d’idéaux maximaux de OF qui ne sont pas
totalement décomposé dans E/F .

5.3.2 La première inégalité

Proposition 5.3.5. Soit E/F une extension finie de corps de nombres. Alors le
sous-groupe NE/F (A×E) est ouvert dans A×F et le quotient A×F/F×NE/F (A×E) est fini.

Démonstration. Si v est une place de F et w | v est une place de E, alors le
groupe NEw/Fv(E×w ) est ouvert dans F×v . C’est une conséquence de la proposition
5.1.9 dans le cas ultramétrique et c’est évident dans le cas archimédien. De plus
NEw/Fv(E×w ) contient Uv si v est non ramifiée dans E/F (par la proposition 5.1.1).
On en conclut que le groupe NE/F (A×E) est ouvert dans A×F . Pour vérifier que
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A×F/F×NE/F (A×E) est fini, on raisonne comme dans le corollaire 3.2.9 en utilisant
le fait que A×F/F×NE/F (A×E) est un quotient discret du groupe compact (A×F )1/F×.

Théorème 5.3.6. Soit E/F une extension galoisienne finie. On a alors

Card(A×F/F×NE/F (A×E)) 6 [E : F ].

Démonstration. Notons CE := A×F/F×NE/F (A×E). Il s’agit d’un groupe abélien
fini d’après la proposition 5.3.5. Si χ est un caractère de CE, on note encore χ le
caractère de A×F obtenu par précomposition avec A×F � CE. Le caractère χ est alors
un caractère de Hecke unitaire (car d’image fini). Ainsi, pour tout Re(s) > 1, on
peut écrire la fonction L de ce caractère en s sous la forme d’un produit absolument
convergeant (remarque 4.3.12) :

L(χ, s) =
∏

p∈PF
L(χp|·|sp) =

∏
p∈PF

1
1− χ(p)N(p)−s

où l’on a posé χ(p) = χp(πp) = χ($p) si χp est non ramifié et χ(p) = 0 si χp est
ramifié. Notons δχ ∈ Z l’ordre d’annulation de la fonction L(χ,−) en 1, autrement
dit L(χ, s) ∼ aχ(s− 1)δχ pour un certain aχ ∈ C×. On montre alors, comme dans
la démonstration de la proposition 5.3.1, que∑

p∈PF
χ(p)N(p)−s = δχ log(s− 1) + gδ(s) (5.2)

pour Re(s) > 1 où gχ est une fonction bornée au voisinage de 1. On déduit du
théorème 4.3.13 que δχ > −1 pour tout χ et que δχ = −1 si et seulement si le
caractère χ est trivial (en effet, on a χ = 1 si et seulement si χ((F×F )1) = {1} puisque
l’application (A×F )1 � CE est surjective). En particulier on a ∑

χ∈ĈE
δχ > −1.

Soit g ∈ CE. Le lemme 4.1.21 implique que

∑
χ∈ĈE

χ(g) =

Card(CE) si g = 1
0 si g 6= 1.

Notons P l’ensemble des idéaux maximaux p ∈ PF tels que χp est non ramifié
dans E/F et tels que l’image de $p dans CE est triviale. En sommant la relation
(5.2) sur tous les χ ∈ ĈE, on obtient donc l’égalité

∑
p∈P

N(p)−s = Card(CE)−1

 ∑
χ∈ĈE

δχ

 log(s− 1) +G(s) (5.3)
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où G est une fonction bornée au voisinage de 1.
Notons également P ′ l’ensemble des idéaux maximaux p ∈ PF tels que p est

totalement décomposé dans E/F et χp est non ramifié. Comme χp n’est ramifié
qu’en un nombre fini d’idéaux maximaux, le théorème 5.3.3 (et le corollaire 5.3.2)
implique que P ′ est un ensemble de densité de Dirichlet [E : F ]−1, en particulier
P ′ est infini. Remarquons par ailleurs que si p ∈ P ′, et si q ∈ PE divise p, alors
NE/F ($q) = $p, de sorte que l’image de $p dans CE est triviale, et donc que
P ′ ⊂ P .

Ainsi le membre de gauche dans l’équation (5.3) est équivalent à−[E : F ]−1 log(s−
1). Comme ∑

χ δχ > −1, on a nécessairement ∑χ δχ = −1 et [E : F ]−1 6
Card(CE)−1. On en déduit donc que Card(CE) 6 [E : F ] et que δχ = 0 si
χ 6= 1.
Remarque 5.3.7. Au cours de la démonstration du théorème 5.3.6, on a prouvé
que L(χ, 1) 6= 0 si χ est un caractère de Hecke non trivial qui se factorise à travers
le quotient CE pour une certaine extension galoisienne finie E/F .

5.3.3 Autres conséquences

Corollaire 5.3.8. Soit F un corps de nombres et soit F une clôture algébrique de
F . Soient E1, E2 ⊂ F deux extensions galoisiennes finies de F . Pour i ∈ {1, 2},
notons Pi l’ensemble des p ∈ PF tels que p est totalement décomposé dans Ei/F .
Si P2 r P1 est de densité de Dirichlet nulle, alors E2 ⊂ E1.

Démonstration. Posons E = E1E2. Remarquons dans un premier temps que si p ∈
PF est totalement décomposé dans E1 et E2, il est totalement décomposé dans E.
En effet, on a alors, d’après le théorème 2.3.9, des isomorphismes Ei⊗FFp ' F

[Ei:F ]
p .

L’algèbre E ⊗F Fp est alors un quotient de E1 ⊗F E2 ⊗F Fp ' F
[E1:F ][E2:F ]
p et donc

isomorphe à une somme directe de copies de Fp. Le théorème 2.3.9 montre alors
que p est totalement ramifié dans E.

On en déduit donc que P1 est, à un ensemble de densité Dirichlet nulle, l’en-
semble des idéaux maximaux totalement décomposé dans E. On déduit du théo-
rème 5.3.3 que [E : F ] = [E1 : F ], c’est-à-dire E = E1 et donc E2 ⊂ E1.
Corollaire 5.3.9. Soit p un nombre premier et soit E/F une extension cyclique de
corps de nombres de degré une puissance de p. Alors il existe une infinité d’idéaux
maximaux p de OF qui sont inertes dans E/F , c’est-à-dire tels que pOE est pre-
mier.

Démonstration. Le groupe de Galois E/F est cyclique d’ordre pr pour r > 0. On
peut supposer r > 1 sinon le résultat est évident. Soit K ⊂ E l’unique sous-corps
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de E tel que [K : F ]. Le groupe Gal(K/F ) est alors l’unique quotient cyclique
d’ordre p de Gal(E/F ). On déduit de la section que 1.3.1 p est inerte dans E/F si
et seulement si l’élément de Frobenius (p, E/F ) est d’ordre [E : F ], c’est-à-dire est
un générateur de Gal(E/F ). Cette condition est encore équivalente à demander
que l’image de (p, E/F ) dans Gal(K/F ) est un générateur de Gal(K/F ). Or cette
image est (p, K/F ). Comme le groupe (p, K/F ) est cyclique d’ordre p, (p, K/F )
est un générateur si et seulement si il n’est non trivial c’est-à-dire si et seulement si
p n’est pas totalement décomposé dans K/F . Le résultat est alors une conséquence
du corollaire 5.3.4.

5.4 La seconde inégalité

Dans cette partie, on montre que si E/F est une extension cyclique de corps
de nombres, alors

[E : F ] 6 Card(A×F/F×NE/F (A×E)).

5.4.1 Le quotient de Herbrand

Soit G un groupe cyclique, soit n son cardinal et soit g un générateur de G.
On appelle G-module un Z[G]-module. Si A est un G-module, on définit deux
endomorphismes N et 1− g de A par les formules, pour a ∈ A,

N(a) := a+ g(a) + · · ·+ gn−1(a), (1− g)(a) := a− g(a).

On vérifie que N ◦ (1− g) = (1− g) ◦N = 1− gn = 0. On définit alors les groupes
abéliens

Ĥ0(A) := Ker(1− g)/ Im(N) = AG/N(A), Ĥ1(A) := Ker(N)/ Im(1− g).

On note h0(A) := Card(Ĥ0(A)) et h1(A) := Card(Ĥ1(A)). Lorsque h0(A) et h1(A)
sont finis, on définit le quotient de Herbrand de A comme la quantité

θ(A) := h0(A)
h1(A) .

Nous aurons parfois besoin de nous placer dans un cadre un peu plus général.
Soit A un groupe abélien muni de deux endomorphismes f et g qui commutent et
vérifient g ◦ f = f ◦ g = 0. Si les indices [Ker(f) : Im(g)] et [Ker(g) : Im(f)] sont
finis, on pose

qf,g(A) := [Ker(f) : Im(g)]
[Ker(g) : Im(f)] .
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Exemple 5.4.1. Si G est un groupe cyclique et si A est un G-module, en posant
f = 1− γ et g = N , pour γ un générateur de G, on a qf,g(A) = θ(A).
Proposition 5.4.2. Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte de
groupes abéliens. Supposons que pour X ∈ {A,B,C}, le groupe abélien X est
muni d’endomorphismes fX et gX tels que fX ◦ gX = gX ◦ fX = 0. Supposons
également que tous les carrés du diagramme ci-dessous sont commutatifs

0 A B C 0

0 A B C 0.

fA fB fCgA gB gC

Alors, si deux des quantités qfA,gA(A), qfB ,gB(B) et qfC ,gC (C) sont définies, la troi-
sième également et on a qfB ,gB(B) = qfA,gA(A)qfC ,gC (C).

Démonstration. On applique le lemme du serpent au diagramme commutatif

A B C 0

0 Ker(gA) Ker(gB) Ker(gC)

fA fB fC

On obtient donc une suite exacte longue et un diagramme commutatif
Ker(fA) Ker(fB) Ker(fC) Ker(gA)/ Im(fA) Ker(gB)/ Im(fB) Ker(gC)/ Im(fC)

Ker(fA)/ Im(gA) Ker(fB)/ Im(gB) Ker(fC)/ Im(gC)

δ

L’existence de la flèche pointillée provient de l’égalité δ(Im(gC)) = {0} qui se véri-
fie directement en revenant à la définition du morphisme de connexion δ provenant
du lemme du serpent. On obtient donc une suite exacte longue

Ker(fB)/ Im(gB) −→ Ker(fC)/ Im(gC) −→
−→ Ker(gA)/ Im(fA) −→ Ker(gB)/ Im(fB) −→ Ker(gC)/ Im(fC)

que l’on peut prolonger à gauche et à droite en inversant les rôles de f et g. Pour
conclure, on obtient une suite exacte longue périodique ou encore un « hexagone
exact » :

Ker(fA)/ Im(gA) Ker(fB)/ Im(gB)

Ker(gC)/ Im(gC) Ker(fC)/ Im(gC)

Ker(gB)/ Im(fB) Ker(gA)/ Im(fA)
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On en déduit le résultat.

Corollaire 5.4.3. Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte de G-
modules. Si, parmi θ(A), θ(B) et θ(C), deux sont définis, alors le troisième est
défini et on a l’égalité θ(B) = θ(A)θ(C).

Lemme 5.4.4. Supposons que A est un groupe abélien fini et que f et g sont deux
endomorphismes de A tels que f ◦ g = g ◦ f = 0, alors qf,g(A) = 1.

Démonstration. On a simplement

qf,g(A) = Card(Ker(f)) Card(Im(g))−1

Card(Ker(g)) Card(Im(f))−1 = Card(A)
Card(A) = 1.

Lemme 5.4.5. Soit A un groupe abélien et soient f et g deux endomorphismes de
A qui commutent. Alors si q0,f (A) et q0,g(A) existent, q0,fg(A) existe et q0,fg(A) =
q0,f (A)q0,g(A).

Démonstration. Comme q0,f (A) et q0,g(A), les groupes Ker(f), Ker(g), Coker(f)
et Coker(g) sont finis. En utilisant la proposition 5.4.2 et le lemme 5.4.4, on en
déduit que q0,g(f(A)) est défini et que q0,g(A) = q0,g(f(A)). Par ailleurs la suite
exacte

0 −→ Ker(f) −→ Ker(gf) f−→ Ker(g) ∩ f(A) −→ 0
implique que Ker(fg) est fini et que Card(fg) = Card(Ker(g)∩f(A)) Card(Ker(f)).
On en conclut que q0,fg(A) est bien défini et que

q0,f (A)q0,g(A) = Card(A/f(A)) Card(f(A)/fg(A))
Card(Ker(f)) Card(Ker(g) ∩ f(A)) = Card(A/fg(A))

Ker(fg) = q0,fg(A).

Théorème 5.4.6 (Chevalley). Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p. Soit
A un G-module. Si q0,p(A) et q0,p(AG) sont définis, θ(A) l’est aussi et on a la
relation

θ(A)p−1 = q0,p(AG)p
q0,p(A) .

Démonstration. Fixons g un générateur de G. On a, en utilisant la proposition
5.4.2, q0,p(A) = q0,p(AG)q0,p((1 − g)A). Comme par ailleurs g agit trivialement
sur AG, on a q0,p(AG) = θ(AG). L’endomorphime N = 1 + g + · · · + gp−1 annule
(1 − g)A. Ainsi (1 − g)(A) est un Z[ζp] ' Z[X]/(1 + X + · · · + Xp−1)-module.
Comme p = (1− ζp)p−1ε avec ε ∈ Z[ζp]×, on a, en utilisant le lemme 5.4.5,

q0,p((1− g)A) = q0,1−g((1− g)A)p−1.
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Par ailleurs q0,1−g((1− g)A) = q1−g,0((1− g)A)−1. Comme N agit trivialement sur
(1 − g)A, on a q1−g,0((1 − g)A) = θ(A) et donc q0,p((1 − g)A) = θ((1 − g)A)1−p.
On en déduit finalement que

θ(A)p−1 = q0,p(AG)p−1q0,p((1− g)A)−1 = q0,p(AG)p−1q0,p(A)−1.

5.4.2 Le quotient de Herbrand de A×E/E×

Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré n. Le groupe
G = Gal(E/F ) agit sur A×E par des automorphismes continus. Il a été vu en TD
que le foncteur des invariants sous G appliqué à la suite exacte

0 −→ E× −→ A×E −→ A×E/E× −→ 0

fournit une suite exacte courte

0 −→ F× −→ A×F −→ (A×E/E×)G −→ 0.

La seconde inégalité du corps de classes est alors une conséquence immédiate
du théorème suivant, dont la preuve est le but de cette section.

Théorème 5.4.7. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Alors le
quotient de Herbrand de A×E/E× est défini et vaut [E : F ].

Vérifions en effet que ceci implique la seconde inégalité. Si A = A×E/E×. On a
alors Ĥ0(A) = A×F/F×NE/F (A×E) et Ĥ1(A) = Ker(NE/F )/ Im(g − 1) où g est un
générateur de G. On a donc bien

[E : F ] = θ(A) 6 Card(Ĥ0(A)) = Card(A×F/F×NE/F (A×E)).

Remarque 5.4.8. En combinant les théorèmes 5.3.6 et 5.4.7, on montre que si
E/F est une extension cyclique de corps de nombres, alors Ĥ1(A×E/E×) = 0.

5.4.3 Le cas cyclique d’ordre premier

On suppose désormais que E/F est une extension galoisienne finie de corps de
nombres de degré p où p est un nombre premier. On va calculer le quotient de
Herbrand du Gal(E/F )-module A×E/E×.

Posons V = V0 = ∏
w|∞E

×
w

∏
v-∞O×w . On a A×E/E×V ' Cl(OE) d’après les

résultats de la section 3.2.2 (ou la proposition 5.2.11), qui est un groupe fini.
En utilisant le lemme 5.4.4 et le corollaire 5.4.3, on en déduit que le quotient
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de Herbrand de A×E/E× est bien défini si et seulement si celui de E×V/E× '
V/(V ∩ E×) est bien défini, et on a

θ(A×E/E×) = θ(V/(V ∩ E×)).

Notons que V ∩ E× = O×E .
Nous allons montrer que les quotient de Herbrand des groupes∏w-O×w ,

∏
w|∞E

×
w

et O×E sont bien définis et utiliser le corollaire 5.4.3 pour conclure.

Lemme 5.4.9. Soit v une place finie de F . Alors θ(∏w|vO×w) = 1.

Démonstration. Posons A = ∏
w|vO×w . Soit ` la caractéristique résiduel de Fv.

En utilisant le lemme 5.1.8, on voit que chaque O×w contient un sous-groupe ou-
vert isomorphe à Z[Ew:Q`]

` . Ainsi A contient un sous-goupe ouvert B isomorphe à
Z[E:F ][Fv :Q`]
` . Comme A est compact, le quotient A/B est fini. Ainsi on déduit du

corollaire 5.4.3 et du lemme 5.4.4 que θ(A) est défini si et seulement si θ(B) est
défini et θ(A) = θ(B). Par ailleurs BGal(E/F ) = AGal(E/F ) ∩ B = O×v ∩ B est un
Z`-module libre de rang [Fv : Q`]. On déduit alors du théorème 5.4.6 que

θ(B)p−1 = q0,p(BGal(E/F ))pq0,p(B)−1.

Comme q0,p(Zm` ) = 1 si ` 6= p et pm si ` = p, on en conclut que θ(B)p−1 = 1 si
` 6= p et p[Fv :Qp]pp−[Fv :Qp][E:F ] = 1 puisque [E : F ] = p. On en déduit donc que
θ(B) = 1.

Soit S l’ensemble des places finies de F telles qui sont ramifiées dans E et S ′
l’ensemble des places de E qui sont au-dessus d’une place de S.

Lemme 5.4.10. On a θ(∏w/∈S′ O×w) = 1.

Démonstration. Fixons v /∈ S et posons Av = ∏
w|vO×w . D’après la proposition

5.1.1, on a O×v = N(Av). De plus, en utilisant la proposition 1.2.15, on montre
que AGal(E/F )

v = (O×w)Dw = O×v pour un choix de w | v. Ainsi Ĥ0(Av) = 0. On en
déduit que Ĥ0(∏v/∈S Av) = 0. On déduit donc du lemme 5.4.9 que Ĥ1(Av) = 0.
On vérifie alors sans difficulté que

Ĥ0(
∏
v/∈S

Av) = Ĥ1(
∏
v/∈S

Av) = 0.

Ainsi θ(∏v/∈S Av) = 1.

Proposition 5.4.11. On a θ(∏w-∞O×w) = 1.
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Démonstration. On décompose le Gal(E/F )-module en un produit fini

∏
w-∞
O×w =

∏
v/∈S

∏
w|v
O×w

 ∏
v∈S

∏
w|v
O×w

 .
D’après les lemmes 5.4.10 et 5.4.9, chaque terme de ce produit a un quotient de
Herbrand égal à 1. On déduit alors le résultat du corollaire 5.4.3.

Proposition 5.4.12. On a θ(∏w|∞E
×
w ) = 2s2−pr2 où r2 désigne le nombre de

places complexes de F et s2 celui de E.

Démonstration. Soit v une place archimédienne de F et soit w | v une place de E.
Si Dw = {1}, alors Ew′ = Fv pour tout place w′ | v et le groupe Gal(E/F ) agit
simplement transitivement sur les places au-dessus de v et on a un isomorphisme
de Gal(E/F )-modules ∏

w|v
E×w ' F×v ⊗Z Z[Gal(E/F )].

De plus les endomorphismes N et (g−1) (pour un générateur g de Gal(E/F ) sont
de la forme IdF×v ⊗N et IdF×v ⊗(g−1) sur F×v ⊗ZZ[Gal(E/F )]. Comme Z[Gal(E/F )]
est un Z-module libre, on en déduit que Ĥ i(∏w|v E

×
w ) ' F×v ⊗Z Ĥ

i(Z[Gal(E/F )])
pour i ∈ {0, 1}. Cependant un calcul direct montre que Ĥ i(Z[Gal(E/F )]) = 0
pour tout i ∈ {0, 1}. On en déduit que θ(∏w|v E

×
w ) = 1.

Supposons à présent que Dw est non trivial. Il est donc d’ordre 2. Cela implique
en particulier que p est pair et donc que p = 2. On a donc dans ce cas Dw =
Gal(E/F ) et il n’y a qu’une seule place au-dessus de v. On a de plus Fv ' R et
Ew ' C et on vérifie facilement que θ(C×) = 2 (où C× est vu comme Gal(C/R)-
module). On conclut alors en utilisant le corollaire 5.4.3.

Proposition 5.4.13. On a θ(O×E) = ps2−pr2−1 où r2 désigne le nombre de places
complexes de F et s2 celui de E. De plus s2 = pr2 si p 6= 2.

Démonstration. Soit r1 le nombre de places réelles de F , r2 le nombre de places
complexes de F , s1 le nombre de places réelles de E et s2 le nombre de places
complexes de E. D’après le théorème 3.2.14, le groupe O×E est isomorphe à µE ×
Zs1+s2−1. On déduit donc de la proposition 5.4.2 et du lemme 5.4.4 que q0,p(O×E) =
q0,p(Zs1+s2−1) = ps1+s2−1. De même, q0,p((O×E)Gal(E/F )) = q0,p(O×F ) = pr1+r2−1.
Ainsi le théorème 5.4.6 implique que

θ(O×E)p−1 = pp(r1+r2−1)p−(s1+s2−1) = ppr1−s1+pr2−s2−(p−1).
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Comme [E : F ] = p, on a s1 + 2s2 = p(r1 + 2r2), on en déduit

θ(O×E) = ps2−pr2−(p−1).

Si p est impair, toutes les places archimédiennes sont non ramifiées dans E/F et
on a donc s2 = pr2, et le résultat voulu. Si par contre p = 2, alors p− 1 = 1 et on
obtient à nouveau le résultat cherché.

Corollaire 5.4.14. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré
premier, alors θ(A×E/E×) = [E : F ].

Démonstration. Soit p le degré de E/F . On a alors

θ(A×E/E×) = θ

∏
w-∞
O×E

 θ
∏
w|∞

E×w

 θ(O×E)−1

= 2s2−pr2ppr2−s2+1 = p.

En effet, d’après la proposition 5.4.13, on a s2 − pr2 = 0 si p 6= 2.

5.5 La loi de réciprocité

5.5.1 Construction

Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres. Soit S l’ensemble des
places de F qui sont ramifiées dans E/F et soit m un module de F tel que S ⊂
Supp(m). On définit alors un morphisme de groupes AE/F : I(OF )m → Gal(E/F )
en posant, pour a ∈ I(OF )m,

AE/F (a) := (a, E/F ).

Remarque 5.5.1. Soit b ∈ I(OE)m. On a alors (NE/F (b), E/F ) = 1. En effet, il
suffit de le vérifier lorsque b est un idéal maximal deOE. On a alorsNE/F (b) = pfb/p

où p = b ∩ OF . Ainsi

(NE/F (b), E/F ) = (p, E/F )fb/p

et, comme (p, E/F ) est d’ordre fb/p, on aAE/F (NE/F (b)) = 1. AinsiNE/F (I(OE)m) ⊂
Ker(AE/F ).

Supposons à présent que le module m vérifie la propriété Vm ⊂ NE/F (A×E).
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D’après la proposition 5.2.11, il existe une surjection naturelle I(OF )m �
A×F/F×NE/F (A×E) dont le noyau est le sous-groupe PmNE/F (I(OE)m). La remarque
5.5.1 implique que PmNE/F (I(OE)m) est dans le noyau de Ker(AE/F ) si et seule-
ment si Pm ⊂ Ker(AE/F ). Si tel est le cas, l’application AE/F se factorise en un
morphisme de groupes ArtE/F : A×F/F×NE/F (A×E).

Proposition 5.5.2. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
Supposons que

a) l’application AE/F : I(OF )m → Gal(E/F ) est surjective ;
b) on a Pm ⊂ Ker(AE/F ).

Alors il existe un isomorphisme de groupes ArtE/F : A×F/F×NE/F (A×E) ∼−→ Gal(E/F )
tel que pour presque toute place finie v de F non ramifiée dans E, on a ArtE/F ($v) =
(pv, E/F ), où $v est défini dans l’énoncé du théorème 5.2.1.

Démonstration. Le point b) implique que l’application AE/F se factorise en un
morphisme ArtE/F : A×F/F×NE/F (A×E)→ Gal(E/F ). Le point a) implique que ce
morphisme est surjectif et on déduit du théorème 5.3.6 qu’il est en fait bijectif. La
caractérisation en presque toutes les places finies se déduit de la définition de AE/F
car, si v /∈ Supp(m), l’élément pv ∈ I(OF )m est envoyé sur la classe de $v dans le
quotient A×F/F×NE/F (A×E) et donc ArtE/F ($v) = AE/F (pv) = (pv, E/F ).

Remarque 5.5.3. SoitK/F une extension finie de F . L’extension EK/K est alors
abélienne est son groupe de Galois est isomorphe à un sous-groupe de Gal(E/F ).
On a de plus le diagramme commutatif suivant

I(Om
K) I(OF )m

Gal(EK/K) Gal(E/F ).

NK/F

AEK/K AE/F

De même si F ⊂ E ′ ⊂ E est une sous-extension, l’extension E ′/F est abélienne et
on a des diagrammes commutatifs

I(OF )m Gal(E/F )

Gal(E ′/F )

AE/F

AE′/F

I(OE′)m I(OF )m

Gal(E/E ′) Gal(E/F ).

NE′/F

AE/E′ AE/F

Ces trois diagrammes se vérifient directement en calculant l’image d’un idéal maxi-
mal par les différents chemins possibles et en utilisant les formules de la proposition
1.3.3.
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5.5.2 Surjectivité de AE/F

Théorème 5.5.4. Le morphisme AE/F : I(OF )m → Gal(E/F ) est surjectif.

Démonstration. Le groupe Gal(E/F ) est abélien fini. Le théorème de structure
des groupes abéliens finis montre qu’il est engendré par ses éléments d’ordre une
puissance d’un nombre premier. Il suffit donc de prouver que si σ ∈ Gal(E/F ) est
d’ordre une puissance d’un nombre premier, alors σ est dans l’image de AE/F . Soit
σ un tel élément et soit H le sous-groupe de Gal(E/F ) engendré par σ. Posons
K = EH . L’extension E/K est alors cyclique d’ordre une puissance de nombre
premier. Le corollaire 5.3.9 implique qu’il existe un idéal maximal q ⊂ OK tel que
q∩OF /∈ Supp(m) et (q, E/K) est un générateur de H. Il existe doncm > 1 tel que
(qm, E/K) = σ. On déduit alors de la remarque 5.5.3 que AE/F (NK/F (qm), E/F ) =
σ.

5.5.3 Le noyau de AE/F

Soit E/F une extension abélienne finie. On veut à présent montrer qu’il existe
un module m tel que Pm ⊂ Ker(AE/F ).

Définition 5.5.5. On dit qu’une paire (E/F,m) constituée d’une extension abé-
lienne finie de corps de nombres et d’un module de F est admissible si les condi-
tions suivantes sont satisfaires

a) l’ensemble Supp(m) contient les places de F qui sont ramifiées dans E/F ;
b) on a Vm ⊂ NE/F (A×E) ;
c) on a Pm ⊂ Ker(AE/F ).

Remarque 5.5.6. Si la paire (E/F,m) est admissible alors le théorème 5.5.4
implique que les propriétés de la proposition 5.5.2 sont vérifiées et l’existence de
la loi de réciprocité d’Artin ArtE/F pour l’extension E/F .

Proposition 5.5.7. Soit E/F une extension abélienne finie de corps de nombres.
1) Si m 6 m′, alors si (E/F,m) est admissible, (E/F,m′) est admissible.
2) Soit K/F une extension finie. Soit mK le module de K défini par

mK(w) =


ew/vm(v) si w est finie et v = w|F
0 si Ew ' C
m(v) si Ew ' R.

Alors NK/F (K×mK ) ⊂ F×m et si (E/F,m) est admissible, alors (EK/K,mK) est
admissible.
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3) Si F ⊂ E ′ ⊂ E est une sous-extension. Si (E/F,m) est admissible, alors
(E ′/F,m) est admissible.

4) Si F ⊂ E1, . . . , Er ⊂ E sont des sous-extensions telles que E = E1 · · ·Er.
Alors si les paires (Ei/F,mi) sont admissibles, alors la paire (E/F,m) est admis-
sible où m désigne le module défini par

m(v) = sup
i

mi(v) ∀v ∈ ΣF .

Démonstration. La propriété 1) est une conséquence immédiate du fait que m 6 m′

implique Supp(m) ⊂ Supp(m′), Vm′ ⊂ Vm et Pm′ ⊂ Pm.
Les propriétés 2) et 3) se déduisent des diagrammes commutatifs de la remarque

5.5.3.
Dans la situation de la propriété 4), l’application σ 7→ (σE1 , . . . , σEr) induit

une injection de Gal(E/F ) dans Gal(E1/F ) × Gal(Er/F ). Comme par ailleurs
Pm ⊂ Pmi pour tout 1 6 i 6 r. On déduit encore de la remarque 5.5.3 que l’image
de AE/F (Pm) est contenu dans le noyau de Gal(E/F ) → Gal(Ei/F ) pour tout
1 6 i 6 r et donc que AE/F (Pp) = {1}.

Proposition 5.5.8. Soit n > 1 un entier et soit mn le module de Q défini par
mn(p) = vp(n) pour p premier et mn(∞) = 1. Alors il existe un module m > mn

de même support tel que (Q(ζn)/Q,m) est admissible.

Remarque 5.5.9. On peut en fait montrer que (Q(ζn)/Q,mn) est admissible mais
cela demande de démontrer en plus que NQ(ζn)/Q(A×Q(ζn)) = Vmn .

Démonstration. L’ensemble Supp(m) est l’ensemble des diviseurs premiers p de n
ainsi que la place∞. Il contient donc l’ensemble des places ramifiées dans Q(ζn)/Q
(voir exemple 1.2.26). On peut donc trouver m > mn de même support que mn tel
que Vm ⊂ NQ(ζn)/Q(A×Q(ζn)). Il reste à vérifier que Pm ⊂ Ker(AQ(ζn)/Q). On va en
fait vérifier que Pmn ⊂ Ker(AQ(ζn)/Q). Le groupe Q×mn est le groupe des nombres
rationnels x tels que vp(x − 1) > vp(n) pour p premier divisant n et x > 0. Ainsi
une fraction réduite a

b
avec a ∈ Z et b ∈ N∗ appartient à Q×mn si et seulement

si a > 0, b ∧ n = 1 et vp(a − b) > vp(n), c’est-à-dire si et seulement si a > 0
et a ≡ bmodn. Par ailleurs on a vu (exemple 1.3.6) que le groupe de Galois
qu’il existe un isomorphisme de groupes entre Gal(Q(ζn)/Q et (Z/nZ)× envoyant
(p,Q(ζn)/Q) sur p pour p - n. On en conclut que si a

b
∈ Pmn , on a

AQ(ζn)/Q(a
b
) = AQ(ζn)/Q(a)AQ(ζn)/Q(b)−1 = ab−1 modn = 1 modn.

Corollaire 5.5.10. Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres telle
que E ⊂ F (ζn) pour un certain n > 1. Il existe un module m de F tel que (E/F,m)
est admissible.
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Démonstration. On déduit en effet de la proposition 5.5.8 ainsi que des propriétés
2) et 3) de la proposition 5.5.7 que la paire (E/F, µn,F ) est admissible.

Théorème 5.5.11. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres telle
que

Card(A×F/F×A×E) = [E : F ].

Soit m un module de F dont le support contient toutes les places de F ramifiées
dans E/F et tel que Vm ⊂ NE/F (A×E). Alors la paire (E/F,m) est admissible.

Au cours de la preuve nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera démontré
plus tard.

Lemme 5.5.12 (« Lemme d’Artin »). Soit E/F une extension cyclique de corps
de nombres. Soit p un idéal maximal de OF et soit s ∈ N∗ tel que s ∈ p. Il existe
alors un entier m ∈ N∗ et un élément τ ∈ Gal(F (ζm)/F ) tels que

1) on a m ∧ s = 1 ;
2) on a E ∩ F (ζm) = F et F ∩Q(ζm) = Q ;
3) les éléments (p, F (ζm)/F ) et τ ont des ordres multiples de [E : F ] dans

Gal(F (ζm)/F ) ;
4) les sous-groupes de Gal(F (ζm)/F ) engendrés par τ et par (p, F (ζm)/F ) ont

pour intersection le sous-groupe réduit à 1.

Démonstration. Voir [Jan, Prop. 5.5].

Remarque 5.5.13. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres et
soit p un idéal maximal de OF , s ∈ N∗, m ∈ N∗ et τ ∈ Gal(F (ζm)/F ) les
conditions du lemme 5.5.12. Supposons de plus que p est non ramifié dans E/F .
Comme s est premier à m, les nombres premiers divisant s sont non ramifiés
dans Q(ζm)/Q et donc p est non ramifié dans F (ζm)/F . Ainsi p est non rami-
fié dans E(ζm)/F . Comme E ∩ F (ζm) = F , on a un isomorphisme de groupes
Gal(E(ζm)/F ) ∼−→ Gal(E/F ) × Gal(F (ζm)/F ) donné par σ 7→ (σ|E, σ|F (ζm)). On
utilise cet isomorphisme pour identifier ces deux groupes. Fixons σ un générateur
du groupe Gal(E/F ). Soit H le sous-groupe de Gal(E(ζm)/F ) engendré par les
éléments (σ, τ) et (p, E(ζm)/F ) = ((p, E/F ), (p, F (ζm)/F )). Posons K = EH .
Le groupe Gal(E(ζm)/K(ζm)) est le noyau de l’application Gal(E(ζm)/F ) →
Gal(E(ζm)/K)×Gal(E(ζm)/F (ζm)), on a donc Gal(E(ζm)/K(ζm)) = H∩〈(σ, 1)〉.
Soit x ∈ H ∩ 〈(σ, 1)〉. On peut écrire

x = (σ, τ)a(p, E(ζm)/F )b = (σc, 1)
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pour des entiers a, b, c. Autrement dit on a les égalités
σa(p, E/F )b = σc

τa(p, F (ζm)/F )b = 1.

Ainsi τa = (p, F (ζm)/F )−b ∈ 〈τ〉 ∩ 〈(p, F (ζm)/F )〉 dans Gal(F (ζm)/F ), de sorte
que τa = (p, F (ζm)/F )b = 1 et donc que a, b ∈ Z[E : F ]. Comme le groupe
Gal(E/F ) est d’ordre [E : F ], on a finalement x = 1. Ainsi Gal(E(ζm)/K(ζm)) = 1
et E(ζm) = K(ζm). De plus, puisque (p, E(ζm)/F ) ∈ H, l’idéal maximal p est
totalement décomposé dans K/F .

Démonstration du théorème 5.5.11. Fixons σ un générateur du groupe cyclique
Gal(E/F ). Fixons aussi M ∈ N∗ un entier tel que, pour tout n > 1, E ∩ F (ζn) ⊂
F (ζM) et F ∩ Q(ζn) ⊂ Q(ζM). Un tel M existe bien car les corps E et F ne
contiennent qu’un nombre fini de sous-corps.

Soit a ∈ I(OF )m tel que AE/F (a) = 1 et posons a = pa1
1 · · · parr sa décomposition

en produit d’idéaux maximaux (on suppose les pi distincts). Soit s1 ∈ N∗ un entier
multiple de M , appartenant à tous les idéaux maximaux du support de m et
appartenant à p1. On construit alors, pour 1 6 i 6 r des éléments si ∈ N∗,
mi ∈ N∗ et τi ∈ Gal(F (ζmi)/F ) tels que si+1 = simi pour 1 6 i 6 r− 1 et tels que
mi et τi satisfont les propriétés du lemme 5.5.12 pour les données pi et si lorsque
1 6 i 6 r.

Pour 1 6 i 6 r, notons Hi le sous-groupe de Gal(F (ζmi)/F ) ' Gal(E/F ) ×
Gal(F (ζmi)/F ) engendrés par (σ, τ) et (p, E(ζmi)/F ). SoitKi := E(ζmi)Hi . D’après
la remarque 5.5.13, on a E(ζmi) = K(ζmi). Posons alors m = m1 · · ·mr et K =
K1 · · ·Kr ⊂ E(ζm).

Les entiers m1, . . . ,mr sont premiers entre eux deux à deux, et premiers à M .
Ainsi le lemme 5.5.18 implique que

Gal(E(ζm)/F ) ' Gal(E/F )×Gal(F (ζm1)/F )× · · · ×Gal(F (ζmr)/F ).

En identifiant ces deux groupes au moyen de cet isomorphisme, on voit que l’élé-
ment (σ, τ1, . . . , τr) est dans Gal(E(ζmi)/Ki) pour tout 1 6 i 6 r. On a donc

(σ, τ1, . . . , τr) ∈ Gal(E(ζm)/K).

Comme la restriction de cet élément à E est σ, on en conclut que F = E ∩K.
On déduit de la remarque 5.5.3 que, pour tout module m′ > m, le diagramme
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suivant commute
I(Om′

K ) I(OF )m′

Gal(EK/K) Gal(E/F ).

NK/F

AEK/K AE/F

L’égalité F = E ∩K implique que la flèche horizontale inférieure est un isomor-
phisme. On déduit donc du théorème 5.5.4 qu’il existe un idéal b0 ∈ I(OK)m′ tel
que AE/F (NK/F (b0)) = σ. Quitte à agrandir m′ pour que son support contienne
les diviseurs de m, on peut donc supposer que b0 ∈ I(OK)m′ et que b0 est premier
à m.

Pour 1 6 i 6 r, posons AE/F (paii ) = σdi . Soit d = d1 + · · · + dr. L’éga-
lité AE/F (a) = 1 implique alors d ∈ Z[E : F ]. Comme pi est totalement dé-
composé dans Ki (voir remarque 5.5.13), il existe qi idéal maximal de OKi tel
que NKi/F (qi) = pi. Posons alors ci := qaii NK/Ki(b0)−di ∈ I(OKi)m. On a alors
AEKi/Ki(ci) = AE/F (NKi/F (ci)) = 1. Or EKi ⊂ E(ζmi) = K(ζmi) (voir la re-
marque 5.5.13). On déduit donc du corollaire 5.5.10 (et de la propriété 1) de
la proposition 5.5.7) qu’il existe un module mi > mKi de Ki dont le support
est inclus dans l’union de Supp(m) et de l’ensemble des diviseurs de mi et tel
que la paire (EKi/Ki,mi) est admissible. On en déduit alors (voir remarque
5.5.6) que Ker(AEKi/Ki) = PmiNEKi/Ki(I(OEKi)mi). Il existe donc γi ∈ K×i,mi et
di ∈ I(OEKi)mi tels que ci = (γi)NEKi/Ki(dKi) (noter que l’on a bien ci ∈ I(OKi)mi).

Posons b = NK/F (b0). On peut donc écrire

ab−d =
r∏
i=1

paii b
−di =

r∏
i=1

NKi/F (ci)

=
r∏
i=1

NKi/F ((γi)NEKi/Fi(di)

= (α)NE/F

(
r∏
i=1

NEKi/E(di)
)

où α = ∏r
i=1NKi/F (γi). Comme γi ∈ K×i,mi ⊂ K×i,mKi

, on a NKi/F (γi) ∈ F×m (par la
propriété 2) de la proposition 5.5.7) et donc α ∈ F×m . Par ailleurs NEKi/E(di) ∈
I(OE)m pour tout i, donc ab−d ∈ PmNE/F (i(OE)m). Enfin remarquons que d ∈
Z[E : F ], on peut donc écrire d = [E : F ]d′ et bd = NE/F (bd′OE) de sorte que
a ∈ PmNE/F (I(OE)m).

On a donc prouvé que Ker(AE/F ) ⊂ PmNE/F (I(OE)m). On déduit du théorème
5.5.4 que Ker(AE/F ) est un sous-groupe d’indice [E : F ] de I(OF )× et de la proposi-
tion 5.2.11 que PmNE/F (I(OE)m) est un sous-groupe d’indice Card(A×F/F×NE/F (A×E).
Par notre hypothèse ces deux sous-groupes ont le même indice, ils sont donc égaux.
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En particulier PmNE/F (I(OE)m) ⊂ Ker(AE/F ). La paire (E/F,m) est donc admis-
sible.

5.5.4 Conclusions

On peut à présent démontrer le cas général de la seconde inégalité.

Lemme 5.5.14. Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres et soit
F ⊂ K ⊂ E une sous-extension telle que E/K est cyclique d’ordre premier. Alors
le groupe Gal(K/F ) agit trivialement sur le quotient A×K/K×NE/K(A×E).

Démonstration. On déduit du corollaire 5.4.14, du théorème 5.5.11 et de la re-
marque 5.5.6, l’existence de l’isomorphisme de réciprocité d’Artin ArtE/K : A×K/K×NE/K(A×E) '
Gal(E/K). Si τ ∈ Gal(E/F ), on a alors un diagramme commutatif (voir remarque
5.2.2)

A×K A×K

Gal(E/K) Gal(E/K).

τ

ArtE/K ArtE/K

τ ·τ−1

Comme le groupe Gal(E/F ) est abélien, la flèche horizontale inférieure est triviale,
ce qui implique que la flèche horizontale supérieure est triviale, ce qui fournit le
résultat.

Théorème 5.5.15. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Alors
on a h0(A×E/E×) = [E : F ] et h1(A×E/E×) = 1. En particulier θ(A×E/E×) = [E : F ].

Démonstration. Si K est un corps de nombres, on note CK le groupe A×K/K×. On
démontre le résultat par récurrence sur [E : F ]. Lorsque [E : F ] est premier, on
a θ(CE) = [E : F ] par le corollaire 5.4.14. La preuve de 5.4.2 montre qu’il existe
une suite exacte

Ĥ0(E×) −→ Ĥ0(A×E) −→ Ĥ0(CE) −→ Ĥ1(E×).

Comme Ĥ0(E×) = F×/NE/F (E×), Ĥ0(A×E) = A×F et Ĥ1(E×) = 0 (par le lemme
5.5.19), on en déduit que Ĥ0(CE) ' CF/NE/F (CE). En particulier h0(CE) =
Card(A×F/F×NE/F (A×E)) et on déduit de l’égalité θ(CE) = [E : F ] et du théo-
rème 5.3.6 que h0(CE) = [E : F ] et h1(CE) = 1.

Supposons à présent que [E : F ] est composé et soit p un diviseur premier
de [E : F ]. Soit F ⊂ K ⊂ E l’unique sous-extension telle que [E : K] = p.
Fixons également γ un générateur du groupe Gal(E/F ). Le morphisme NK/F :
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A×K → A×F induit un morphisme de groupes NK/F : CK → CF . On a de plus
NK/F (NE/K(CE)) = NE/F (CE) de sorte que l’on a un morphisme surjectif de
groupes

NK/F : CK/NE/K(CE)� NK/F (CK)/NE/F (CE).

Montrons que ce morphisme est en fait un isomorphisme. Soit x ∈ CK tel que
NK/F (x) ∈ NE/F (CE). Il existe donc y ∈ CE tel que NK/F (x) = NE/F (y), c’est-
à-dire NK/F (xNE/K(y)−1) = 1. Comme [K : F ] = [E : F ]/p < [E : F ], par
récurrence on a Ĥ1(CK) = {0} (où CK est vu comme Gal(K/F )-module), ce
qui implique qu’il existe z ∈ CE tel que xNE/K(y)−1 = zγ(z)−1. Le lemme 5.5.14
implique que γ agit trivialement sur CK/NE/K(CE), c’est-à-dire qu’il existe u ∈ CE
tel que zγ(z)−1 = NE/K(u). On a alors x = NE/K(yu). On a donc un isomorphisme
de groupes CK/NE/K(CE) ' NK/F (CK)/NE/F (CE). Ainsi

h0(CF ) = [CF : NE/F (CE)] = [CF : NK/F (CK)][NK/F (CK) : NE/F (CE)]
= [CF : NK/F (CK)][CK : NE/K(CE)].

Par récurrence, on a bien [CF : NK/F (CK)] = [K : F ] et [CK : NE/K(CE)] = [E :
K], ce qui implique h0(CE) = [E : F ].

Prouvons à présent que h1(CE) = 1. Posons m = [E : F ]/p et notons α :
CE → CE l’application x 7→ ∏m−1

i=0 γi(x). On a Gal(E/K) = 〈γm〉 de sorte que
si x ∈ CE, NE/K(x) = ∏p

i=0 γ
mi(x). On en déduit que NE/K ◦ α = NE/F et donc

que α(Ker(NE/F )) ⊂ Ker(NE/K). Par récurrence, on a Ĥ1(CE) = {0} (où CE est
vu comme Gal(E/K)-module). Ce qui implique que Ker(NE/K) = {zγm(z)−1 |
z ∈ CE}. Si x ∈ Ker(NE/F ), il existe donc y ∈ CE tel que α(x) = yγm(y)−1.
Par ailleurs, on a α(yγ(y)−1) = yγm(y)−1 de sorte que α(xγ(y)y−1) = 1. Comme
α(z)γ(α(z))−1 = zγm(z)−1 pour tout z ∈ CE, on a que xγ(y)y−1 est un élément
de CGal(E/K)

E = CK (voir TD pour cette dernière égalité). Comme de plus α|CK =
NK/F , on a xγ(y)y−1 ∈ Ker(NK/F ). Par récurrence (encore), on a Ĥ1(CK) =
{0}, ce qui implique l’existence de z ∈ CK tel que xγ(y)y−1 = uγ(u)−1 et donc
x = yuγ(yu)−1. Ceci prouve que Ĥ1(CE) = {0} (vu comme Gal(E/F )-module) et
achève la récurrence.

Corollaire 5.5.16. Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres. Soit
x ∈ F . Alors il existe y ∈ E tel que NE/F (y) = x si et seulement si pour toute
place v de F et toute place w | v de E, il existe yw ∈ Ew tel que NEw/Fv(yw) = x.

Démonstration. On a une suite exacte de Gal(E/F )-modules

0 −→ E× −→ A×E −→ A×E/E× −→ 0.
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Dans la preuve de la proposition 5.4.2, on a démontré qu’il existe un hexagone
exact

F×/NE/F (E×) A×F/NE/F (A×E)

Ĥ1(A×E/E×) A×F/F×NE/F (A×E)

Ĥ1(A×E/E×) Ĥ1(E×)

D’après le théorème 5.5.15, on a Ĥ1(A×E/E×) = {0}, ce qui implique l’injectivité
de F×/NE/F (E×) → A×F/NE/F (A×E), ce qui est exactement l’énoncé cherché (en
remarquant que pour tout w | v le groupe NEw/Fv(E×w ) ⊂ F×v ne dépend pas de
w).

Remarque 5.5.17. L’énoncé du corollaire 5.5.16 ne se généralise pas aux exten-
sions abéliennes de corps de nombres quelconques.

On peut enfin donner une démonstration complète de la loi de réciprocité d’Ar-
tin.

Démonstration du théorème 5.2.1. Soit E/F une extension abélienne de corps de
nombres. D’après la remarque 5.5.6, il suffit de prouver qu’il existe un module m
tel que la paire (E/F,m) est admissible. Le théorème de classification des groupes
abéliens finis et la propriété 4) de la proposition 5.5.7 implique qu’il suffit de
traiter le cas où E/F est une extension cyclique. Le théorème 5.5.15 implique
alors que [E : F ] = Card(A×F/F×NE/F (A×E)) et on conclut en utilisant le théorème
5.5.12.

5.5.5 Quelques lemmes utiles

Lemme 5.5.18. Soit E/F une extension finie de corps de nombres. Soit M > 1
un entier tel que, pour tout entier n > 1, F ∩ Q(ζn) ⊂ Q(ζM) et E ∩ F (ζn) ⊂
F (ζM). Alors si m > 1 est un entier premier à M , on a F ∩ Q(ζm) = Q et
E ∩ F (ζm) = F et, si m1 et m2 sont deux entiers premiers entre eux et premiers
à m, F (ζm1) ∩ F (ζm2) = F .

Démonstration. Soit m > 1 un entier premier à M . On a alors

F ∩Q(ζm) ⊂ Q(ζM) ∩Q(ζm) = Q(ζm∧M) = Q.
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Par ailleurs, on a [F (ζm) : F ] = [Q(ζm) : F ∩Q(ζm)] = [Q(ζm) : Q] et

[F (ζm) : F (ζm) ∩ F (ζM)] = [F (ζmM) : F (ζM)] = [F (ζmM) : F ]
[F (ζM) : F ]

= [Q(ζmM) : F ∩Q(ζmM)]
[Q(ζM) : F ∩Q(ζM)] = [Q(ζmM) : F ∩Q(ζM)]

[Q(ζM) : F ∩Q(ζM)]
= [Q(ζmM) : Q(ζM)] = [Q(ζm) : Q(ζM) ∩Q(ζm)]
= [Q(ζm) : Q].

On en déduit que [F (ζm) : F ] = [F (ζm) : F (ζm) ∩ F (ζM)] et donc que F (ζm) ∩
F (ζM) = F . (...)

Lemme 5.5.19. Soit E/F une extension cyclique de corps. Alors Ĥ1(E×) = {0}.

Démonstration. Voir TD.

5.6 Le théorème d’existence

Soit F un corps de nombres. Si E/F est une extension finie abélienne, on note
NE := NE/F (A×E)F×. C’est un sous-groupe ouvert d’indice fini de A×F (d’après la
proposition 5.3.5). Un sous-groupe de A×F est dit normique s’il est de la forme NE

pour E/F extension abélienne de F .
Le but de cette section est de démontrer le théorème 5.2.3.

5.6.1 Réductions

Lemme 5.6.1. (i) Soit N un sous-groupe normique de A×F . Si N ′ est un sous-
groupe de A×F contenant N , alors N ′ est normique.

(ii) Si N et N ′ sont deux sous-groupes normiques de A×F , il en est de même de
N ∩N ′.

Démonstration. Prouvons le point (i). Soit E/F une extension abélienne finie de
F telle que N = NE. Considérons l’isomorphisme de réciprocité d’Artin

ArtE/F : A×F/NE
∼−→ Gal(E/F ).
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Soit E ′ ⊂ E l’unique sous-extension de F telle que Gal(E/E ′) = ArtE/F (N ′/NE).
On a alors un diagramme commutatif

A×F/NE Gal(E/F )

A×F/NE′ Gal(E ′/F ).

∼
ArtE/F

∼
ArtE′/F

qui identifie N ′/NE et NE′/NE de sorte que N ′ = NE′ .
Prouvons à présent le point (ii). Soient E et E ′ deux extensions abéliennes

de F telles que NE = N et NE′ = N ′. Posons E ′′ = EE ′. C’est une extension
abélienne de F . De plus, on a Gal(E ′′/F ) ↪→ Gal(E/F )×Gal(E ′/F ) de sorte que
NE′′ , qui est le noyau de l’application ArtE′′/F est aussi le noyau de l’application
(ArtE/F ,ArtE′/F ) qui est N ∩N ′. On a donc NE′′ = N ∩N ′.

Lemme 5.6.2. Soit K/F une extension cyclique. Soit N un sous-groupe d’indice
fini de A×F contenant F× et tel que N−1

K/F (N) ⊂ A×K est normique. Alors N est
normique.

Démonstration. Posons N ′ = N−1
K/F (N). On a donc N ′ = NL pour une extension

abélienne finie L/K. Soit L̃ une clôture galoisienne de L/F . Soit σ un générateur
du groupe cyclique Gal(K/F ) et soit σ̃ un endomorphisme de L̃ prolongeant σ.
Remarquons que σ(N ′) = N ′ et donc σ̃(L) = L. Comme Gal(K/F ) est cyclique,
on en conclut que L/F est galoisienne. On a alors un diagramme commutatif
(remarque 5.2.2) :

A×K/N ′ Gal(L/K)

A×K/N ′ Gal(L/K).

∼
ArtL/K

σ σ̃·σ̃−1

∼
ArtL/K

Soit x ∈ A×K . On a alors NK/F (σ(x)) = NK/F (x). En particulier σ(x)x−1 ∈ N ′

et donc σ agit trivialement sur le quotient A×K . On en conclut que la conjugaison
par σ est triviale sur Gal(L/K). Comme σ engendre Gal(K/F ), on en conclut
que Gal(L/F ) est abélien. Comme NL/K(A×L) ⊂ N ′, on a NL/F (A×L) ⊂ N et donc
NL = F×NL/F (A×L) ⊂ N . On déduit donc du lemme 5.6.1 que N est normique.

Nous allons prouver un peu plus loin le résultat suivant.

Théorème 5.6.3. Soit p un nombre premier. Supposons que F× contient un élé-
ment d’ordre p. Alors, tout sous-groupe ouvert de A×F contenant F× et d’indice p
est normique.
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Lemme 5.6.4. Le théorème 5.6.3 implique le théorème 5.2.3.

Démonstration. Soit N ⊂ A×F un sous-groupe ouvert contenant F× et d’indice fini.
On va démontrer le résultat par récurrence sur [A×F : N ]. Le cas [A×F : N ] = 1 est
trivial.

Fixons p un diviseur premier de [A×F : N ]. Posons K = F (ζp). L’extension
K/F est cyclique car Gal(K/F ) ↪→ Gal(Q(ζp)/Q) ' (Z/pZ)×. Posons N ′ =
N−1
K/F (N). Alors N ′ est un sous-groupe ouvert d’indice fini de A×K contenant K×.

Si [A×K : N ′] < [A×F : N ], alors le sous-groupe N ′ est normique par récurrence et
N est normique par le lemme 5.6.2. Supposons donc que [A×K : N ′] = [A×F : N ].
Soit N ′′ ⊂ A×K un sous-groupe contenant N ′ et d’indice p. D’après le théorème
5.6.3, le sous-groupe N ′′ est normique. Soit L/K une extension abélienne telle
que NL = N ′′ ⊂ A×K . L’extension L/K est alors cyclique de degré p. Posons
N ′′′ = N−1

L/K(N ′). Comme N−1
L/K(N ′′) = A×L , il s’agit d’un sous-groupe ouvert

contenant L× est d’indice < [A×F : N ] dans A×L . Par récurrence N ′′′ est normique.
Ainsi le lemme 5.6.2 implique que N ′ est normique, puis que N est normique.

5.6.2 Théorie de Kummer

Soit n > 1. On suppose dans cette section que F contient toutes le sous-groupe
des racines n-ièmes de l’unité, c’est-à-dire que F× contient un élément d’ordre n.
Soit K/F une extension galoisienne finie. Posons G = Gal(K/F ). On considère la
suite exacte suivante de G-modules

0 −→ µn −→ K×
x 7→xn−−−→ (K×)n −→ 0.

On vérifie facilement qu’en lui appliquant le foncteur des G-invariants, on a une
suite exacte de groupes abéliens

0 −→ µn −→ F×
x 7→xn−−−→ (K×)n ∩ F×.

Cependant la flèche la plus à droite n’est pas toujours surjective. Décrivons son
conyau. Soit x ∈ (K×)n ∩ F×. Il existe alors y ∈ K× tel que x = yn. Pour g ∈ G,
posons αx(g) := g(y)

y
∈ µn. On vérifie facilement que αx est un morphismes de

groupes G→ µn. En effet, pour g, h ∈ G, on a

g(h(x))
x

= g(h(x))
h(x)

h(x)
x

= g(xαx(h))
xαx(h)

h(x)
x

= g(x)
x

h(x)
x

car g(αx(h)) = αx(h) puisque µn ⊂ F×. Le nombre αx(g) ne dépend pas du choix
de y. En effet si y′ est un autre élément de K× tel que (y′)n = x, alors y′ = ζy
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avec ζ ∈ µn, et on a g(y)
y

= g(y′)
y′

. Enfin si x, x′ ∈ (K×)n∩F× et y, y′ ∈ K× vérifient
x = yn, x′ = (y′n), on a, pour tout g ∈ G,

αxx′(g) = g(yy′)
yy′

= αx(g)αx′(g).

Ainsi x 7→ αx définit un morphisme de groupes de F× dans le groupe Hom(G, µn)
des morphismes de G dans µn.

Lemme 5.6.5. Le morphisme x 7→ αx induit un isomorphisme de groupes

((K×)n ∩ F×)/(F×)n Hom−−→ (G, µn).

Démonstration. L’injectivité est clair car si αx(g) = 1 pour tout g ∈ G, alors
x = yn avec g(y) = y pour tout g ∈ Gal(K/F ), c’est-à-dire y ∈ F× et x ∈ (F×)n.

Prouvons la surjectivité. Soit α : G→ µn un morphisme de groupes. La famille
(x 7→ g(x))g∈G est une famille de caractères du groupes K× (à valeurs dans K×).
Le lemme d’indépendance des caractères implique que cette famille est une famille
libre du K-espace vectoriel des applications de K× dans K. Comme α(g) 6= 0 pour
tout g ∈ G, on en déduit que l’application x 7→ ∑

g∈G α(g−1)g(x) de K× dans K
est non nulle et qu’il existe donc z ∈ K× tel que

y :=
∑
g∈G

α(g−1)g(z) 6= 0.

On a alors, pour h ∈ G, en utilisant le fait que µn ⊂ F ,

h(y) =
∑
g∈G

α(g−1)hg(z) =
∑
g∈G

α(g−1h)g(z) = α(h)y.

On en déduit en particulier que h(yn) = yn pour tout h ∈ G et donc que yn ∈
(K×)n ∩ F× ainsi que αyn = α.

On déduit du lemme 5.6.5 que l’on a une suite exacte longue

0 −→ µn −→ F×
x 7→xn−−−→ (K×)n ∩ F× x 7→αx−−−→ Hom(G, µn) −→ 0.

On suppose désormais que G est un groupe abélien d’exposant n, c’est-à-dire
que pour tout g ∈ G, gn = 1. Dans ce cas, la théorie des caractères d’un groupe
abélien fini implique que les groupes G et Hom(G, µn) ont le même cardinal. En
particulier on déduit du lemme 5.6.5 que

Card(G) = [K : F ] = Card((K×)n ∩ F×/(F×)n).
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Soit β : G→ Hom((K×)n ∩ F×/(F×)n, µn) définit par g 7→ (x 7→ αx(g)). Il s’agit
d’un morphisme de groupes. Remarquons que si g ∈ Gr{1}, il existe un caractère
χ du groupe G (à valeurs dans µn) tel que χ(g) 6= 1. Soit x ∈ (K×)n ∩ F× tel
que χ = αx, on a alors αx(g) 6= 1, ce qui prouve que β(g) 6= 1. Le morphisme β
est donc injectif et bijectif par un argument de cardinal. On en déduit le résultat
suivant :

Théorème 5.6.6. Soit F une clôture algébrique de F . Il existe une bijection
croissante de l’ensemble des extensions abéliennes K ⊂ F de F d’exposant n
et l’ensemble des sous-groupes H ⊂ F× d’indice fini contenant (F×)n donnée par
K 7→ (K×)n ∩ F×. La bijection réciproque est donnée par H 7→ F ( n

√
H). De plus

on a l’égalité
[F ( n
√
H) : F ] = Card(H/(F×)n).

5.6.3 Démonstration du théorème 5.6.3

Soit p un nombre premier. On suppose que F est un corps de nombres contenant
toutes les racines p-ièmes de l’unité. On fixe N ⊂ A×F un sous-groupe ouvert
d’indice p contenant F×. Remarquons que, comme N est d’indice p, on a (F×v )p ⊂
N pour toute place v de F . Soit S un ensemble fini de places de F tels que
— l’ensemble S contient toutes les places archimédiennes ;
— l’ensemble S contient toutes les places de F divisant p ;
— l’ensemble des places ultramétriques v de F telles que Uv 6⊂ N ;
— on a A×F = F×

∏
v∈S F

×
v

∏
v/∈S Uv.

Comme N est un sous-groupe ouvert de A×F , l’ensemble des places archimédiennes
de F telles que Uv 6⊂ N est fini et on peut bien choisir un tel S. On pose alors

NS := F×
∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv

et on remarque que NS est un sous-groupe ouvert de A×F , contenant F× et tel que
NS ⊂ N . Pour démontrer le théorème 5.6.3, il suffit donc de prouver que NS est
normique (d’après le lemme 5.6.1).

Posons O×S := F× ∩ ∏v/∈S Uv. Il s’agit d’un sous-groupe de F× appelé sous-
groupes des « S-unités ». Nous allons prouver que NS = N

F ( p
√
O×S ). Remarquons

que, puisque µp ⊂ F , l’extension F ( p

√
O×S )/F est galoisienne et même abélienne

d’exposant p. On pose désormais K := F ( p

√
O×S ).

Lemme 5.6.7. Si v /∈ S, l’extension K/F est non ramifiée en v.
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Démonstration. Soit v /∈ S. Il suffit de prouver que pour α ∈ O×S , l’extension
F ( p
√
α)/F est non ramifiée en v. Posons E = F ( p

√
α). Soit w une place de E

divisant v. Alors (théorème 2.3.9), le complété Ew de E en w est un quotient de
E ⊗F Fv, on a donc Ew = Fv( p

√
α). Le polynôme minimal de p

√
α sur Fv est un

diviseur Q de Xp − α. Comme α ∈ Uv, l’image α de α dans le corps résiduel kv
est non nulle. Comme de plus v ne divise pas p, p est inversible dans kv, ce qui
implique que le polynôme Xp − α est séparable dans kv[X]. Ainsi l’image de Q
dans kv[X] est également séparable. On déduit alors du lemme de Hensel 2.2.17
que toute racine de Q dans kw se relève de façon unique en une racine de Q dans
la sous-extension maximale non ramifiée de Ew/Fv, ce qui prouve que Ew/Fv est
non ramifiée.

Corollaire 5.6.8. On a NS ⊂ NK.

Démonstration. On a clairement F× ⊂ NK . Comme de plusK/F est d’exposant p,
le théorème 5.2.1 implique que A×F/NK est d’exposant p et donc que (F×v )p ⊂ NK

pour tout v. On déduit alors du lemme 5.6.7 et de la proposition 5.1.1 que Uv ⊂ NK

pour tout v /∈ S de sorte que NS ⊂ NK .

Le corollaire 5.6.8 implique donc qu’il suffit de prouver l’égalité [A×F : NS] =
[A×F : NK ] pour conclure. Calculons dans un premier temps [A×F : NK ]. On a, en
utilisant le théorème 5.2.1, l’égalité K = F ( p

√
(F×)pO×S ) et le lemme 5.6.5,

[A×F : NK ] = [K : F ] = [O×S (F×)p : (F×)p] = [O×S : O×S ∩ (F×)p] = [O×S : (O×S )p].

La dernière inégalité provient de O×S ∩ (F×)p = (O×S )p qui revient à dire que si
x = yp ∈ O×S est une puissance p-ième, alors y est une unité en toute place v /∈ S.

On prouve le résultat suivant, qui généralise le théorème 3.2.14.

Lemme 5.6.9. On a un isomorphisme de groupes abéliens

O×S ' µF × ZCardS−1.

Démonstration. Considérons le morphisme de groupes LS : O×S → ZCard(SrΣ∞)

défini par LS(x) = (vp(x))p∈SrΣ∞ . Son noyau est le sous-groupe O×F qui est un
groupe abélien de type fini de rang Card(Σ∞) − 1 d’après le théorème 3.2.14.
Il suffit donc de prouver que l’image de LS est un groupe abélien libre de rang
Card(S r Σ∞) ou, de façon équivalente, que LS est de conoyau fini. Rappelons
que le groupe quotient (A×F )1/F× est compact (théorème 3.2.4). L’image du sous-
groupe

(
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv)1 := (
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv) ∩ (A×F )1
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dans (A×F )1/F× est donc compacte (car ouverte par le lemme B.3.4 et donc fermée
par le lemme B.3.3). Cette image est homéomorphe au quotient (∏v∈S F

×
v

∏
v/∈S Uv)1/O×S .

Le morphisme de groupes continu LS induit donc un morphisme continu surjectif

LS : (
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv)1/O×S � ZCard(SrΣ∞)/LS(O×S ).

Le terme de droite est donc un quotient discret d’un groupe compact et est donc
fini.

Corollaire 5.6.10. On a [A×F : NK ] = pCard(S).

Démonstration. On déduit du lemme 5.6.9 que

O×S /(O×S )p ' µF/µ
p
F × (Z/pZ)Card(S)−1.

Comme µF est un groupe cyclique de cardinal divisible par p, on en déduit le
résultat.

On calcule enfin [A×F : NS]. Notre choix de S implique que

A×F = F×
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv.

On a donc des isomorphismes de groupes finis

A×F/NS '
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv/(F×
∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv ∩
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv).

Or
F×

∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv ∩
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv = O×S
∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv.

Ainsi

[A×F : NS] =
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv :
∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv

O×S ∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv :
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv

−1

(à condition que ces deux indices soients finis).

Lemme 5.6.11. Pour toute place v de F , on a [F×v : (F×v )p] = p2|p|−1
v .

Démonstration. Commençons par le cas où v est ultramétrique. Rappelons que,
au cours de la preuve du lemme 5.4.9, on a prouvé que

q0,p(Uv) =

p[Fv :Qp] si v | p
1 sinon
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c’est-à-dire q0,p(Uv) = |p|−1
v . Par ailleurs on vérifie facilement que q0,p(Z) = p.

L’isomorphisme F×v ' Z × Uv (voir la discussion suviant l’exemple 2.2.18) et la
proposition 5.4.2 impliquent que q0,p(F×v ) = p|p|−1

v . Rappelons que µp ⊂ F×v et que
µp est exactement le sous-groupe des éléments de p-torsion de F×v . En revenant à
la définition de q0,p(F×v ), on obtient que [F×v : (F×v )p] = p2|p|−1

v .
Supposons à présent que v est archimédienne. Remarquons que si p > 2, puisque

µp ⊂ F×v , on doit avoir Fv = C. Dans ce cas [C× : (C×)p] = 1 = p2|p|−1
C . Si p = 2

et Fv ' R, on a bien [R× : (R×)2] = 2 = p2|p|−1
R .

Lemme 5.6.12. On a O×S ∩
∏
v∈S(F×v )p = (O×S )p.

Démonstration. Une inclusion est triviale, prouvons l’autre. Soit α ∈ O×S∩
∏
v∈S(F×v )p.

Posons E = F ( p
√
α). Le lemme 5.6.7 implique que l’extension E/F est non ramifiée

en toute place v /∈ S. Par ailleurs si v ∈ S et si w | v, alors α ∈ (F×v )p de sorte que
Ew = Fv et F×v ⊂ NE. On a donc ∏v∈S F

×
v

∏
v/∈S Uv ⊂ NE et donc NE = A×F . On

en conclut que E = F et donc que α ∈ (F×)p. Ainsi α ∈ (O×S )p.
Corollaire 5.6.13. On a [A×F : NS] = pCard(S).

Démonstration. On déduit du lemme 5.6.11 et de la formule du produit (théorème
2.3.12) que ∏

v∈S
F×v

∏
v/∈S

Uv/
∏
v∈S

(F×v )p
∏
v/∈S

Uv '
∏
v∈S

F×v /(F×v )p

est un groupe fini de cardinal p2 Card(S). On déduit des lemmes 5.6.12 et 5.6.9 que
le groupe

O×S
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv/
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv ' O×S /(O×S ∩
∏
v∈S

F×v
∏
v/∈S

Uv) ' O×S /(O×S )p

est un groupe fini de cardinal pCard(S). On en déduit le résultat.

Les corollaires 5.6.8, 5.6.10 et 5.6.13 impliquent bien que NS = NK , ce qui
achève la démonstration du théorème 5.6.3.

5.7 Compléments

5.7.1 Le théorème de densité de Tchebotarev

Théorème 5.7.1. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres.
Soit C une classe de conjugaison de Gal(E/F ). Notons PC l’ensemble des idéaux
maximaux p de OF qui sont non ramifiés dans E/F et tels que (p, E/F ) ∈ C.
Alors PC a une densité de Dirichlet égale à Card(C)

[E:F ] .
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Remarque 5.7.2. Noter que l’extension E/F n’est pas supposée abélienne. La no-
tation (p, E/F ) n’a donc aucun sens. Si q divise p, l’élément de Frobenius (q, E/F ))
ne dépend uniquement de p mais aussi du choix de q. Cependant on déduit de la
proposition 1.2.15 que sa classe de conjugaison ne dépend que de p. Ainsi la no-
tation (p, E/F ) ∈ C signifie « pour un (de façon équivalente, pour tout) idéal
maximal q de OE divisant p, on a (q, E/F ) ∈ C ».

Démonstration. Commençons par démontrer le cas où l’extension E/F est cy-
clique. Soit σ un générateur de Gal(E/F ) et considérons la classe de conjugaison
C = {σ} réduite à σ. Notons H le groupe fini A×F/F×NE/F (A×E). Soit x0 ∈ H
l’unique élément tel que ArtE/F (x0) = σ. Si p est un idéal maximal de OF , notons
$p l’idèle (xv) ∈ A×F tel que xv = 1 si pv 6= p et xv = πp uniformisante si pv = p. Si
p est non ramifié dans E/F , l’image de $p dans H coïncide avec x0 si et seulement
si (p, E/F ) = σ. De plus, puisque H est un groupe abélien fini de cardinal [E : F ],
on a

1
[E : F ]

∑
χ∈Ĥ

χ(x0)−1χ($p) =

1 si $p ≡ x0

0 sinon.

Par ailleurs, on a montré au cours de la démonstration du théorème 5.3.6 que
log(L(χ, s)) ∼s→1 log

(
1
s−1

)
si χ est le caractère trivial de H et que L(χ, 1) 6= 0

sinon. On en déduit que

∑
p∈PC

N(p)−s = 1
[E : F ]

∑
χ∈Ĥ

log(L(χ, s)) ∼s→1
1

[E : F ] log
( 1
s− 1

)
.

On en déduit que PC possède une densité de Dirichlet égale à [E : F ]−1.
Considérons à présent le cas général. Soit C une classe de conjugaison de

Gal(E/F ). Posons H ⊂ Gal(E/F ) le sous-groupe engendré par σ et K = EH .
Notons Pσ l’ensemble des idéaux maximaux de OE non ramifiés dans E/F tels
que (q, E/F ) = σ. Notons P ′σ l’ensemble des idéaux maximaux r de OK qui sont
non ramifiés dans E/K et tels que (r, E/K) = σ (remarqons que E/K est cyclique
donc abélienne). Et enfin notons P ′ l’ensemble des idéaux maximaux r de OK tels
que NK/F (r) est un idéal maximal de OF (c’est-à-dire fr/r∩OF = er/r∩OF = 1).
Montrons que l’application q 7→ q ∩ OK induit une bijection de Pσ sur P ′σ ∩ P ′.
Soit q ∈ Pσ. Posons r := q ∩ OK et p := q ∩ OF . Par définition le groupe de dé-
composition Dq/p est le sous-groupe H engendré par σ. De plus Dq/r = Dq/p∩H =
H = Dq/p. On en conclut que fq/p = fq/r et que fr/p = 1. Ainsi NK/F (r) = p et
(q, E/F ) = (q, E/K) = (r, E/K) = σ, donc r ∈ P ′σ ∩ P ′. Réciproquement soit
r ∈ P ′σ ∩ P ′. Posons p = r ∩ OF = NK/F (r). Soit q un idéal maximal de OE
divisant r. On a alors fr/p = 1 et donc (q, E/F ) = (q, E/K) = σ. En particulier
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fq/r = [E : K] et q est donc l’unique idéal maximal au-dessus de r. Ceci prouve la
bijectivité de l’application.

On montre, comme dans la preuve du théorème 5.3.3 que

∑
r∈P ′

N(r)−s ∼s→1 log
( 1
s− 1

)

de sorte que l’ensemble P ′ est un ensemble d’idéaux de densité 1. De plus, on
déduit du cas cyclique que P ′σ est un ensemble de densité [E : K]−1. Ainsi P ′σ ∩P ′
est un ensemble de densité [E : K]−1.

Déterminons le cardinal des fibres de l’application q 7→ q ∩OF de Pσ vers PC .
On déduit de la proposition 1.2.15 que cette application est surjective. Soit q ∈ Pσ.
Soit q′ un autre élément de Pσ idéal maximal de OE au-dessus de p. Il existe alors
g ∈ Gal(E/F ) tel que q′ = g(q) et donc (q′, E/F ) = g(q, E/F )g−1. On a donc
(q′, E/F ) = σ si et seulement si g appartient au commutant CGal(E/F )(σ) de σ
dans Gal(E/F ). De plus q′ = q si et seulement si g ∈ Dq/p = 〈σ〉. Les fibres sont
donc exactement de cardinal Card(CGal(E/F )(σ))

Card(〈σ〉) .

On peut à présent conclure. Remarquons que Card(〈σ〉) = [E : K]. On a, pour
Re(s) > 1,

∑
p∈PC

N(p)−s = Card(〈σ〉)
Card(CGal(E/F )(σ))

∑
r∈P ′σ∩P ′

N(r)−s

= Card(〈σ〉)
Card(CGal(E/F )(σ)) [E : K]−1 log

( 1
s− 1

)
+ o

(
log

( 1
s− 1

))
= 1

Card(CGal(E/F )(σ)) log
( 1
s− 1

)
+ o

(
log

( 1
s− 1

))

Ainsi l’ensemble PC est de densité Card(CGal(E/F )(σ))−1 = Card(C)
[E:F ] .
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Annexe A

Résultats d’algèbre commutative

A.1 Anneaux locaux

Définition A.1.1. Un anneau est dit local s’il possède un unique idéal maximal.

Si un anneau A est local d’idéal maximal m, on vérifie facilement que l’ensemble
A r m est exactement l’ensemble A× des éléments inversibles de A. Inversement,
si I est un idéal d’un anneau A tel que A× = A r I, alors I est maximal et est
l’unique idéal maximal de A, ainsi A est un anneau local.

Si A est un anneau local d’idéal maximal m, l’anneau quotient A/m est un
corps appelé corps résiduel de A.

Si A est un anneau et si p est un idéal premier de A, alors le localisé Ap de
A en p (c’est-à-dire relativement à la partie multiplicative A r p) est un anneau
local, son idéal maximal est pAp.

Exercice A.1.1. Montrer que pAp est l’idéal maximal de Ap et que le corps
résiduel de Ap est isomorphe au corps des fractions de l’anneau A/p.

Lemme A.1.2 (Lemme de Nakayama). Soit A un anneau local d’idéal maximal
m et soit M un A-module de type fini. On a M = 0 si et seulement si M/mM = 0.

Démonstration. Supposons queM = mM . Soit (e1, . . . , en) une famille génératrice
de M . Pour tout 1 6 i 6 n, il existe des éléments a1,i, . . . , an,i ∈ m tels que ei =∑n
j=1 ai,jej. Posons B = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(A). On a donc (e1, . . . , er)(In − B) =

(0, . . . , 0). Comme les coefficients de B sont dans m, on a det(In − B) ∈ 1 + m.
Comme l’anneau A est local, det(In−B) ∈ A×, c’est-à-dire In−B ∈ GLn(A). On
en déduit (e1, . . . , er) = (0, . . . , 0) et donc M = 0.

157
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A.2 Localisation

Lemme A.2.1. Soit A un anneau. Soient M ⊂ N deux A-modules. On suppose
que Mp = Np pour tout idéal maximal p de A. Alors M = N .

Démonstration. Comme la localisation est un foncteur exact, il suffit de montrer
que si M est un A-module non nul, alors il existe un idéal maximal p de A tel
que Mp 6= 0. Soit donc v ∈ M non nul et soit Ann(v) l’annulateur de v dans A.
C’est un idéal non trivial. Le lemme de Krull implique qu’il existe p idéal maximal
contenant Ann(v). On a donc (Av)p ' (A/Ann(v))p 6= 0 et donc Mp 6= 0.

Lemme A.2.2. Soit A un anneau et soit M un A-module de présentation fini (en
particulier un A-module de type fini si A est noethérien). AlorsM est un A-module
projectif si et seulement si Mp est un Ap-module projectif pour tout idéal maximal
p de A.

Démonstration. SoitM un A-module. Le A-moduleM est projectif si et seulement
si le foncteur HomA(M,−) de la catégorie des A-modules vers elle-même est exact.
Si N est un A-module et p un idéal maximal de A, on a un isomorphisme de Ap-
modules HomA(M,N)p ' HomAp(Mp, Np). On déduit alors le résultat du lemme
A.2.1.

Lemme A.2.3. Soit A un anneau et soit p un idéal maximal de A. Alors pour
tout n > 1, le morphisme naturel A/pn → Ap/(pAp)n est un isomorphisme.

Démonstration. Prouvons l’injectivité. Si l’image de x ∈ A dans Ap appartient
à (pAp)n = pnAp, il existe s ∈ A r p tel que sa ∈ pn. L’idéal As + p contient
strictement p, on a donc As+ p = A. Ainsi on peut écrire 1 = st+ u ave t ∈ A et
u ∈ p. On en conclut que a = tsa+ ua ∈ pn. Prouvons maintenant la surjectivité.
Soit x ∈ Ap/p

nAp, soit x̃ ∈ Ap relevant x et soit s ∈ A r p tel que sx̃ ∈ A.
L’anneau A/pn est local d’idéal maximal l’image de p, de sorte que s est inversible
dans A/pn. Il existe donc t ∈ A et u ∈ pn tels que 1 = st+ u. L’image de tsx̃ dans
A/pn s’envoie donc sur x dans Ap/p

nAp.

A.3 Entiers

Soit A un anneau et soit B une A-algèbre. On dit qu’un élément x ∈ B est
entier sur A s’il existe un polynôme P ∈ A[X], unitaire, tel que P (x) = 0 dans B.

Théorème A.3.1. Soit A un anneau et soit B une A-algèbre. Si x ∈ B, les
assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) l’élément x est entier sur A ;
(ii) la sous-A-algèbre A[x] de B engendrée par x est un A-module de type fini ;
(iii) il existe une sous-A-algèbre C ⊂ B telle que x ∈ C et qui est un A-module

de type fini.

Démonstration. Voir [Bou85, Ch. V §1 Thm.1].

Une A-algèbre est dite entière si tous ses éléments sont entiers sur A. On déduit
du théorème A.3.1 qu’une A-algèbre qui est de plus un A-module de type fini est
entière sur A.
Corollaire A.3.2. Soit B une A-algèbre. L’ensemble des éléments de B qui sont
entiers sur A forment une sous-A-algèbre de B.
Proposition A.3.3. Soit B un anneau intègre et soit A un sous-anneau de B tel
que B est entier sur A. Si I est un idéal non nul de B, alors I ∩ A est un idéal
premier non nul de A.

Démonstration. Soit x ∈ I r {0}. Comme x est entier sur A, il existe P (X) =
Xd + ad−1X

d−1 + · · · + a0 ∈ A[X] annulant x. Comme B est intègre, on peut
choisir P de sorte que a0 6= 0. On a alors

a0 = −(xd + · · ·+ ax) ∈ I ∩ A.

Proposition A.3.4. Soit A est un anneau et soit B une A-algèbre entière. Soit
p un idéal premier de B et q son image inverse dans A. Alors p est maximal si et
seulement si q est maximal.

Démonstration. En quotientant A par q et B par p, on est ramené à prouver que
si A est un sous-anneau d’un anneau intègre B qui est entier sur A. Alors B est
un corps si et seulement si A est un corps

Supposons donc A ⊂ B intègres avec B entier sur A. Si A est un corps et si
x ∈ B r {0}, alors A[x] est un A-algèbre finie et intègre, c’est donc un corps,
et x ∈ A[x]× ⊂ B×. Ainsi B est un corps. Supposons réciproquement que B est
un corps. Soit x ∈ A r {0}. Alors x−1 ∈ B est entier sur A et donc il existe
a1, . . . , ar ∈ A tels que x−r + a1x

−r+1 + · · · + ar = 0. En multipliant cette égalité
par xr−1, on obtient x−1 ∈ A. Ainsi A est un corps.
Définition A.3.5. Un anneau A est dit intégralement clos s’il est intègre et si
tout élément de son corps des fractions qui est entier sur A est un élément de A.
Définition A.3.6. Soit A un anneau et soit B une A-algèbre. La clôture intégrale
de A dans B est l’ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A. D’après le
corollaire A.3.2 c’est une sous-A-algèbre de B.
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A.4 Quelques résultats sur les idéaux

Lemme A.4.1. Soit A un anneau. Soit p un idéal premier de A. Si p contient un
produit d’idéaux p1 · · · pr, alors il existe 1 6 i 6 r tel que pi ⊂ p.

Démonstration. Supposons par l’absurde que pour tout 1 6 i 6 r, il existe xi ∈
pi r p. Comme p est un idéal premier, on a ∏r

i=1 xi /∈ p. Cependant ∏r
i=1 xi ∈

p1 · · · pr. Ceci contredit l’inclusion p1 · · · pr ⊂ p.

Lemme A.4.2. Soit A un anneau. Soient q1, . . . , qr des idéaux maximaux de A
distincts. Alors pour tout 1 6 i 6 r, on a

qeii +
∏
j 6=i

q
ej
j = A.

Démonstration. Soit m un idéal maximal de A contenant qeii +
∏
j 6=i

q
ej
j . D’après le

lemme A.4.1, on a qi ⊂ m et il existe j 6= i tel que qj ⊂ m. Ainsi, puisque qi et qj
sont maximaux distincts, A = qi + qj ⊂ m et m = A. Le lemme de Krull implique
donc que qeii +

∏
j 6=i

q
ej
j = A.

Lemme A.4.3. Soit A un anneau. Soient q1, . . . , qr des idéaux maximaux distincts
et e1, . . . , er des entiers. On a alors

r∏
i=1

qeii =
r⋂
i=1

qeii .

Démonstration. Si I et J sont deux idéaux de A tels que I+J = A, alors IJ = I∩J .

On en déduit le résultat par récurrence si l’on sait démontrer que qeii +
i−1∏
j=1

q
ej
j = A

pour tout i, ce qui découle du lemme A.4.2.

Lemme A.4.4. Soit A un anneau. Soient q1, . . . , qr des idéaux maximaux distincts
et e1, . . . , er des entiers. Les applications de réductions modulo qeii induisent un
isomorphisme d’anneaux

A/
n∏
i=1

qeii
∼−→

n∏
i=1

A/qeii .

Démonstration. D’après le lemme A.4.3, il reste à prouver la surjectivité de l’ap-
plication. Le lemme A.4.2 implique qu’il exste xi ∈

∏
j 6=i

q
ej
j tel que xi−1 ∈ qeii . Cela

suffit à prouver la surjectivité.
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A.5 Algèbres de dimension finie sur un corps

Soit k un corps et soit A une k-algèbre de dimension finie sur k.

Proposition A.5.1. L’anneau A a un nombre fini d’idéaux maximaux q1, . . . , qr.
De plus l’application diagonale A → ∏r

i=1Aqi est un isomorphisme de A-algèbres
et pour tout 1 6 i 6 r, il existe un entier mi > 1 tel que Aqi ' A/qmii .

Démonstration. Soient q1, . . . , qr des idéaux maximaux distincts de A. On déduit
du lemme A.4.4 que l’application A→ ∏r

i=1A/qi est surjective. On en déduit que
r 6 dimk(A) et donc que l’ensemble des idéaux maximaux de A est fini. Soient
q1, . . . , qr les idéaux maximaux de A. Comme A est une k-algèbre de dimension
finie, un idéal de A est maximal si et seulement si il est premier. Ainsi l’intersection
des idéaux maximaux de A est l’intersection des idéaux premiers de A, c’est-à-dire
l’idéal des éléments nilpotents de A. Cet idéal est nécessairement engendré par un
nombre fini de générateurs (c’est même un k-espace vectoriel de dimension finie).
On en déduit qu’il existe m > 1 tel que

r∏
i=1

qmi ⊂ (
r⋂
i=1

qi)m = {0}.

Le lemme A.4.4 implique alors que l’application A → ∏r
i=1A/q

m
i est un isomor-

phisme. Comme l’annulateur de A/qmi est qmi , on en déduit que Aqi ' (A/qmi )qi .
Comme A/qmi est local d’idéal maximal l’image de qi, on a bien (A/qmi )qi = A/qmi ,
ce qui achève la démonstration.

Si x ∈ A, on appelle trace de x sur k et on note TrA/k(x) la trace de l’endomor-
phisme k-linéaire y 7→ xy de A. On note bA/k la forme k-bilinéaire symétrique sur
A définie par bA/k(x, y) := TrA/k(xy). L’application x 7→ bA/k(x,−) définit alors
un morphisme de A-modules A → Homk(A, k) (où la structure de A-module sur
Homk(A, k) est déduite de la multiplication à gauche). Ce morphisme est bijectif
(resp. injectif, resp. surjectif) si et seulement si la forme bA/k est non dégénérée.

Proposition A.5.2. La forme bA/k est non dégénérée si et seulement si A est
isomorphe à un produit de corps, extensions finies séparables de k.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que A est un produit de corp-
sisomorphe à un produit k1 × · · · × kr d’extensions finies et séparables de k. La
forme bilinéaire bA/k est alors la forme bk1/k⊕· · ·⊕bkr/k qui est non dégénérée si et
seulement si toutes les formes bki/k le sont. Le résultat est alors une conséquence
de la proposition 1.2.2. que les blocs sont inversibles et donc que la forme est non
dégénérée.
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Il reste donc à démontrer que si la forme bA/k est non dégénérée, alors A est
isomorphe à un produit d’extensions finies de k. La proposition A.5.1 montre qu’il
suffit de prouver que A ne contient pas d’élément nilpotent non nul. Soit donc
a ∈ A un élément nilpotent. Si x ∈ A, alors ax est nilpotent, de même que
l’endomorphisme y 7→ axy, ainsi and bA/k(a, x) = TrA/k(ax) = 0. Comme la forme
bA/k est non dégénérée, on en conclut que a = 0.

A.6 Réseaux des anneaux principaux

Soit A un anneau principal. On appelle réseau de A un A-module libre de type
fini. Si M ⊂ N sont deux réseaux de A de même rang n, le théorème de la base
adaptée implique qu’il existe des éléments non nuls d1 | · · · | dn, uniques à des
inversibles près, tels que N/M ' A/(d1) × · · · × A/(dn). L’idéal engendré par le
produit d1 · · · dn ne dépend donc que de M et N et est noté [N : M ].

Proposition A.6.1. Si M ⊂ N ⊂ P sont des réseaux de même rang, on a
[P : M ] = [P : N ][N : M ].

Démonstration. Il suffit de remarquer que si Q est la matrice de passage d’une
base de N à une base de M (c’est une matrice à coefficients dans A), alors [N :
M ] = det(Q). On en déduit immédiatement le résultat.

A.7 Cohomologie des groupes

Soit G un groupe et soit A un G-module (voir la section 5.4.1. On appelle
cocycle (ou plus souvent 1-cocyle) une application c : G→ A telle que, pour tous
σ, τ ∈ G, on a c(στ) = σ(c(τ)) + c(σ). On appelle cobord (ou plus souvent 1-
cobord) une application b : G→ A telle qu’il existe a ∈ A vérifiant b(σ) = a−σ(a)
pour tout σ ∈ G. Les cocycles et les cobords forment deux groupes abéliens noté
Z1(G,A) et B1(G,A). On a de plus B1(G,A) ⊂ Z1(G,A) et on note H1(G,A).
Le groupe abélien H1(G,A) est appelé premier groupe de cohomologie de G à
coefficients dans A.

Exemple A.7.1. Supposons que le groupe G est cyclique et soit γ un générateur
de G. Un cocycle c de G est entièrement déterminé par sa valeur sur γ.



Annexe B

Structures topologiques

B.1 Espaces topologiques localement compacts

Un espace topologique X est dit localement compact s’il est séparé et si tout
point de X possède un voisinage compact.

B.2 Complété d’un espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique (d : X × X → X) est une distance sur X. Il
existe un espace métrique complet (X̂, d̂) contenant X et tel que d̂|X×X = d ayant
la propriété universelle suivante : pour tout espace métrique Y et toute application
uniformément continue f : X → Y , il existe une unique application uniformément
continue f̂ : X̂ → Y prolongeant f . L’espace métrique (X̂, d̂) est alors unique à
isométrie unique près. On en choisit donc un, que l’on appelle complété de l’espace
métrique (X, d). De plus l’espace X est dense dans X̂ (voir par exemple [Bou71,
Ch. II §3 Thm. 3 & Prop. 12] ainsi que [Bou74, Ch. IX §2 Prop. 1]).

B.3 Groupes topologiques

Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie pour laquelle
l’application de G×G→ G définie par (g, h) 7→ gh−1 est continue. En particulier,
si g0 ∈ G, les applications de G dans G définies par g 7→ g0g, g 7→ g0 et g 7→ g−1

sont des homéomorphismes de G.
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Lemme B.3.1. Soit G un groupe et soit V un ensemble de parties de G contenant
l’élément neutre eG. Supposons que

(i) pour tous V1, V2 ∈ V, il existe W ∈ V tel que W ⊂ V1 ∩ V2 ;
(ii) pour tout V ∈ V, il existe W ∈ V tel que

W ·W−1 := {g1g
−1
2 | (g1, g2) ∈ W ×W} ⊂ V ;

(iii) pour tout V ∈ V et tout g ∈ G, il existe W ∈ V tel que W ⊂ gV g−1.
Alors il existe une unique topologie sur G pour laquelle G est un groupe topologique
et V forme une base de voisinages de eG.

Démonstration. Soit T l’ensemble des parties U de G telles que

∀g ∈ U, ∃V ∈ V , gV ⊂ U.

On vérifie immédiatement que T est une topologie sur G et que V est une base de
voisinages de eG. Montrons que G est un groupe topologique. Si (g1, g2) ∈ G2 et U
est un ouvert de G contenant g := g1g

−1
2 , soit V ∈ V tel que gV ⊂ U . Soit V ′ ∈ V

tel que gV ′g−1 ⊂ V et soit W ∈ V tel que W ·W−1 ⊂ V ′. On a alors gW (gW )−1 =
gW ·W−1g−1 ⊂ gV ′g−1 ⊂ V . Ainsi l’application (g1, g2) 7→ g1g

−1
2 est continue et

G est un groupe topologique. Montrons que V est un système de voisinages de eG
pour cette topologie. Soit V ∈ V et posons U = {g ∈ V | ∃W ∈ V , gW ⊂ V }.
Montrons que U est ouvert, ce qui suffit à prouver que V est un voisinage de eG. Si
g ∈ U , il existe W ∈ V tel que gW ⊂ V . Soit alors W1 ∈ V tel que W1 ·W1 ⊂ W .
Si h ∈ gW1, on a hW1 ⊂ gW1 · · ·W1 ⊂ gW ⊂ V , donc gW1 ⊂ U , ce qui prouve
que U est ouvert. L’unicité est évidente.

Un groupe topologique est dit métrisable si sa topologie est définie par une
distance. C’est en particulier un espace topologique séparé.

Dans un groupe topologique métrisable G, on appelle suite de Cauchy une suite
(gn)n> telle que, pour tout voisinage V de l’élément neutre eG, il existe N > 0 tel
que gn+kg

−1
n ∈ V pour n > N et k > 0. Un groupe topologique métrisable est dit

complet si toute suite de Cauchy d’éléments de G converge dans G.

Proposition B.3.2. Un groupe topologique métrisable et localement compact est
complet.

Démonstration. Voir le corollaire 1 à la proposition 4 de [Bou71, Ch. III §3].

Lemme B.3.3. Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe ouvert de
G. Alors H est fermé dans G.
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Démonstration. Le complémentaire de H dans G est l’union des classes ensembles
Hg pour g /∈ G. Chaque Hg est l’image inverse de H par l’application continu
x 7→ xg−1 et est donc une partie ouverte de G. Le complémentaire de H dans G
est donc une partie ouverte et H est donc fermé dans G.

Lemme B.3.4. Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe de G. Alors
l’application quotient π : G→ G/H est ouverte.

Démonstration. Soit U un ouvert de G. Il faut prouver que π(U) est un ouvert
de G/H, c’est-à-dire que π−1(π(U)) est un ouvert de G. Comme π−1(π(U)) =⋂
h∈H hU , c’est immédiat.

Lemme B.3.5. Soit G un groupe topologique et soit H ⊂ G un sous-groupe fermé.
Alors l’espace quotient G/H est séparé.

Démonstration. Il suffit de prouver que le graphe de la relation d’équivalence g1 ∼
g2 ⇔ g2 ∈ g1H dans G × G est fermé. Il s’agit de l’image inverse de H par
l’application continue G×G→ G définie par (g1, g2) 7→ g−1

1 g2 qui est donc fermée.

Corollaire B.3.6. Soit G un groupe topologique localement compact et soit H un
sous-groupe fermé de G. Alors l’espace quotient G/H est localement compact.

Démonstration. D’après le lemme B.3.5, l’espace G/H est séparé. Soit W ⊂ G un
voisinage de compact de l’élément neutre eG. D’après le lemme B.3.4, π(W ) est
un voisinage de eGH dans G/H. De plus π(W ) est compact donc eGH possède un
voisinage compact π(W ). Pour tout g ∈ G, π(gW ) = gπ(W ) est alors un voisinage
compact de gH, on en déduit que G/H est localement compact.

Lemme B.3.7. Soit G un groupe localement compact et soit K un sous-groupe
compact de G. Alors l’application quotient G → G/K est fermée. De façon équi-
valente, si F est une partie fermée de G, alors la partie F · K est fermée dans
G.

Démonstration. Soit U l’ouvert complémentaire de F dans G et soit x /∈ F · K.
Pour tout k ∈ K, Fk est fermé et x /∈ Fk, il existe donc un voisinage de l’unité
Vk ⊂ G tel que xVk ⊂ G r Fk. Comme K est compact il existe un nombre fini
d’éléments k1, . . . , kr tels que K ⊂ k1V

−1
k1 ∪ · · · krV

−1
kr

. Posons V = Vk1 ∩ · · · ∩ Vkr ,
c’est un voisinage de l’unité dans G. Si k ∈ kiV −1

ki
, on a xVki ⊂ G r Fk, ce qui

implique que
xV =

r⋂
i=1

xVi ⊂
⋂
i=1

r
⋂
k∈K

Gr Fk = Gr F ·K.

Ainsi Gr F ·K est ouvert dans G.
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Lemme B.3.8. Soit G un groupe topologique. Soit Γ ⊂ G un sous-groupe.
(i) Le sous-espace Γ est discret si et seulement si il existe un voisinage V de

eG tel que V ∩ Γ = {eG}.
(ii) Si Γ est un sous-groupe discret de G et si G est séparé, alors Γ est fermé

dans G.
(iii) Si Γ est un sous-groupe discret de G et si G est localement compact, alors

l’application quotient π : G→ G/H est un revêtement.

Démonstration. Démontrons (i). Si Γ est discret, l’ensemble {eG} est un ouvert de
Γ pour la topologie induite de sorte qu’il existe un voisinage V de eG dans G tel
que V ∩ Γ = {eG}. Réciproquement supposons qu’il existe un tel voisinage V et
soit γ ∈ Γ. Alors γV est un voisinage de γ dans G et γV ∩ Γ = γ(V ∩ Γ) = {γ}.
Ainsi Γ est discret, ce qui prouve (i).

Prouvons (ii). Soit x ∈ Gr Γ. Soit V un voisinage de eG tel que V ∩ Γ = {eG}
et soit W un voisinage de {eG} dans G tel que W ·W−1 ⊂ V . Si γ1, γ2 ∈ Wx ∩ Γ,
on a γ1γ

−1
2 ∈ W ·W−1 ∩ Γ = {eG}. Ainsi il existe au plus un élément de Γ dans

Wx. Comme x /∈ Γ et comme G est séparé, on peut choisir W assez petit de sorte
que Wx ∩ Γ = ∅. Ainsi Gr Γ est ouvert et Γ est un sous-groupe fermé de G.

Prouvons (iii). SoitW un voisinage compact de eG tel queW ·W−1∩Γ = {eG}.
Pour γ1, γ2 ∈ Γ, on aWγ1∩Wγ2 6= ∅ ⇒ γ1 = γ2. Alors, pour x ∈ G, π(xW ) est un
voisinage de π(x) et pi−1(π(xW )) = ∐

γ∈Γ xWγ. De plus la restriction de π à xWγ
induit une bijection continue de xWγ sur π(xW ) qui est un homéomorphisme
puisque W est compact.

B.4 Anneaux et corps topologiques

Un anneau topologique est un anneau (A,+,×) muni d’une topologie pour
laquelle (A,+) est un groupe topologique et telle que l’application de A×A dans
A donnée par (a, b) 7→ a× b est continue.

Un corps topologique est un anneau topologique (A,+,×) tel que A est un
corps et tel que l’application de A× dans A× donnée par x 7→ x−1 est continue.

B.5 Mesures de Haar

Soit X un espace topologique localement compact. Une mesure de Radon (po-
sitive) sur X est une mesure µ définie sur une tribu T contenant la tribu borélienne
et telle que :
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a) pour tout compact K ⊂ X, on a µ(K) < +∞ ;
b) pour tout A ∈ T , on a µ(A) = inf{µ(U) | A ⊂ U, U open} ;
c) pour tout ouvert U , on a µ(U) = sup{µ(K) | K ⊂ U, K compact}.

Si µ est une mesure de Radon sur X, on définit une forme R-linéaire positive sur
l’espace Cc(X,R) des fonctions continues à support compact (positives signifie ici
que µ(f) > 0 dès que f > 0 presque partout) définie par Iµ(f) :=

∫
X f(x) dµ(x).

L’application µ 7→ Iµ induit une bijection entre l’ensemble des mesures de Radon
sur X et l’ensemble des formes R-linéaires positives sur Cc(X,R) (voir [Rud75,
Ch. 2]).

Le résultat suivant est immédiat.

Lemme B.5.1. Soit X un espace topologique localement compact et (Xn)n∈N une
famile croissante d’ouverts de X telle que X = ⋃

n∈NXn. Alors si, pour tout n > 0,
on se donne une mesure de Radon µn sur Xn de sorte que µn+1 |Xn= µn pour tout
n > N, il existe une unique mesure de Radon µ sur X telle que µ|Xn = µn pour
tout n ∈ N.

Si G est un groupe topologique localement compact, une mesure de Haar (à
gauche) sur G est une mesure de Radon qui est invariante à gauche par translation
par les éléments de G, c’est-à-dire que pour tout ensemble mesureable A et tout
g ∈ G, gA est mesurable et µ(gA) = µ(A). On définit de façon analogue la notion
de mesure de Haar à droite.

Théorème B.5.2. Soit G un groupe topologique localement compact. Il existe sur
G une mesure de Haar à gauche non nulle et cette mesure est unique à multipli-
cation près par un scalaire non nul.

Démonstration. Voir [Wei].

Lemme B.5.3. Soit G un groupe abélien localement compact. Soit H un sous-
groupe fermé de G et soit π : G → G/H le morphisme quotient. Soit dh une
mesure de Haar sur H. L’application linéaire f 7→ f de Cc(G,R) vers Cc(G/H,R)
est surjective.

Démonstration. Commençons par remarquer que si f ∈ Cc(G,R), alors f ∈
Cc(G/H,R). C’est une conséquence du théorème de convergence dominée. Soit
h ∈ Cc(G/H,R). Le support de h étant compact et π : G→ G/H ouverte (lemme
B.3.4), le support de h peut être recouvert par un nombre fini d’ouverts relative-
ment compacts Ui de la forme π(Vi) avec Vi ⊂ G ouvert relativement compact.
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Alors C := ⋃
i Vi est un compact de G tel que π(C) contient le support de h. Soit

F ∈ Cc(G,R) une fonction telle que F > 0 sur C (une telle fonction existe, on
le vérifie en utilisant le fait qu’un groupe localement compact est un espace topo-
logique normal par [Bou71, Ch. III §4 Prop. 13] et [Bou74, Ch. IX §4 Prop 4]).
Alors la fonction f sur G définie par

f(g) :=

h(π(g))F (g)F (g)−1 if g ∈ C
0 if g /∈ C

est dans Cc(G,R) et vérifie f = h.

Proposition B.5.4. Soit G un groupe abélien localement compact. Soit H un
sous-groupe fermé de G et soit π : G→ G/H le morphisme quotient. Soit dg une
mesure de Haar sur G et soit dh une mesure de Haar sur H. Alors il existe une
unique mesure de Haar dg sur G/H telle que

∀f ∈ Cc(G,R),
∫
G/H

f(g) dg =
∫
G
f(g) dg

où f ∈ Cc(G/H,R) est définie par la formule f(g) :=
∫
H f(g + h) dh pour g ∈ G

relevant g.

Si H est un sous-groupe discret de G, on peut choisir pour dh la mesure de
comptage telle que tout singleton a mesure 1. Alors f(g) = ∑

γ∈Γ f(g + γ).

Démonstration. On définit alors une mesure de Haar sur G/H par la formule∫
G/H

h dg :=
∫
G
f dg

où h = f pour une certaine f ∈ Cc(G,R) d’après le lemme B.5.3. Pour vérifier que
cette mesure est bien définie, il suffit de vérifier que

∫
G f dg = 0 dès que f = 0.

Soit C le support de f et soit ψ ∈ Cc(G,R) une fonction positive telle que ψ est
constante de valeur 1 sur C. On a alors

0 =
∫
G
ψ(g)

∫
H
f(g + h) dh dg =

∫
H

∫
G
ψ(g)f(g + h) dg dh

=
∫
H

∫
G
ψ(g − h)f(g) dg dh =

∫
G
ψ(π(g))f(g) dg =

∫
G
f(g) dg.

Remarque B.5.5. Supposons que G ' H1 ×H2, avec G, H1 et H2 des groupes
abéliens localement compacts. Soit dg une mesure de Haar sur G et soit dh1 une
mesure de Haar sur H1. On déduit de la proposition B.5.4 qu’il existe une unique
mesure de Haar dh2 sur H2 telle que dg = dh1 ⊗ dh2.
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Soit G un groupe abélien localement compact et soit Γ un sous-groupe discret
de G. Un domaine fondamental pour l’action de Γ sur G est une partie mesurable
D ⊂ G telle que G = ⋃

γ∈Γ(γ +D) et D ∩ (γ +D) est de mesure 0 lorsque γ 6= 0.
Un domaine fondamental est dit strict si on a deplus D ∩ (γ + D) = ∅ lorsque
γ 6= 0.

Lemme B.5.6. Supposons que Γ est un sous-groupe discret et dénombrable coun-
table d’un groupe abélien localement compact G. Soit D un domaine fondamental
pour l’action de Γ sur G. On a alors

∀f ∈ Cc(G/Γ,R),
∫
G/Γ

f(g) dg =
∫
D

(f ◦ π)(g) dg.

Démonstration. Soit h ∈ Cc(G) telle que f = h dont l’existence est assurée par le
lemme B.5.3. Alors∫

G/Γ
f =

∫
G
h =

∑
γ∈Γ

∫
D+γ

h =
∫
D

(
∑
γ∈Γ

h(g − γ) dg =
∫
D
f(π(g)) dg.

Corollaire B.5.7. Sous les hypothèses du lemme B.5.6, on a Vol(G/Γ) = Vol(D).
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