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Examen partiel de Théorie des nombres
Vendredi 21 janvier 2022. Durée : 3 heures.
Documents autorisés, appareils électroniques interdits.
La qualité de l’argumentation et la précision des arguments seront pris en compte
dans [’évaluation.

Exercice 1 Soit F' un corps de nombres. On note g l'unique caractére unitaire
de Ag tel que Yg(Q) = 1, dont la composante archimédienne est le caractere x —
e et tel que Ygp(Z,) = 1 pour tout nombre premier. On note ¢ = ¢g o Trp/q,
c’est un caractere de Ap. Pour toute place v de F' on note 1, la composante de
en v et dx, la mesure autoduale de F, relativement a 1,.
1. Calculer ¥ ,(p~!) pour tout nombre premier p et montrer que pour toute
place v de F au-dessus de p, le conducteur de 1, est 'inverse de la différente
de F, sur Q).

Si w est un caractere unitaire de F, on pose

Wi (w) = £(tby, w]-|2).

2. Soit v une place de F' et soit w un caractére unitaire de F°. En utilisant
I’équation fonctionnelle locale, montrer que W,(w)W,(w™') = w(—1). En
conclure que |W,(w)| = 1.

3. Soit v une place ultramétrique de F' et 7, une uniformisante de F,. Soit w
un caractere unitaire et non ramifié de F,. Si f = 1o, , calculer Z(f, wl-[2)
et Z(f,w|-|2). En déduire que W, (w) = w(m,)™ ou (7%) est le conducteur
de .

On fixe y un caractere de Ay /F* d’ordre exactement 2. On suppose que, pour
toute place archimédienne v de F', le caractere Yy, est trivial et que, pour toute
place finie v de F', le caractére local x, est non ramifié. Si a désigne un idéal
fractionnaire de O, on note

x(a) = H X(Wp)vp(a)
P

ol 7, est une uniformisante du complété F,. On pose W (x) = [T, Wu(xw)-

4. Justifier la définition de W (x) et montrer que W,(x,) = 1 si v est archi-
médienne (on pourra utiliser sans démonstration qu’il existe une fonction de
Schwartz positive et non nulle sur F, telle que f = f).

5. Montrer que W(x) € {1, —1}.
6. On note Dp/q la différente de I'extension F'/Q. Montrer que W (x) = x(DPr/q) "
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7. Montrer qu'il existe une unique extension quadratique £/ F telle que F'*Ng,p(Ag) =
Ker x. Montrer que I'extension E/F est non ramifiée et que F,, = F, pour
toute place w de E dominant une place archimédienne v de F.

8. Soit p un idéal premier de Op. Montrer que

[1(1 = Ng™) = (1 = Np™)(1 = xp(m) Np ™),
aip

le produit portant sur les idéaux maximaux de Op divisant p (on rappelle
que si K est un corps de nombres et a un idéal maximal de Ok, on note Na
le cardinal de Ok /a). En déduire que, pour tout s € C tel que Res > 1, on

a I'égalité
Ce(s) = Cr(s)L(x, s).
9. En déduire que e(y, s) = (|Ag||Ar|~1)*"2 puis que W (x) =
10. Montrer que la classe de la différente Dr/q dans le groupe des classes d’idéaux
de OpF est toujours un carré.
Corrigé :

1. Soit z Padele (p~t,...,p7',...). Commep~' € Z;sil # p,onatg,p~ ') =1
pour ¢ # p et donc

Yo(r) =1 =tgeo(p Iou(p™") = P, (p™")

de sorte que g ,(p~t) = €*™/P. Comme Z, est dans le noyau de g, et
que p~! n’y appartient pas, le conducteur de g, est donc Z,. Si v | p,
on a v, = Ygp o Trg, /q,. Alors le conducteur de 1, est le plus grand idéal
fractionnaire I de F, tel que Trp, q,(I) C Z,. C’est par définition I'inverse
de la différente de F, sur Q,.

2. L’équation fonctionnelle locale nous donne, pour tout f € S(F,),

S ol

ZUbl8) _ ) 2007 1) )

1 o Wo(@)W,(w™ ) =1~
L(w]-|7) L{w=t7)

2(f,w
L(w

@m\»—\
N—

§
|
Comme f( )= f(—z),ona

2(fth) = [ @l de = w(-D2(f0)b)

Ainsi W, (w)W,(w™!) = w(—1). Comme w est unitaire, on a w™! = w et donc

Wo(w™) = W,(@). Par ailleurs, pour tout caractére w de FX, on a
Z(f,w) = Z(f,).
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Par ailleurs

2(f.w) = 2(}.9)
Comme ?(m) = ?(—x), on en déduit

A

Z(f7w> = w(_1>Z(va>

Comme de plus L(w) = L(w). En effet, dans le cas ultramétrique non ramifié,
cela provient de la formule L(w) = (1 — w(m,))™ !, dans le cas ultramétrique
ramifié, on a L(w) = 1 et dans le cas archimédien c’est une conséquence

de l'égalité I'(5) = I'(s). On en déduit que W, (W) = w(—1)W,(w) et donc
Wy(w™) = w(=1)W,(w). Finalement que |W,(w)| = 1.

3. On montre, comme dans le cours, que

On a donc
Vol(Or.)
Z(f,w —/ w(x)dr = w(m,)" Vol(OF -

(f,w) on, (x) ;}ﬂa . ()" Vol(OF, ) 1= ()

Et
. ., . _d Vol(O5F
Z(f,@) = |7rU|_d7 /dv wdr = |7rv|_d7 Vol(OF) > @(m)" = |mylo * ©
™" Or, n>d, 1 —w(my)
On en déduit
Vol(OF
Wv(w) _ 0 ( Fv> — W(ﬂ'v)dv.

dy
Vol(OF, )|~ w1 ()|, |1

4. D’apres le cours, on sait que le conducteur de ¢, est O, pour presque toute
place v. La question précédente montre donc que W, (x,) = 1 pour presque
toute place v. Ainsi W (x) est bien défini. Soit v une place archimédienne.
Par hypothese, on a y, = 1. Soit f une fonction de Schwartz sur F, telle que
f=fet Z(f,1) # 0. On a alors

20, B /LAE) = Walx) Z(F 13/ L)

ce qui donne W, (x,) =1 (omme f > 0 et non nulle on a Z(f,|-|,) > 0).

5. Comme Y est d’ordre 2, on a donc y = x~!. Il en est donc de méme pour
tout x,. Ainsi W (x,)? = [W(x.)|? =1 et donc W(x)* = 1.
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6. Posons Dr/q = [I, p* la décomposition de la différente en produit d’idéaux
premiers. Si p est un idéal premier de OF et p est le nombre premier de QQ
au-dessous de p, la différente de F,/Q, est I'idéal (pOp,)*. On en déduit que
le conducteur du caractére 1, est (m, ") et donc que Wy(xp) = Xp(mp) ™.
Comme W, (x,) = 1 si v est archimédienne, on en déduit

X) = E[Xp(ﬁp)fap = X(Drj) ™"

7. Comme Y est un caractere de Hecke, il est continu et son noyau est un sous-
groupe fermé contenant F*. C’est un sous-groupe fermé d’indice < 2, donc
ouvert. Le théoréme d’existence montre qu’il existe une extension finie £/ F
telle que F*Ng/p(Ag) = Ker x. Comme le caractere y, est non ramifié en
toute finie v, on a O, C Ker x,, et donc O, C F*Ng/p(Ag). On en déduit
que si w est une place de E divisant v, le noyau de 'application de réciprocité
locale F — Gal(E,/F,) contient O et correspond donc aux groupe des
normes d’une extension non ramifiée de F,. Ainsi E,,/F, est non ramifiée. Si
v est une place archimédienne et w une place de E au-dessus de v, puisque
Xo est trivial, on a F C F*Ng/p(Ag). Ceci prouve que I'application de
réciprocité locale F,, — Gal(FE,,/F,) est triviale et donc que F,, = F,,.

8. Soit p un idéal premier de Op. Comme p est non ramifié dans F. Il y a deux

possibilités. Soit p = q192 ol q; et g sont deux idéaux maximaux distincts
de Og. On a alors Ng/p(q;) = p pour ¢ = 1,2. Ainsi Nq;, = Np et

(1= Ngp*)(1 = Ngy*) = (1 - Np~*)*.

Ce cas équivaut a Frobg/p(p) = 1 et donc a mc Ker(x), ainsi x,(m,) = 1 et
on a la formule souhaitée.

Dans le cas contraire, p est inerte dans E et on a Ng/p(pOg) = p* de sorte
que N(pOg) = Np?. Par ailleurs Frobg/r(p) # 1 dans Gal(E/F) de sorte
que 7, ¢ Ker x et x,(m) = —1. On a encore

(1= N(pOp)™) = (1 = Np™) = (1 = Np~*)(1 + Np™).
Pour Res > 1, on a donc
1 1
e =1l v i EARTE IR

P

9. L’équation fonctionnelle globale de la fonction zeta est donnée par

Ap(l = s) = |Ap[* 2AR(s).
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10.

De méme A(x™1, 1—35) = e(x|-|*)A(x, s). Comme les facteurs locaux arhimé-
diens de (r et A(x, —) sont identiques et que E/F' est non ramifiée a 'infini,
on en déduit 1’égalité

e(X|[7) = (1Al AR )2,

En évaluant ceci en s = 1/2, on trouve W(x) = 1.

Le groupe des idéaux de O est isomorphe au quotient A% /F*Vj ou Vj est
le sous-groupe [[,jo0 F)* [Tuio OF, - Les caractéres quadratiques de ce groupe
sont exactement les caracteres de Hecke qui sont non ramifiés en toute place
finie et triviaux aux places archimédiennes. Or on a montré que W(x) = 1
pour tout tel caractere et que W(x) = x(Dr/q). Ainsi la classe de la différente
est annulé par tout caractere quadratique du groupe des classes de Op. Le
théoreme de structure des groupes abéliens finis implique donc que la classe
de la différente est un carré.

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier et soit K = Q({yn)

27i

ou CP" = e,

1.

Montrer que pour tout ¢ > 1 premier a p, on a une égalité d’idéaux de Ok :
(Gr — 1) = (G — 1).

En déduire que l'extension K/Q est totalement ramifiée en p, de degré
p"1(p—1) et que ({;n — 1) en est une uniformisante en p.

Si a € Z est premier avec p, on note o, l'unique élément de Gal(K/Q) tel
que 04(Cpn) = (. Montrer que application a — o, induit un isomorphisme
de groupes de (Z/p"Z)* sur Gal(K/Q).

On note K, le complété de K en l'unique place divisant p. Montrer que
I'application de restriction de K, a Q, induit un isomorphisme de groupes

Gal(K,/Q,) = Gal(K/Q).

Si £ est un nombre premier différent de p, montrer que Frobg/q(¢) = o, (on
pourra admettre que K/Q est non ramifié hors de p).

On note rg, /g, I'isomorphisme de réciprocité local de K,,/Q,. En utilisant la
loi de réciprocité d’Artin, montrer que 7g,,q,(p) = 1 (on pourra considérer
lidele (p,...,p,...) € Ag).

Soit £ un nombre premier différent de p. Montrer que £ € Z et que r, /g, (£) =

o, ' (on pourra utiliser la loi de réciprocité d’Artin).

8. Conclure que si x € Z, alors 7, g, () = 04-1.

9. Déterminer le sous-groupe Nk, g, (K,) de Q).
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Corrigé :

L Ona(Gn—1)=1+Gn+-+ ) (G — 1) Ainsi (Gn — 1) € (G — 1).
De méme soit j tel que ij = 1[p"]. On a ( — 1 € ({Jn — 1) de sorte que
finalement ((n — 1) = () — 1) pour ¢ premier a p.

2. On a

n—1 2mik

L+ X7 X X = T (X e ).
ke(z/pr2)*

On a donc
[T (=G =p=u(l—Gu)" @
i€(Z/pnL)*
dans Ok avec u € Ok. Comme par ailleurs (,» est annulé par un polynéme
de degré (p — 1)p"~!, on a, si e désigné l'indice de ramification d’un idéal
maximal de Ok au-dessus de p,

(p—p" ' <e<[K:Q<p" (p—1).

On en conclut que e = [K : Q] = (p — 1)p"!, c'est-a-dire que K/Q est
totalement ramifiée en p et que son degré est (p — 1)p"~L.

3. On a bien o4, = 0,04. De plus, si 0, = 1 alors Con = Cpn- Comme (,n est un
élément d’ordre p™, on a a = 1 [p"]. Ainsi le morphisme a — o, est injectif.
Comme sa source et son but ont le méme cardinal, ¢’est un isomorphisme.

4. Comme p est totalement ramifié dans K/Q, le groupe de décomposition de
K en p est Gal(K/Q) tout entier. Comme ce groupe de décomposition est
isomorphe a Gal(K,/Q,), on en déduit le résultat.

5. L’élément Frobg q(¢) est I'unique automorphisme o de K/Q tel que, pour
tout idéal maximal q de Ok divisant £, on a o(q) = q et tel que o(z) = z*[q]
pour tout x € Ok. Soit a € (Z/p"Z)* tel que Frobk g(f) = o, et soit q un
idéal maximal de O divisant ¢. Soit ¢ I'image de (,» dans Ok /q. On a donc
0.(C) = ZE, ainsi ¢* = Zg. Le polynéme minimal de ¢ sur F; est un diviseur de
XP" —1 qui est séparable dans F,[X], on en déduit qu’il est & racines simples
dans toute extension finie de Fy. Ainsi I'égalité (" = Eg implique ¢* = (¢ et
donc a = ¢ dans Z/p"Z. On a donc bien Frobg ,q(¢) = oy.

6. Considérons l'idéle x = (p,...,p,...). Alors Artg/g(z) = 1. Si{ # p, on a
K/Q non ramifiée en ¢ et p € Z,. Si p est un idéal de K divisant ¢, on a
donc rg,q,(p) = 1. De plus, on a p € Ry C Ng,r(K)) pour tout place
archimédienne v de K. En particulier 7, /r(p) = 1. On en déduit donc que
er/@p(p> = 1
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7. L’application de la loi de réciprocité d’Artin comme précédemment montre
que

i /0 (07K 0, (£) = 1
et donc que rg, g, (¢) = o, = (1.

8. Soit x € Z, . D’apres le théoreme de Chebotarev, il existe un nombre pre-

mier ¢ tel que o, = 7k, /0,()"". On en déduit que l'image de = dans
Z;l/ Ker(rg, /g,) et I'image de ¢ coincide. On a donc bien rg, /g, (z) = 0, ' =
i

9. La théorie du corps de classe local implique que Ker Ny, /g, (K‘) est le noyau
de rx,/q,- Comme ce noyau est aussi celui de (Z/p"Z)* — Gal(K,/Q,)
donné par  — 27!, et contient p, on en conclut que

Ni,0,(K)) = (1+p"Z,)p".



