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1 Corps locaux

1.1 Définitions

Soit F' un corps. On appelle valuation discréte (normalisée) sur F' une applica-
tion v : F' — Z U {400} telle que
— pour tout x € F, v(z) = oo < 2 =0;
— pour tous z,y € F, v(zy) =v(r) + v(y);
— pour tous x,y € F, v(zr +y) = inf{v(x),v(y)};
— o(F*) =2Z.
Si v est une valuation discrete sur F', on munit ’ensemble F' de la topologie induite

par la distance (z,y) = a*®™¥ pour tout réel 0 < a < 1 (cette topologie ne dépend
pas du choix de «).

Définition 1.1. Un corps local est un corps F' tel que F' est un espace topologique
localement compact pour la topologie définie par une valuation discrete v.

On peut montrer que si F' est un corps local il existe une unique valuation
discrete normalisée sur F' induisant la topologie de F, on la note vg (ou parfois
v lorsque le contexte est clair), voir la remarque et I'exercice un peu plus
loin.

Exercice 1.1. Soit F' un corps valué. Vérifier que pour tout n € Z et tout a € F,
la partie {x € F' | v(x —a) > n} est a la fois ouverte et fermée dans F. En déduire
que F est totalement discontinu (ses composantes connexes sont les singletons).

Si F' est un corps et v une valuation discrete de F, notons Fle complété de
F pour la distance (z,y) — a*@™% (pour n’importe quelle valeur de 0 < o < 1).
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La valuation v s’étend de facon unique en une application continue vy : F —

Z U {+oc}. Alors vz est une valuation discrete sur F.

Remarque 1.2. Si F' est un corps local, alors F' est un espace métrique complet.
La réciproque est fausse.

Exemple 1.3. Soit p un nombre premier. Si § € Q, posons v($), = v,(a) —vy(D).
Il s’agit d'une valuation discrete sur Q. Notons @, son complété. Le corps Q, est
un corps dont les éléments sont appelés nombres p-adiques. On note Z, I’ensemble
des nombres p-adiques z tels que v,(z) < 0. Il s’agit d'un sous-anneau de Q,. Il

contient Z comme sous-anneau dense. On remarque de plus que
(¢ € Z, | v(a) > n} = p'Z,

Comme p"Z,, C Z, est ouvert et Z C Z, est dense, on a un isomorphisme d’anneaux
L|p"Z ~ Z,|p"Z,. On en déduit un morphisme d’anneau

Z, — im Z/p"Z.

Par complétude de Z,, ce morphisme est surjectif et il est injectif car N, p"Z, =
Nn{vp(z) = n} = {0}. On vérifie de plus que ce morphisme est un homémorphisme
et donc que Z, est compact. Ainsi le corps Q, est un corps local.

Exercice 1.2. Démontrer toutes les assertions non démontrées de ’exemple (1.3

1.2 Structure des corps locaux

Soit F un corps local. L’ensemble O := {z € F' | v(z) = 0} est un sous-anneau
ouvert et fermé de F' appelé anneau de valuation de F. L’ensemble pp = {z €
Op | v(z) > 0} est un idéal de OF et c’est le plus grand idéal non trivial de Op.
On a donc O = Op\pp.

Un élément 7 € F tel que v(m) = 1 est appelé uniformisante de F'. On vérifie
qu’'un élément 7 de F' est une uniformisante si et seulement si 7 est un générateur

de PF.

Le quotient kr := Op/pr est un corps qui est a la fois discret et compact, c’est
donc un corps fini. On I'appelle le corps résiduel de F'. On note gz son cardinal.

L’entier gr est alors une puissance d'un nombre premier pr appelé caractéristique
résiduelle de F'.

Exemple 1.4. Soit F, un corps fini a ¢ éléments et soit F' = F,((7")) le corps des
séries de Laurent a coefficients dans ;. C’est-a-dire

P { 5 anT”}.

n>>—00
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On pose v (X pss—oo @ T™) = min{n € Z | a, # 0}. L’application v est une
valuation discrete sur F' qui fait de F' un corps local. On a alors

Op = F[[T]] = {Z anT”},

n=0

pr = TF,[[T]] ainsi que kr = F,. L’élément T" est une uniformisante de F. On a
donc

n=0

X = {ZanT" | aO%O}.

Ainsi T'/(1 — T) est une autre uniformisante de F'.

Remarque 1.5. On a alors, pour x € Op, vp(z) = min{i € N |z € p%}. On en
déduit que la valuation v ne dépend que de la topologie de F'.

Exercice 1.3. Soit I’ un corps local de valuation v.
1) Montrer que pp = {z € F' | lim,,—, 1o 2" = 0}.
2) En déduire que v ne dépend que de la topologie de F.

Dans la suite de ce cours, on utilisera la notation Ur pour le groupe multiplicatif
Op. Ce groupe topologique contient des sous-groupes ouverts intéressants. Si n €
N.i, on pose UR = 1+ 7"Op et, par convention, U2 := Up. Le morphisme
d’anneaux Op — kg induit un morphisme de groupes O; — k. Ce morphisme
est surjectif car Op est un anneau local et son noyau est Ur. On a donc un
isomorphisme de groupes finis U% /U = kj.

Exercice 1.4. Si i > 1, on définit une application Uk — kr par 1 + mpa — @.
Vérifier que cette application est un morphisme surjectif de groupes de noyau U

~

de sorte que I'on dispose d’un isomorphisme de groupes UL /U™ =5 kp.

1.3 Résolution des équations polynomiales

Théoréme 1.6 (Lemme de Hensel). Soit F' un corps local et soit P € Op[X]
un polynéme. On note P limage de P dans kp[X]. Soit * € kp une racine de
P telle que ?/(at) # 0. Alors il existe une unique racine T € Op de P telle que
(Z mod pr) = x.

On peut utiliser ce résultat pour déterminer quelques racines de l'unité ap-
partenant a un corps local F. Rappelons que comme le corps résiduel kp est
fini, son groupe des inversibles kj est cyclique, d’ordre ¢ — 1. Soit ¢ un géné-
rateur de ce groupe. Alors  est une racine du polynéme P = X9 ~! — 1. De plus



P'(¢) = (qgr — 1)¢?% 7% # 0. 1l existe donc une unique racine ¢ € Op au polyndme
X%t — 1. Ainsi ¢! = 1 et ¢ est un élément d’ordre qr — 1. On en déduit que
Hgp—1 C F.

Exercice 1.5. Démontrer que si n est un entier premier a pg, alors u, N F =
Hna(ge—1)- Que dire si n n’est pas premier a pp 7

1.4 Extensions de corps locaux

Soit F' un corps local et soit E//F une extension finie.

Théoreme 1.7. I existe une unique valuation discréte v sur E telle que la topo-
logie de F' soit induite par v. De plus E est un corps local pour la topologie définie
par cette valuation et linclusion F C E est continue.

Exercice 1.6. Vérifier que OpNF = Op et pp N F = pp.

Les inclusions O C Of et pr C pg induisent un morphisme de corps résiduel
kr — kg (rappelons qu'un morphisme de corps est toujours injectif). Comme kg
et kp sont des corps finis, 'extension kg/kp est finie. On note fg/p son degré,
qu’on appelle degré résiduel de 'extension E/F.

Comme 7p € pp C pg, il existe un entier eg/p € N3; et un inversible v € Of
tels que 7 = ury". De fagon équivalente, prOpE = py’" prouvant que e,/ ne
dépend pas du choix des uniformisantes 7 et mp. L’entier eg/p est appelé indice
de ramification de l'extension E/F.

Théoréeme 1.8. On a eg/pfp/r=[E: F].

Lorsque eg/p = 1, on dit que 'extension E/F est non ramifiée, ce qui est
encore équivalent au fait qu'une uniformisante de F' est une uniformisante de E.
Dans le cas contraire, on dit que 'extension est ramifiée.

Lorsque fg/r = 1, on dit que l'extension est totalement ramifiée.

Exemple 1.9. Posons £ = Q,(¢,). Dans Op, on a (1 —¢)) € (1 — ()Op pour
tout ¢ > 1. Par ailleurs si 1 < i < p— 1, il existe j > 1 tel que ij = 1[p|, on en
déduit que

(1-¢)=01-¢") €(l-¢)0p.
On en déduit que (1 — ()Op = (1 — (,)Op. De plus I'égalité [T2; (1 — ¢1) = p
implique que pOp = (1 — (,)?"'Op et donc que p — 1le E/Q,- Comme par ailleurs
[E:Q,) <p—1,on a finalement

eE/Qp:[E:@p]:p_l

et I'extension est totalement ramifiée.



Exemple 1.10. Soit n € N5, un entier premier a p et soit £ = Q,({,). Remar-
quons que comme (" = 1, on a ¢, € Op. Notons ¢, l'image de ¢, dans F,. Soit
P € F,[X] le polynéme minimal de ¢, sur F, et soit P € Z,[X] un relevé de P tel
que deg P = deg P. On a P| X" —1 dans F,[X] et X" —1 est a racines simples, il en
est donc de méme de P, ce qui implique P (C,) = 1. Il existe donc un unique = € O
tel que P(z) = 0 et x — (,. Alors [Q,(x) : Q,] = deg P = deg P = [kg : kr|, ce qui
prouve que Q,(z)/Q, est non ramifiée. On peut appliquer le lemme de Hensel au
polynéme X" — 1 dans l'extension Q,(z)/Q, et en déduire qu’il existe une unique
racine ¢, de X™ — 1 dans Q,(z) se réduisant sur ¢,. Ainsi ¢, € Q,(z) et donc
E = Q,(z) est une extension non ramifiée de Q,,.

Exercice 1.7. Soit E'/F une extension finie de corps de nombres et soit F* C E C
£’ une extension intermédiaire. Montrer alors que

fE//F = fE’/EfE/F7 €g'/F = €R//ECE/F-

Supposons a présent que l'extension E/F est galoisienne. Par unicité de la
valuation vg, on a

vp(o(-)) = ve (1)
pour tout o € Gal(E/F). Ainsi le groupe agit par isométries sur £. En particulier
Gal(E/F) préserve O et pg et induit donc une action sur Gal(kg/kr). En parti-

culier on obtient un morphisme de groupes o — @ de Gal(E/F) vers Gal(kg/kF).
On note I(E/F) son noyau, on 'appelle le sous-groupe d’inertie de E/F.

Théoréme 1.11. Le morphisme Gal(E/F) — Gal(kg/kr) est surjectif. De plus

En particulier, 'extension £/ F est totalement ramifiée si et seulement si I(E/F) =
Gal(E/F). Le sous-groupe d’inertie peut encore étre caractérisé comme suit :

[(E/F) = {0 € Gal(E/F) | Yz € Op, o(z) € x + pg}.

Exercice 1.8. Soit E'/F une extension galoisienne finie de corps de nombres
et soit F' C E C E’ une extension intermédiaire. Montrer alors que I(E'/E) =
Gal(E'/E) N I(E'/E). Si de plus E/F est galoisienne, montrer que I(E/F) est
I'image dans Gal(E/F) de I(E'/F) et que 'on a une suite exacte de groupes finis

0— I(E'/JE) — I(E'/F) — I(E/F) — 0.
Rappelons que si k/F, est une extension de corps finis, alors cette extension

est galoisienne et le groupe Gal(k/F,) est cyclique, engendré par la sustitution de
Frobenius ¢, : © — 2.



Si E/F est une extension galoisienne non ramifiée de corps locaux, on appelle
élément de Frobenius 1'unique élément Frobp,p € Gal(E/F) s’envoyant sur la
substitution de Frobenius dans Gal(kg/kp).

Exercice 1.9. 1) Montrer qu'une extension non ramifiée de corps locaux est
automatiquement galoisienne (on pourra utiliser le lemme de Hensel).
2) Soit E’/F une extension non ramifiée finie de corps locaux et soit F' C E C
E’ une extension intermédiaire. Montrer que F/F et E'/FE sont non ramifiée et
que
(FI‘ObE//F)‘E = FI'ObE/F, FI'ObE//E = FI'Obg::;;

Proposition 1.12. Soit E/F une extension galoisienne finie de corps locauzx. Il
existe une plus grande sous-extension F' C E telle que F'/F est non ramifiée.
Alors E/F' est totalement ramifiée et I(E/F) = Gal(E/F").

Démonstration. Soit alors I une sous-extension non ramifiée de F' contenue dans
E. D’apres l'exercice [1.8] 'image de I(E/F) dans Gal(F'/F) est triviale, de sorte
que I(E/F) C Gal(E/F'") et F' C E®/F) Le méme exercice montre par
ailleurs que I(EF/F)/F) = {1} de sorte que EI®/F) /F est non ramifiée. O

Remarque 1.13. Attention, en général il n’existe pas de plus grande sous-extension
totalement ramifiée !

2 Théorie du corps de classe locale

2.1 Extensions non ramifiées

Soit E/F une extension galoisienne de corps locaux.

Proposition 2.1. Si l'extension E/F est non ramifiée , alors Ng/p(Ug) = Ur.

Démonstration. On a bien Ng,p(Ug) C Up. Comme I'extension E/F est galoi-
sienne, on a Ng/p(7) = [lyeqae/r o). On en déduit que Ng/p(Ug) C Ur et
que, si i > 1, o(U}) = Uj pour tout o € Gal(E/F) de sorte que Ng,p(Uf;) C
UoNUp = (1+7%0) N0 =1+ 7%0p = Ul (nous avons utilisé ici le fait que
7r est également une uniformisante de E puisque E/F est non ramifiée). Nous
avons donc deux diagrammes commutatifs, 7 > 1,

Ng/r E/F

Up/Up —5 Up UL Ui Uit 225, gi i

I o I

Ny /k Try o/
X E/FF X E/FF



En effet, si x € Og, on a, pour 7 > 1,

Npp(Lt+mpz) = [ (+mpo(@) =1+ > o) ple
c€Gal(E/F) o€Gal(E/F)

Comme kg/kp est une extension séparable, I'application Try, i, : kg — kp est
surjective et il en est de méme de Ny : Uy /U™ — UL /U pour tout i > 1.
De méme, si z € kj;, on a

d—1
N i () = @' Har e

de sorte que Ny, k. est surjective (exercice) et donc aussi Ng/p : Up/UL —
Up/Uf. On déduit de ce résultat que lapplication Ng,p : Ug/Up, — Up/U} est
surjective pour tout ¢. Si x € Up, on peut trouver, pour tout n > 1, un élément
Yn € Ug tel que  — Ng/p(yn) € 2Op. On en déduit l'existence de y € O tel
que z = Ng/p(y). O
Si E/F est une extension non ramifiée, alors Ng/p(ng) € WE;E:F]Oﬁ et donc
F*/Ng/p(E*) est un groupe cyclique d’ordre [E : F] engendré par I'image de
I'uniformisante 7p. Il existe donc un unique isomorphisme de groupes

recE/F : FX/NE/F(EX) :> Gal(E/F)

envoyant 7p sur I’élément de Frobenius Frobg,p. Cet isomorphisme est un cas tres
particulier de I'isomorphisme de réciprocité locale.

Corollaire 2.2. Soit E/F wune extension non ramifiée de corps locauz. L’appli-
cation ' +— Ng/p/(E*) induit une bijection décroissante entre l’ensemble des
sous-extensions F© C F' C E et 'ensemble des sous-groupes de F* contenant
Ng/r(EX).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la théorie de Galois. Soit
Ng/p(E*) C H C F* un sous-groupe. Alors recg,p(H) est un sous-groupe de
Gal(E/F). Posons F' = E*._ 1l suffit de vérifier que H = Ng/p(E*). Clest un
exercice. O

Proposition 2.3. Soit F' un corps local et soit Fy une cloture séparable de F.
Soit d > 1 un entier. Alors il existe une extension non ramifiée E/F de degré d
contenue dans Fy et celle-ci est cyclique.

Démonstration. D’apres la théorie de Galois des corps finis, on sait que le corps

kr quil existe un polynéme unitaire irréductible P € kp[X] de degré d. Soit
P € Op[X] un relevé unitaire de P. Comme kp est fini, donc parfait, le polynéme P
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est séparable et donc le polynome P également. Soit E C F un sous-corps engendré
par une racine de P. D’apreés le théoréme u le corps E est un corps local. Comme
P est irréductible, P Dest aussi et [E : F| = deg P. Comme le polynéme P est
scindé sur le corps résiduel de E, on a nécessairement [kg : kr| > deg P = [E : F.
Ainsi l'extension E/F est non ramifiée de degré d. Cette extension est cyclique
de degré d en vertu de lexercice [1.9] du théoréme et du fait que Gal(kg/kr)

est cyclique. Si E’/F' est une autre extension non ramifiée de degré d incluse dans
F;. Alors EE'/F est non ramifiée par la proposition et donc cyclique, ce qui
implique que F = EE' = E'. m

2.2 Le cas général

On dit qu’'une extension finie de corps E/F' est abélienne si elle est galoisienne
et si le groupe Gal(E/F') est abélien.

Théoréme 2.4 (Loi de réciprocité locale). Pour toute extension abélienne finie
E/F de corps locauz, le sous-groupe Ng,p(E*) est ouvert dans F* et il existe un
isomorphisme de groupes

recE/F : FX/NE/F(EX) l) Gal(E/F)

tel que les propriétés suivantes sont satisfaites.
(i) Si E/F est non ramifiée, alors recg p(mr) = Frobg,p.

(ii) Si E'/F' est une extension abélienne finie telle que FF C F' et E C E/,
alors le diagramme suivant commute

F/F

F™> [Ngiyp/(E™) —— F*[Ng/p(E™)

J/I'GCE//F/ J/I‘GCE/F

Gal(E'/F) — ", Gal(E/F)

ot la fleche horizontale du bas est le morphisme induit par ’application de restric-
tion Gal(E'/F'") — Gal(E/F).

(iii) SiT: E = E' est un isomorphisme de corps valués et si F' .= 7(F), on
a un diagramme commutatif

FX/NE/F(EX) T F/X/NE//F/(E,X)

JrecE/F JrecE//F/

Gal(E/F) —2=77"", Gal(E'/F").



De plus, il existe au plus une famille d’isomorphismes vérifiant les propriétés

et .

Explicitons quelques cas particuliers de la fonctorialité dans le théoreme

24

Si F' = F, on a un diagramme commutatif :

FX/NE//F(E,X) B FX/NE/F(EX)

J{’"E'/F JYGCE/F

Gal(E'/F) ——» Gal(E/F).

La fleche horizontale supérieure est ici 'application quotient map et la fleche ho-
rizontale inférieure est la restriction a E.

Si E = F’, on a un diagramme commutatif :

F'/F

N
F™>™|/Ngp(E*) —— F*/Ng/p(E*)

lrE/F/ lrecE/F

Gal(E/F')™ —— Gal(E/F)™.

La fleche horizontale inférieure est induite par l'inclusion Gal(E/F') C Gal(E/F).

Théoréme 2.5 (Théoreme d’existence local). Soit N C F* un sous-groupe ouvert
d’indice fini. Alors il existe une extension abélienne E/F telle que N = Ng/p(E™).

Corollaire 2.6. Soit F; une cloture séparable de F. L’application E +— N p(E*)
induit une bijection décroissante de ’ensemble des extensions abéliennes finies & C
Fy de F sur l’ensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini dans F*.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si £ C F, est une extension abé-
lienne finie de F', alors Ng/p(E*) est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans F™*
d’apres le théoreme . Si £ C E', I'égalité Ng/p = Ng/p o Ngjp implique que
Ngp(E™) C Ng/p(E™). L'application est donc décroissante. Elle est surjective
d’apres le théoreme 2.5 Il nous reste donc & prouver son injectivité.

Supposons que E1, By C F sont deux extensions abéliennes finies de F' telles
que Ng,/p(Ey) = Npg,yr(Ey). Posons E = E,E,. 11 s’agit d'une extension galoi-
sienne et abélienne car

Gal(E/F) — Gal(E,/F) x Gal(Ey/F).



Sii € {1,2}, on déduit de la propriété du théoréme que l'on a un diagramme
commutatif

lrecE/F lrecEi/F

Gal(E/F) —— Gal(E;/F)

qui implique que Gal(E/E;) = recg/p(Ng,/r(E;)). On en déduit que Gal(E/Ey) =
Gal(E/E,) et donc que E) = E. O

Corollaire 2.7. Soit E/F une extension finie abélienne. Alors l'extension E/F
est non ramifiée si et seulement si Op C Ng/p(E£*).

Démonstration. Sil'extension £/F est non ramifiée, alors Up C Ng,p(£*) par la
proposition . Réciproquement supposons que Oy C Ng/p(E*). Soit d = [E : F|
et soit E’ I'extension (unique a isomorphisme pres) non ramifiée de F' de degré
d qui existe par la proposition . On a alors Np/p(E™) = (7%)20F d’apres
la proposition Comme 7% = Ng/p(mr) € Ng/p(EX), on a Ngp(E™) C
Ng/p(E*). On déduit du corollaire qu’il existe un morphisme F-linéaire £ —
E' et donc E ~ E’ par égalité des degrés. Ainsi £//F est non ramifiée. m

2.3 Le cas des extensions infinies

Soit F, une cloture séparable de F'. Le corps Fj est 'union de ses sous-extensions
galoisiennes finies. On note F#> C F, 'union des sous-extensions abéliennes finies
de F'. On rappelle que le groupe de Galois Gal(F2*/F) est le groupe des automor-
phismes du corps F?" fixant les éléments de F. On a alors un isomorphisme de
groupes

Gal(F*"/F) ~ lim Gal(E/F)
E/F

ol la limite projective de droite est prise sur les extensions abéliennes finies £ C Fj.
On munit le groupe Gal(F2"/F) de la topologie de la limite projective (ou de la
topologie de la convergence simple, ce qui est équivalent), ce qui en fait un groupe
topologique compact. La théorie des Galois des extensions infinies nous fournit
alors une bijection décroissante E — Gal(F?"/E) entre les sous-corps £ de F?P
contenant F et les sous-groupes fermés de Gal(£2?/F). La bijection réciproque est
donnée par H s (F2P)H,

La proriété du théoreme implique alors que les morphismes recg,/p se
recollent en un morphisme de groupes topologiques

recp : X — Gal(F*"/F).
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Proposition 2.8. Le morphisme recp est injectif et d’image dense.

Démonstration. Soit a € F* un élément différent de 1. Il existe alors un sous-
groupe ouvert N C F* tel que a ¢ F'*. Soit E/F l'extension abélienne de F telle
que N = Gal(F**/E). Alors I'image recg,/p(a) de recy(a) dans Gal(E/F) est non
trivial et donc recp(a) est non trivial.

Il est d’image dense car, si F/F est finie, la composée F* = Gal(F,/F) —
Gal(E/F') coincide avec recg/p et est donc surjective. O

2.4 Le groupe de Weil

On note F™ l'union de toutes les extensions non ramifiée de Fy/F. Pour tout
d > 1, notons Fy C F; I'unique extension non ramifiée de F' de degré d dont 1'exis-
tence et I'unicité sont fournies par la proposition 2.3} On a donc un isomorphisme

Gal(F™/F) = lim Gal(F;/F) ~ lim (Z/dZ) ~ L.

deN* deN*

Un pro-générateur de ce groupe est donné par la famille des éléments de Frobenius
FI'ObF = (FI'Ode/F>d>1.

On note I(Fs/F) le noyau du morphisme de restriction Gal(Fs/F') — Gal(F™ /F).
Exercice 2.1. Vérifier que [ (F;/F) ~ Hm /P I(E/F) ou la limite est prise sur les

sous-extensions galoisiennes finies F/F de Fj.

Le morphisme composé
F* 28 Gal(F,/F)™ — Gal(F™/F)

a pour noyau O et envoie g sur Frobg. On en déduit que le morphisme recg n’est
pas surjectif. L'introduction du groupe de Weil permet de remédier a ce probleme.

Définition 2.9. On appelle groupe de Weil de F' le sous-groupe Wy de Gal(F,/F)
obtenu comme image inverse de Frobp par lapplication quotient Gal(Fy/F) —
Gal(F™/F).

Noter que I'on peut identifier Wy au produit fibré Gal(F;/F) X ga(por ) Froblzm.
On munit le groupe Wr de la topologie induite par la topologie produit sur
Cal(F,/F) x Frob% o1 Frob% est muni de la topologie discréte. Cette topologie est
compatible avec la structure de groupe et fait de Wy un groupe topologique.

Exercice 2.2. 1) Vérifier que U'inclusion Wy C Gal(F/F') est continue.
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2) Vérifier que I(F;/F) est un sous-groupe ouvert et compact de Wp.

3) Si H est un groupe topologique, on note H2" le quotient de H par 1'adhé-
rence du sous-groupe dérivé H'. Montrer que Gal(F,/F)* ~ Gal(F**/F).

4) Montrer que W2" est I'image de Wy dans Gal(F*?/F).

Théoréme 2.10. Le morphisme recg induit un isomorphisme de groupes topolo-
giques F* = Wab,

Démonstration. Soit E/F une extension finie avec ' C Fy. On déduit de la pro-
position que Up C Ng/p(E*) et du théoreme que recg p(Up) = {1} C
Gal(E/F). En particulier recp(Up) C mE/F,ab I(E/F) = I(F®/F). Ainsi recp
induit un morphisme de groupes F* /Ur — Wg/I(F* /F) envoyant 7 sur Frobg,
et qui est donc un isomorphisme. Par ailleurs recg|y, induit un morphisme injectif
continu Up — [(F®/F) et d’image dense. Comme Up est compact, il s’agit d’un
homéomorphisme. On en déduit le résultat. O

2.5 Caracteres

Si GG est un groupe topologique, on note G lensemble des morphismes de
groupes topologiques y : G — C*. Le théoreme implique que recy induit
une bijection -

VI//; ~ %
définie par x — x orecy. On obtient un cas particulier de la correspondance de
Langlands locale, le cas du groupe GLj.

Il est important de remarquer que tout caractere de Wy ne se prolonge pas en
un caractere de Gal(F,/F).

Exercice 2.3. 1. Montrer que si x est un caractere de Wy, alors x(I(Fs/F))
est un sous-groupe fini de C*.

2. Montrer qu’un caractere y : Wrp — C* se prolonge en un caractere de
Gal(Fy/F) si et seulement si x(Wr) C {|z] = 1} si et seuement si |x(recp(mp))| =1
pour une (resp. toute) uniformisante 7z de F'.

Remarque 2.11. On peut bien sir remplacer C par un corps local non archimé-
dien du type Q; pour ¢ un nombre premier. Dans ce cas, il le groupe x(I(Fs/F))
peut-étre infini, on parle alors de représentation (-adique du groupe de Weil.
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2.6 Démonstration de 'unicité de la loi de réciprocité lo-
cale

Nous démontrons l’assertion d’unicité dans le théoreme 2.4l Nous utilisons le
lemme suivant.

Lemme 2.12. Soit E/F une extension finie galoisienne. Soit o € Gal(E/F). Il
existe alors une extension finie E'/E telie que E'/F est galoisienne et il existe
g € Gal(E'/F) relevant o tel que E'/(E')? est non ramifiée.

Vérifions dans un premier temps que le lemme implique 1'unicité de la loi de
réciprocité locale. Soit E/F une extension galoisienne finie. Soit o € Gal(E/F)
et soient E’ et ¢ comme dans le lemme [2 - Posons F' = (E')°. On a ¢ €
Gal(E'/E"). 1l existe donc un entier m > 0 tel que & = (ppr, E’/F’) . La propriété
. (i)| du théoreme [2.4] montre que rg/p (7F) = 0 et la propriété H (ii)| montre alors
que 7, ip(0) = N 7 r(me)™. Ceci implique que la famille des isomorphismes rg/p
est entierement caractérisée par les propriétés |(i)| et |(ii)l

Démonstration du lemmel2.12. Soit K C E la sous-extension maximale non ra-
mifiée de F'. et soit r > 0 tel que o|x = (pr, K/F)". Soit N > 1 un entier multiple
de l'ordre de o dans Gal(E/F). Soit E) la sous-extension maximale non ramifiée
de E de degré rN et soit F} C FE; la sous-extension maximale non ramifiée de F'
containue dans F;. On a alors

[Fl : F] = [kE1 : k’F] :TN[]{?E : I{F]

t [K : F] = [kg : kgp] de sorte que [F} : K| = rN. De plus, on a clairement
FiNE =K. Ainsi [F,E : E|=[F,: K] =rN =[E;: E]. Ainsi E; = F;E. On en
déduit que 'extension Ej/F est galoisienne. De plus 'application 7 — (7|g, T|# )
identifie Gal(E/F’) au sous-groupe de Gal(E/F') x Gal(Fy/F) constitué des paires
(11, T2) telles que 7y | = To|k. Il existe donc un unique élément o € Gal(E,/F) tel
que 7lp = o et G|p, = (pr, F1/F)" (en effet on a (pp, F1/F)"|x = (pp, K/F)" =
0|k). Il reste donc a vérifier que 'extension E)/E{ est non ramifiée. Remarquons
que le morphisme de groupes induit par la restriction a Fj est surjectif :

Gal(E,/E?) — Gal(F,/F?). (2)

En effet les deux groupes sont cycliques, engendrés respectivement par & et /g .
De plus, le membre de droite est un sous-groupe du groupe cyclique Gal(F;/F) ~
Z/rNlkg : kp|Z. Comme |p, = (pr, F1/F)", on voit que le groupe Gal(F;/F)
est Cyclique d’ordre Nlkg : kp]. Par ailleurs, on a o = 1. Ainsi ¢"|p = 1 et

|N[kE tkrl oNlkekel — 1 On en déduit que le morphisme

= 1, ce qui implique que &
surjectif ([2) . est un isomorphisme, ce qui implique que F; = E{F;. Comme F/F{

est non ramifiée, I'extension composée FEJ/EY est également non ramifiée. [
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2.7 Le théoréme de Kronecker—Weber local

3 Théorie de Lubin—Tate

3.1 Groupes formels de Lubin—Tate

Définition 3.1. Une loi de groupe formel sur Op est une série entiere G €
Or[[X, Y]] vérifiant les propriétés suivantes :

a) G(X,G(Y,2))=G(G(X,Y),2);

b) G(0,Y)=Y et G(X,0) = X;

c) il existe une (unique) série H(X) € Op[|X]] telle que G(X,H(X))=0;
d) GY,X)=G(X,Y);

e) G(X,Y)=X+Y dans Op[[X,Y]]/(X,Y)?.

Si G est une loi de groupe formel et E/F' est une extension finie de F', on munit
I’ensemble pg d’une structure de groupe commutatif en posant, pour z,y € pg,

z+qy = G(z,y).

Si B est une extension finie de E, alors (pp, +¢) est un sous-groupe de (pg/, +¢a).
On note G(E) le groupe (pg, +¢). On définit alors G(F) = Ug,p G(E).

Si o € Gal(F,/F) et si z,y € pp pour E/F galoisienne finie alors, en utilisant
la continuité de ’action du groupe de Galois sur £, on a

ox+gy) =o(x) +¢o(y).

On note F, 'ensemble des séries formelles f € Op[[X]] ayant les propriétés
suivantes

(i) f(X)=nX dans Of[[X]]/(X?);
(ii) f(X)= X7 modulo 7.

Exemple 3.2. La série 7.X 4 X7 est toujours dans F. Si K = Q,, la série
(1+X)P—1=pX + <g>X2+---+XP

est dans F.
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Les séries de F, permettent de construire des lois de groupe formel.

On appelle endomorphisme d’une loi de groupe formelle G une série f €
XOp[[X]] telle que

G(f(X), f(Y)) = F(G(X,Y))
dans Op[[ X, Y]].
Proposition 3.3. Soit f € F,. 1l existe alors une unique loi de groupe formel
G pour laquelle f est un endomorphisme. De plus, il existe un unique morphisme
d’anneaux a — [a]y de Op dans End(Gy) telle que [n]; = f et telle que pour tout

a € Op, on a [a];(X) = aX dans Op[[X]]/(X?). En particulier, on a, pour tous
a,be Op,

[+ 615 (X) = Gy(lal s (X), 0] (X)),  [ab];(X) = [a]#([b] (X))

En particulier la condition [a];(X) = aX modulo X? implique que le mor-
phisme a — [a]; est injectif.

Le morphisme a + [a]; permet de munir le groupe G¢(F;) d'une structure de
Op-module en posant, pour x € G¢(Fy) et a € Op,

a-yx=lal;(x).

3.2 Points de torsion

Fixons f € Fr. On note E} le noyau de I'endomorphisme [7"]; = [pi]} de
Gf(Fs). 11 s’agit de I'ensemble

By ={z € pr,

[x]3(z) = 0}.

Par exemple, si f(X) = (1+ X)P —let FF'=Q, ona E} ={(—1]( € pypm}.
L’ensemble E} est en fait un sous-Op-module de G ¢(Fy), stable sous l'action de
Gal(F,/F). On note Ey I'union des sous-Op-modules E.

Exercice 3.1. Montrer que F; est I'ensemble des éléments de torsion du groupe
abélien G¢(Fy).

On note alors F' 'extension de F" engendrée par les éléments x € Ey. Comme
E?} est stable sous I'action du groupe Gal(F,/F'), on en déduit que I'extension
F/F est galoisienne.

Comme son nom l'indique, l'extension F* ne dépend pas du choix de f € F;
mais uniquement de 7. C’est une conséquence du résultat suivant.
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Proposition 3.4. Soit f et g deux éléments de F,. Les lois de groupes Gy et
G, sont isomorphes. Plus précisément il exviste une unique série formelle v €
XOp[[X]] telle que u = X dans Op[[X]]/(X?) et Gy(u(X),u(Y)) = u(Gs(X,y))
dans Op[[X,Y]].

Exercice 3.2. Montrer que l'application z — wu(x) induit un isomorphisme de
Op-modules de Gf(Fy) sur G4(F5).

Proposition 3.5. Pour tout n > 1, le Op-module E} est isomorphe a Op/(7")
et le Op-module Ey est isomorphe a F/Op.

Démonstration. D’apres le résultat de V'exercice [3.2] il suffit de montrer que le
résultat pour E} lorsque f = X + XY puisqe tous les groupes E} sont iso-
morphes. Il suffit de prouver que E} est un ensemble de cardinal ¢" pour tout
n > 1. En effet, supposons ceci démontré. La structure des modules de type fini
sur 'anneau principal Op implique qu’il existe un isomorphisme de Op-modules
E} ~ Op/(7™) @ -+ @ Op/(7"™) avec ny + - -+ + n, = n. Par ailleurs, I'égalité
|E}| = ¢ implique 7 = 1, de sorte que n; = n.

Démontrons donc que |E}| = ¢" pour tout n > 1. Comme E7} est 'ensemble
des racines du polynéme [1"]; = f (") qui appartiennent a Ug/r pE, il suffir de
montrer que pour tout a € F, appartenant a un extension finie £ C Fj et tel que
vg(a) > 0, le polynéme 7X + X7 = a a exactement ¢ racines dans une extensions
finie £/ C F, de E et que ses solutions sont dans pg:. Soit donc E’ le corps de
décomposition de 71X + X? — a. Soit f € E’ une racine de ce polynéme. On a
(71X + X9—a) =7 +¢X9 1. Ainsi si ¢ = 0 dans F, le polynéme est séparable et
ses racines sont simples. Si ¢ # 0, et si 3 est racine double, alors m 4+ ¢34~! = 0,
ce qui implique que (¢ — Dvg/(B) = v (7)) — ve(q) < 0. Ainsi vg/(8) < 0. Alors
v/ (m8 + B?) < 0 et donc ve/ (o) < 0, ce qui est faux. L’élément 5 est donc racine
simple du polynéme et vérifie vg: () > 0, ce qu’il fallait démontrer. m

La proposition implique l'existence d’un isomorphisme canonique Op =~
Aut(Ey), Iélément a € Of étant envoyé sur la multiplication z — a - x.

Si o € Gal(F;/F), 'élément o induit un automorphisme du Op-module Ej.
On en déduit un morphisme de groupes xrr : Gal(Fs/F) — Aut(Ef) ~ O dont
le noyau est Gal(Fs/Fy).

Proposition 3.6. Le morphisme de groupes xyr induit un isomorphisme de groupes

Gal(F,/F) — Aut(Ef) ~ OF.

Démonstration. On peut encore supposer que f = w.X 4+ X9 Le morphisme de
groupes xpr induit une injection Gal(F/F) — (Op/(x™))*, il suffit donc de
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prouver que [F? : F| > ¢"* — ¢"~". Soit a € E} un élément tel que [r]}(a) = 0

n—1

mais [7]7 " (a) # 0, un tel élément existe d’apres la proposition On a

f(") _ 7Tf(n—l) + (f(n—1)>q
de sorte que f("~Y divise f(™. Posons P = % On a alors P(a) = 0. 11
suffit alors de prouver que P est un polyndéme irréductible de degré ¢ — q
La congruence f(X) = X9[x] implique que P(X) = X9~ [x]. Par ailleurs
P(X) = f®)(X)? L+ 7 de sorte que P est un polynéme d’Eisenstein dans Or[X].
Il s’agit donc d'un polynéme irréductible. O]

n—1

Remarquons qu'’il découle encore de la proposition [3.4] que le morphisme ypr :
Gal(F,/F) — O ne dépend pas du choix de f € F;.

Proposition 3.7. Pour tout n > 1, l'extensions F/F est totalement ramifiée.

Démonstration. Soit v un élément de £} comme dans la preuve de la proposition
3.6 On a vu que « est racine de P et que F est un corps de rupture de P. Comme
le terme constant de P est 7, on a Npn p(a)m. Ainsi vpn () = vpn(7)/(¢" —¢"1).
On en déduit que vpn (o) = 1 et que F'/F est totalement ramifiée. O

3.3 L’isomorphisme de réciprocité

On pose L, = F.F™. On définit alors un morphisme de groupes rec, de F'*
vers Gal(L,/F) ~ Gal(F™/F) x Gal(F,/F) en posant

rec, (7", a) = (Frob%, xir(a™')) € Gal(F™/F) x Gal(F,/F).

Théoréme 3.8. 1. Ona F**=1L,.
2. Le morphisme rec, ne dépend pas du choix de .

3. De plus si E/F est une extension finie séparable, on a un diagramme com-

mutatif

B Ng/r o

lreqT E lrecﬂ F

Gal(E**/E) 2275 Gal(Feb/F)eb.

Exercice 3.3. Vérifier que le théoreme [3.8| implique les théoremes [2.4] et [2.5]

Nous allons essentiellement démontrer le premier point du théoreme et ren-
voyons a [Yos08] pour les autres assertions.
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4 Ramification

4.1 La filtration de ramification inférieure

Soit F/F une extension finie galoisienne de corps locaux. On note G le groupe
de Galois Gal(E/F). Pour i € Z, on pose

G;={0€G|Vz €O, o(x)—xepy'

(avec la convention pi = Og pour ¢ < 0). Il s’agit d’un sous-groupe distingué de
G. On a
G,1:G, GOII(E/F), ﬂGn:{l}
nez

En particulier, puisque G est fini, il existe n > 0 tel que G, = {1}. Notons
Ey = E"E/F) ¢ FE la plus grande sous-extension non ramifiée de F contenue dans
E. On sait alors que O = Opg,[mg] pour une uniformisante 7z de E et on en
déduit que, pour ¢ > 0,

Gi:{O'GG()|O'(7TE)—7TE€p%}:{O’GGQ|UE (U<7TE> —1) 22}

TE

Si o € Gy, la classe de UST”;) dans kg ne dépend pas du choix de 'uniformisante
7. Notons cet élément 0y(o) € kj. L’application y est un morphisme de groupes
Go — kj; dont le noyau est 1. Le groupe quotient Go/G1 est donc isomorphe & un
sous-groupe de k. Le groupe Gy/G; est donc un groupe cyclique d’ordre premier

Sit>1et o€ G;, on montre de méme que la classe de 1’élément "S;E) dans
UL /Ui ne dépend pas du choix de 75. On note cet élément 6;(o). L’application 6;
est alors un morphisme de groupes de G; vers U /UL dont le noyau est G, 1. Ainsi
le groupe G;/Gjy1 est isomorphe & un sous-groupe de UL /Ut ~ p% /pd! ~ kg et
est donc isomorphe a un produit fini de groupes cycliques d’ordre pg. En particulier
on en conclut que le groupe G est un pro-pg-groupe et que le quotient Go/G est
cyclique d’ordre premier a pg. Le sous-groupe G est donc 'unique pp-Sylow de
I(E/F) est appelé sous-groupe d’inertie sauvage. Le quotient Go/G1 est appelé
groupe d’inertie modérée.

4.2 La filtration de ramification des extensions de Luin—
Tate

A titre d’exemple calculons la filtration de ramification des extension de Lubin—
Tate F'/F. Fixons donc n > 1 et posons G = Gal(F/F).
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Tout d’abord on a Gy = G puisque 'extension est totalement ramifiée. On sait
de plus que le caractére xpr induit un isomorphisme de G sur Ug/Uj. Comme
Ur/U% posséde un unique pp-Sylow, on a nécessairement xi1(Gy) = Ur/UR. On
fixe donc un élément o € G1. On a ypr(0) = 1 + 7'a pour un entier 7 > 1 et un
élément a € Up.

On fixe f € Fr et A € E} un élément primitif, c’est-a-dire un élément tel que
(7] (A) # 0. On a déja vu qu'un tel élément est nécessairement une uniformisante
de F. On a alors

o(\) = [L+7'al; () = A +g, [wal; (V).

L’élément 3 := [r'a] () est alors un élément de B}~ vérifiant [x]}*~'(58) # 0. En
particulier 3 est une uniformisante du corps F~*. Comme l'extension F"/F"~*
est totalement ramifiée de degré ¢', on a nécessairement vpn () = ¢'. Les relations
Gf(X,0) = X et G4(0,Y) =Y impliquent qu’il n’y a pas de termes en X" et Y
pour n > 2 dans la loi de groupe formelle G¢(X,Y’). En particulier on peut écrire

GiX,Y)=X+Y+ > ;XY

i>0,5>0

pour des éléments ¢; ; € Op. En conséquence,

0'()\) — A= 5 + Z Ci7j)\i6j

i>0,5>0

ce qui implique que vgn(o(A) — A) = vpn(f) = ¢'. On en conclut que o € G,
si et seulement si m < ¢* — 1. La filtration des sous-groupes de ramification de

Gal(F'/F) est donc
Gal(F'/F)=Gy=G1 = =G, 122G, = =Gp_ 1 2Gpg -

En particulier les sauts de la filtration sont des entiers de la forme ¢* — 1. Re-
marquons par ailleurs que G, = Gal(F/F!) pour 0 < i < n, de sorte que
Gyi—1/Gg+1_1 est un groupe d’ordre g isomorphe a (Z/pZ)’ ot q = p/.

4.3 La filtration de ramification supérieure

Au vu du calcul de la section précédente, il semble naturel de renormaliser la
filtration de ramification.

Soit E//F une extension galoisienne finie de corps locaux et posons G = Gal(E/F).
Pour t € [—1, +00[, on pose

Gy ={o€G|Vx e O, vpg(o(x)—x) >t} =Gy
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et, pour u € [—1, 400

u dt
d(u) = /o [Go: Gy]’

On vérifie que l'on a bien ¢(—1) = —1, ¢(0) = 0. De plus, si £ = F", on a
#(¢" —1) =i pour 0 <i < n.

On définit la filtration de ramification supérieure sur G en posant, pour u €
[_17 +OO[7
GY = G¢(u).
On appelle sauts de la filtration les nombres réels u tels que G* # G pour tout
e >0 et on a alors G*/G"** =~ Gy /Gp)+1 pour € > 0 assez petit. Remarquons
que ces sauts sont automatiquement des nombres rationnels.

L’intérét de la filtration de ramification supérieure est qu’elle est compatible
avec le passage au quotient.

Proposition 4.1. Soient FF C E C E' des extensions de corps locaux telles que
E/F et E'/F sont galoisiennes finies. Alors pour tout u € [—1,4+00], on a

Gal(E/F)" = Im(Gal(E'/F)" — Gal(E/F)).
Démonstration. Voir [Ser79, IV. Lemma 5]. O

En particulier si F1/F et Ey/F sont deux extensions galoisiennes finies telles
que Gal(E,/F)* = {1} et Gal(Ey/F)"* = {1}, alors 'extension composée E;F; a
la méme propriété.

Nous admettrons le résultat suivant, qui est équivalent au théoreme de Kronecker—
Weber local.

Théoréme 4.2 (Hasse-Arf). Soit E/F une extension abélienne finie de corps
locauz. Alors les sauts de la filtration de ramification supérieure de Gal(E/F') sont
des entiers.

Démonstration. Voir [Ser79, V. §7] ou [Sen69]. O

De fagon équivalente, le théoreme assure que pour une extension abélienne
E/F, Gal(E/F); # Gal(E/F);y; implique que ¢ est de la forme ¢(n) pour un
entier n € Z>_;.

On appelle conducteur d’une extension abélienne E/F le plus petit entier n tel
que Gal(E/F)"™! = {1} et on le note n(E/F). Dans la pratique, c’est plutot I'idéal
f(E/F) = p"®/F) que I'on appelle conducteur de I'extension. La proposition
implique que si E1/F et Fy/F sont deux extensions abéliennes, on a n(FE Ey/F) =
sup{n(E1/F),n(F,/F)}. Etant donné un entier n > 0, il existe donc une plus
grande extension abélienne (non finie cependant) de F' de conducteur n.
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4.4 Démonstration du théoréme de Kronecker—Weber lo-
cal

On fixe un corps local F', une uniformisante 7 de F. On rappelle que 1’'on
a construit une tour d’extensions totalement ramifiées (F),>; de F. On veut
montrer que
Fab — U or pn
o

n>1

Commencons par démontrer I'inégalité suivante, qui découle du théoreme |4.2]
On note ¢ le cardinal du corps résiduel de F'.

Proposition 4.3. Soit E/F une extension abélienne finie. Soit Ey C E la plus
grande extensions non ramifiée de F. Soit n > 0 un entier tel que Gal(E/F)"*! =
{1}. Alors on a

[E: Eo] <q"(q—1).

Démonstration. Posons G = Gal(E/F). D’aprés le théoréme [4.3] les sauts de la
filtration de ramification supérieure sont entiers. En particulier, pour tout ¢ > 0,
on a

GG 2 Gypiy /G-

Comme G° = Gy, il suffit donc de prouver que |Go/G1| < ¢ — 1 et |G;/Gii1| < ¢
pour tout 7 > 1.

Rappelons que nous avons construit un morphisme injectif de groupes 6, :
Go/G1 — ki dans la section [4.1] Si 75 est une uniformisante de E, on a fy(7) =

) modulo 7. Si o € G, on a alors

uforety — 7T <T<o—-1<m>>> |

TE o~ Y7mg)

Comme o~ !(7g) est aussi une uniformisante de E, on a 0y(oro™1) = 7(0u(7)).
Comme le groupe G est abélien, on a donc 0(7) = @(0y(7)) pour tout o €
Gal(E/F). Comme le morphisme o — @ de Gal(E/F) vers Gal(kg/kr) est surjec-
tif (théoreme|[1.11)), on a donc 6y(Go/G,) C (k)G Fe/kr) = X et donc |Go/Gy| <
q— 1.

Soit maintenant ¢ > 1. Si 7 € G;, on pose 6; (T) = ™) 1 e piy/pit. O

™
montre de méme que si 0 € G, on a o(6;(7)) = 0;(7) pourEtout T € G, de sorte

que 0;(G;/Giy1) C (pE/p”l)Ga“E/ B,

Inspectons un peu plus en détail I'action du groupe Gal(E/F') sur le quotient
pL/pdt. Si o € Gy = I(E/F) et a € pb ~ pi', on peut écrire a = brl, avec
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cf(7rE o-(b

b € Up. On a alors o(a) = a . Comme o € [(E/F), on a (b) €l+pget

J(WE) € 0y(0)" + pp. On en dedult donc que o(a) € Oy(o)ia + pit. Autrement dit

o aglt sur pi/p!t par multiplication par 6y(c)’. On en conclut que si |Go/G1| 11,
on a (pi/pdHIE/F) = [0}, de sorte que |G;/Giy1] = 1 < q. Supposons donc
que |Go/G4| | i. Alors I(E/F) agit trivialement sur ]:nE/p“rl etona 0;(Gi/Giy1) C
(pi,/pith)Galtke/ke) - On vérifie alors que I'application mha + a est un isomorphisme
Gal(kg/kr)-équivariant de pi,/pd! sur kg et on conclut que

|Gi/Gi+1‘ ’kGal ke/kr) | = |kF| =d. O

On peut a présent démontrer le théoreme de Kronecker—Weber local.

Théoréme 4.4. Soit E/F une extension abélienne finie. Alors E C L.

Démonstration. Soitn = n(E/F)le conducteur de E/F, de sorte que Gal(E/F)"*! =

{1}. Posons E' = EF"™ et soit Fj la sous-extensions maximale non ramifiée de
E'. Comme Fj/F est non ramifiée et F"*! totalement ramifiée, on a

[EoF ™ Bl = [FP  Fl=q"(q—1).

Par ailleurs, comme E et F™*! sont toutes deux de conducteurs < n, il en est de
méme de E’. On déduit donc de la proposition que [E': Ey) < ¢*(¢g—1). On a
donc nécessairement E' = EqF™! et donc

ECE CL,=F"F,. O
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