Exercices du cours S8 d’Analyse fonctionnelle

Espaces de Hilbert

Exercice 1. Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert de produits scalaires respectifs (., .);
et (., .)2. Soit H = H1 X HQ.
a) Vérifier que

a<<u17u2>7 (U17U2)) — (uhvl)l + (UQ,UQ)Q, (u17u2> S H7 (U17U2) S H?

définit un produit scalaire sur H et que H est alors un espace de Hilbert.
b) Soient K; C H;, i = 1,2, deux ensembles convexes, fermés, non vides. Déterminer la
projection dans H sur K = K; X Ky

Exercice 2. Soit Q un ouvert de RY et

K={feL*%), f>0pp}

a) Montrer que K est un ensemble convexe, fermé, non vide.
b) Déterminer Pp.

Espaces L*

Exercice 3. Soit (f,) la suite de fonctions définie par

Ve €R, fu(z) = %X[mn](:v)-

Pour quelles valeurs de p > 1 la suite (f,) converge-t-elle dans LP(R)?

Exercice 4. Soit 2 un ouvert de RV, N > 1. Soit f une application de Q dans R, continue
sur €2 et nulle presque partout. Montrer que f est identiquement nulle sur €.

Exercice 5. On considére les fonctions définies sur R par

0 siz<O,
f(x) =xe(x) et H(z)= { ‘
1 siz>0.

Est-ce que ces fonctions sont égales presque partout a une fonction continue ?



Exercice 6. Soit ¢ € C°(R).

1) Vérifier que toutes les dérivées de ¢ appartiennent a C2°(R).

2) Qu’en est-il pour les primitives ? Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢
pour qu'il existe ¢ € C2°(R) telle que ¢' = ¢.

Dérivées faibles et espaces de Sobolev en dimension un

Exercice 7. On considére la fonction définie sur R par :

u(x): {ex2 six <1

e s1l1<x

Etudier si @ € L}, (R) a une dérivée faible et, si oui, la calculer.

Exercice 8. On considére la fonction définie sur R :

Hz) 1 si0<zx
.’L":
0 siz<O

Etudier si H € L] (R) a une dérivée faible et, si oui, la calculer.

Exercice 9. Soient deux réels a < b. Pour v € £!(]a,b), on définit

Vaelab, ulz)= [ o(t)dt.

a

Verifier que u € C°([a, b]).
Indication. On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme de continuité en un point zy. On se donne :

- A C R* (mesurable)

-ICR, xg€1

- AXT =R, (tz)— f(t )

tels que :

(i) Pour presque tout t € A, Uapplication x — f(t,x) est continue en g ;

(i1) Il existe une fonction g : A — R intégrable telle que, Yz € I, pour presque tout
te A [f(t,x)] <g(t).

Alors Uapplication F(x) = [, f(t,x)dt est continue en x,.



Corrigé. Montrons la continuité de u(z) = [ v(t)dt en tout point zo € [a,b]. On note que

@) = [ (Ot )

Oll X[q,0] désigne la fonction caractéristique du segment [a,x]. On va donc appliquer le
théoréme avec

A=la,b], I=]ab], f(t,x)= Xla,z] (t)v(t). (2)

Hypothése (i) On va montrer que Vt # xq, 'application z — f(¢,z) est continue en x.
En effet (faire un dessin est conseillé)

- soit t < x¢ (cas impossible si zy = a). Pour x voisin de zg on a t < x et X[u.(t) = 1.
Donc f(t,z) = v(t) pour z voisin de xg, ce qui entraine la continuité de x — f(¢,z) en
Zg-

- soit t > wq (cas impossible si xy = b). Pour x voisin de zg on a t > x et x[o4(t) = 0.

Donc f(t,x) = 0 pour z voisin de ¢, ce qui entraine la continuité de x — f(¢,x) en zy.

Hypothése (ii) : Vx € [a,b], Vt € [a,b], on a |f(t,z)] < |v(t)] avec v intégrable, ce qui
garantit la condition de domination.

On peut donc appliquer le théoréme de continuité et conclure que w est continue en x,
Vzy € [a,b]. On a donc bien u € C°([a, b]).

O
Exercice 10. Soit I =] — 1,1[. Les fonctions suivantes appartiennent-elles a espace
a) f(r) = |zl
b) g(x) =0si 2 <0, 1 sinon.

9(x)
c) h(z) =x%siz > 0.

Corrigé.

a) Oui. Le calcul de la dérivée faible a été fait en cours. f et sa dérivée faible sont dans
L*(] —1,1]). Donc f € HY(] — 1,1]).

b) Non. On a vu dans 'exercice 15 que ¢ n’est pas faiblement dérivable.

c¢) Cela dépend de a. Comme h € C'(] — 1,1]), h est faiblement dérivable et sa dérivée
faible est la classe d’équivalence de h/(z) = ax®~'. h et I/ sont de carré intégrable si et
seulement si @ > 3. Donc h € H*(] — 1,1[) si et seulement si a > 1.

d

Exercice 11. I - Soit I un intervalle ouvert de R et 2o € I. On définit
V ={ve H(I), v(zg) = 0}.
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1) Vérifier que ¥V muni de la norme induite par H'(I) est un espace de Hilbert.
2) On suppose dans cette question que I est borné. Montrer qu'’il existe une constante
¢ > 0 telle que :

Yv eV, ||U||L2(]) < C||U/||L2(]).

IT - Soit I = ]a, b[ un intervalle borné. On considére

W = {ve H'(I), / v(x)dx = 0}.

3) Veérifier que W muni de la norme induite par H'(I) est un espace de Hilbert.
4) Montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que :

Yoe W ||U||L2(]) < C||U/||L2([).

Corrigé.

[-1) V est le noyau de 'application linéaire L de H*(I) dans R définie par L : v — v(xg).
D’apres le corollaire 3.17, L est continue. V' est donc le noyau d’une application linéaire
continue de H'(I) dans R. Il en résulte que V est un sous-espace fermé¢ de H'(I) et
donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite par H'(I) (chapitre 1,
proposition 1.3).

I - 2) Par le théoréme 3.14, on a

Vo e V, v(x) = v(xo) + /I V' (t)dt.

Z0

Comme v(zp) = 0 on en déduit :

We%d@:/%ﬁm. (3)

Zo

Dans les majorations qui suivent il faut faire attention car dans l'intégrale de (3) la borne
supérieure n’est pas forcément plus grande que la borne inférieure. Si x > x( on a

T b
o)l < [ o< [ ol
o a
alors que si x < xg
zo T b
o)l =1 [ vl < [ 1wl < [l
T o a

On conclut que

vxemm,w@ng/ﬁu@ut



Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*([) :
\V/l' € [(I, b]7 |’U(ZL‘)| S \4 b— a’”v,HLQ(I)

et

[vlloe = sup |v(z)] < Vb —alv|[ L2

z€(a,b]
Enfin
Vo €V, [[vllzery < Vb —allvllee < (b= a)||v'| 2

ce qui est I'inégalité recherchée.

IT- 1) W est le noyau de 'application linéaire K de H'(I) dans R définie par K : v —

f; v(x)dx. Vérifions que cette application linéaire est continue. Par 'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L*(I), on a :

b
Yv € VV, ’/ ’U(l’)dl’” S \/b— CLH’UHLQ(I) S \/b— CLHUHHl(I).

V est le noyau d’une application linéaire continue de H'(I) dans R. C’est donc un sous-

espace fermé de H'(I) et un espace de hilbert quand on le munit de la norme induite par
HY(I).

II - 2) Une premiére solution consiste & utiliser des calculs analogues a ceux de la question
I - 2). En effet, si v € W, la fonction v est continue et & moyenne nulle. Donc il existe
nécessairement zo € [a, b] tel que v(xy) = 0. On a alors

et des calculs analogues a ci-dessus donnent
VU € VI/, HUHLQ(]) S (b — Cl)HU/HL2([).
La différence avec le cas I est que le point zy dépend maintenant de la fonction v considérée

mais cela n’a pas d’importance pour la conclusion.

Je présente maintenant une autre preuve qui fait davantage manipuler la formule du
théoréme 3.14, ce qui est un trés bon entrainement pour d’autres exercices. Par cette
formule on a

Vo e W, v(z) = v(a) + /I V' (t)dt. (4)

Maintenant v(a) n’a aucune raison d’étre nul. On va quand méme essayer d’exprimer v
en fonction de v’ en se servant du fait que v est a moyenne nulle. En intégrant (4) sur
[a, b], on obtient

/abv(m)dm = (b—a)v(a) + /ab(/j V' (t)dt)dx
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d’oll comme v est & moyenne nulle

o(a) =~ ! - /ab(/; o (1) dt)da

et en revenant a (4)

Yo € W, v(z) = — 1 - /ab(/: o (t)dt)der + / o (1) dt. (5)

C’est plus compliqué que (3) mais cela va permettre de conclure. On déduit de (5) que

Yo € W, Yz € [a,b], |v(z)| < bia/a /ax ’U/(t)|dtdx+/j [v'(t)]dt < 2/a [V (t)|dt (6)

Les calculs sont ensuite similaires a ce qui précéde. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans L*(I) :

Vo € [a,0], [v(z)] <2vb—alv'|r2q)
et

lvlleo = sup |v(z)] < 2vb—al[v'|| 2y

z€[a,b]
Enfin
Vo € V, ol < VE=allo]le < 206 — )|

ce qui est I'inégalité recherchée.

Formulations variationnelles en dimension un

Exercice 12. On se donne f € L*(]0, 1[) et on considére le probléme

—u"(z) = f(z) dans I =|0, 1] ;
(P) { u(0)=0; u(l)=0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).
2) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution u.
3)

Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie v € H*(I), u"(x) =
—f(z) dans L*(]0, 1[).

Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

AV@Zﬁ[¢¢=AVW—dawM+umw@. )
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Si la fonction test v vérifie v(0) = v(1) = 0 (conditions aux limites satisfaites par u), alors

(7) devient
1 1
! /: ) 8
/0 'y / fv (8)

On introduit donc la formulation variationnelle :

u € Hy(]0,1[),
Yo € H(]0,1]), fol u'v = fol fo.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = H,(]0,1]), a(u,v):/olu’v’, L(U)Z/Olfv.

Par le cours, H}(]0, 1[) muni de la norme induite par H'(]0, 1| est un espace de Hilbert.

Papplication a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L?(]0,1[), on a

V(u,v) € Hy(10,1)), |a(u, v)| < |lu'||z2qo1p 1Vl £2qo,1p-
Comme ||v'|| 20,1 < llwllargo,ip, 1V']122q0,1p < vl go,ap, on en déduit :
V(u,v) € Hy(10,1))?, la(u, v)| < [Jullgrgoap /vl agop,

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste & établir la coercivité de a.

On a:
Vo € Hy(]0,1]), a(v,v) :/o (V)2

Par le corollaire 3.22, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Vo e Hy(0,1), [[v'z2goap > cllvllzgo.p- (10)
Remarque : on utilise ici de fagon essentielle qu’on est dans H;(]0, 1[). On a donc
Yo e Hy(10,1]), a(v,v) > 02||U||%11(]o,1[))7

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1[) et
l’mégahté HUHL2(]0,1D § HUHHIGO71[) .

Vo € Hy(10,1)), |L(v)] < [Iflz2goaplvllzgoan < If1lezqoapllollergop

ce qui donne la continuité de L.



On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (9)

3) On commence par montrer que v’ € H*(]0,1[). On a C°(]0,1[) € H;(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C'2°(]0, 1[) dans (9). On a donc

Vo € (10, 1]), /‘ué /‘f¢

Iei ' € L*(]0,1]) et f € L?*(]0,1]). Par la définition 3.11 de H', on en déduit que v’ €
H'(]0,1]) et
(u') = —f dans L*(]0, 1]).

Comme u € H'(]0, 1[), on conclut que u € H*(]0,1]) et u” = —f dans L?(]0, 1]) et p.p.
]

Exercice 13. On se donne f € L*(]0, 1) et on considére le probléme
P) —u"(x) = f(x) dans I =0, 1] ;
W(0)=0; «(1)=0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

2) Quelles hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, ou pas?

3) Si une solution de la formulation variationnelle (ou du probléme (P)) existe, est-elle a
votre avis unique ?

Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

(/fv— /nuv—/Pwv—u (1) + ' (0)v(0).

Comme «/(0) = «/(1) =0, on a donc

/Ou’v’:/O fo. (11)

On introduit donc la formulation variationnelle :
u € HY(]0,1[),
(12)
Yo e HY(|0,1[), [y u'v' = [ fo.
2) On va essayer d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H:Hmam,amwzlﬁw,umzévu
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Par le cours, H'(]0, 1]) est un espace de Hilbert.
Papplication a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L*(]0,1[), on a

V(u,v) € H'(]0,1))% |a(u, )| < [[@/|[z2goap V']l z2qo,1p-

Comme ||u’||L2G071D S ||u||H1G071D7 ”U/HLQ(]OJD S ||U||H1(]0,1[)> on en déduit :

V(u,v) € H'(]0,1))?, |a(u,v)| < [Jullggoap /vl mgop-

ce qui prouve la continuité de I’application bilinéaire. Etudions la coercivité de a. On a :

o € H'(0,1]), a(v,v) :/0 ()2

Par contre maintenant ’analogue de (16) est faux. La forme bilinéaire a n’est
pas coercive sur H'(]0, 1|).

Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1[) et
l’inégalité HUHLQ(]O,l[) S HUHHI(}OJD .

Vo e H'(10,1]), |L()] < [Iflz2goapllvllzgoan < If1ezqoapllollago,p

ce qui donne la continuité de L.
Le théoréme de Lax-Milgram ne peut pas étre appliqué a la formulation va-
riationnelle (12).

3) Il ne peut pas y avoir unicité d’une solution de (12). En effet si u est solution, u + «,
ol v est un réel quelconque, est aussi solution (u n’intervient que via u’).

U

Exercice 14. On se donne f € L*(]0, 1[) et on considére le probléme

2u"(x) + x u(x) = f(x) dans I =]0,1] ;
P {0ty Lo’

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).
2) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution w.
3) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H*(I), u"(z) =
2io) _ L9 dans L2(J0, 1)), w/(1) = 0.

) Vérifier que si f est continue sur [0, 1], alors u est de classe C? sur [0, 1] et I’équation
est vérifiée en tout point de [0, 1].

Corrigé.



1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/0 o= o /0 o /0 ' su(@)o(@)dz

/ fv= 2/ u'v' = 2u (1)v(1) 4+ 24/ (0)v(0) + /0 zu(x)v(z)de. (13)

Comme /(1) = 0 et si la fonction test v vérifie v(0) = 0 (condition aux limites satisfaite

par u), alors (13) devient
1 1 1
2/ U +/ xu(:c)v(x)dx:/ fo. (14)
0 0 0

H = {ve H(0,1]), v(0) = 0}

et la formulation variationnelle :

On introduit donc

u€ H
(15)
Vv e H, 2f01 u'v' + fol zu(x)v(z)dr = fol fu.

Ici seule une des deux conditions aux limites satisfaites par u dans le probléme
aux limites de départ reste dans la formulation variationnelle.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(0,1]), v(0) =0}, a(u,v —2/ u'v'—f—/xu z)dz, L(v /fv

L’espace H est le noyau de Papplication linéaire : v € H'(]0,1[) — v(0). Par le cours,
cette application est continue de H'(]0,1[) dans R. H est donc un sous-espace vectoriel
fermé¢ de H'(]0,1[) et donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite
par H*(]0,1[).

L’application a est clairement bilinéaire. On a

1 1
o(w) <2 [ ]+ [ ol uta)] Jo(o)] do
0 0
et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1]) et comme |z| < 1

|a(u,v)| < 2||U/HL2(]0,1[)||U'||L2(]0,1[) + ||UHL2(]0,1[)||UHL2(]0,1[)
Comme ||v/[|z2q01p < Jullarqoap, ullzzqoap < lullargoap (et de méme pour v), on en
déduit :
V(u,v) € HQ, la(u,v)| <3 ||U||H1(]071[)||U||H1(]0,1[)
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ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste a établir la coercivité de a.

On a: . . .
Yv e H, a(v,v) = 2/ (v)? +/ rv? (z)dr > 2/ (V)2 (16)
0 0 0
Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Yové& H, ”U“L?(]O,l[) < CHU/”LQ(]O,I[)'

Remarque : il s’agit de prouver une inégalité de type Poincaré pour ’espace
H.On a

Vv e H, v(x) =v(0) + /90 V'(t)dt,

et comme v(0) =0 :

Vo € H, v(x) :/ V' (t)dtt.
0

|</ V' (¢ |dt</ |v'(t)|dt

Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,

Puis

Vo e [0,1], |u(z)| < ||v'||L2<}o,1[)

et

V]l = sup |v(z)] < [Vl r200.1p)
z€[0,1]

Enfin
Vo e H, |[vllr2goap < [[vllee < 10 122g0,1p

ce qui est I'inégalité recherchée. Ensuite on obtient que
Yo e H, [[vl31g01p = 0l 72q00p + 101720000 < 2 101 F20,1p-

En revenant a (16) on a donc

1
Vv € H, a(v,v) > 2/ (') = [0l 3n go.ap
0

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1]) et
l’inégalité HUHLZ(]O,l[) S HUHHI(}OJD .

Vo € H, |[L()| < || fllz2qoapllvlizzqopy < [1fllz2qoap vl argop

ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (15).
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3) On commence par montrer que u' € H*(]0,1[). On a C°(]0,1[) € H'(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C2°(]0, 1[) dans (15). On a :

Yo € C>(]0,1]), /u¢+/mu )da::/olfgb

vo e Cx01D, [ e =5 [ (@)~ sula)o(oyts

Ici o € L*(]0,1]) Aussi comme |zu(z)| < |u(z)| et que u € L*(]0, 1), la fonction z —
zu(z) est dans L2(]0,1[). Comme f € L*(]0, 1), par définition de H'(]0, 1[), on en déduit
que v’ € H'(]0,1]) et

ou

(u)x) = 5(~ () + ru(x)) dans 20, 1))

Comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H%(]0,1[) et u” = —% + —Z¢ dans L*(]0,1]) et
b-b.

Par la formulation variationnelle on a u(1) = 0. Il reste & déterminer la condition aux

limites en 0. u vérifie
1 1 1
Vv € H, 2/ u'v' +/ zu(z)v(x)dr = / fo (17)
0 0 0

Comme u € H?(]0,1[), en appliquant la formule d’intégration par partie a u’ et v (corol-
laire 3.15) et comme v(1) =0, on a

Vv e H, /01 u'v' = — /01 v+ u'(1)v(l) —u'(0)v(0) = — /01 u"v —u'(0)v(0).

Donc en revenant a (17)

1
Vv e H —2/ u”v—i—/:nu x)dx — 2u'(0 /fv
0

ou encore
1
Vv e H, / (—2u"(x) + zu(z) — f(z))v(z)dz — 2u'(0)v(0) = 0. (18)
0
On a vu que u" = —% + & dans L*(]0, 1[). L'intégrale dans (18) est donc nulle et on a
Vv e H, —2ud'(0)v(0) =0. (19)

En prenant v(x) = 1 — x qui appartient & H, on trouve u/(0) = 0.
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2

4) Supposons f € C([0,1]). Comme u' € H'(]0, 1) et, au sens faible, (v)’ = % (—f(x) +
zu(z)),dans L, .(]0,1]), la proposition 3.7 entraine qu’il existe un réel 7 tel que

u € C([0,1]) et u'(x) = /x —(—=f(t) + tu(t))dt + ~ pour tout .z € [0,1]. (20)
0
Comme £(—f(z) + zu(xz)) € C([0,1]), la formule intégrale dans (20) entraine

u' € CH([0,1]) et .(v) (x) = %(—f(x) + zu(x)) pour tout .x € [0, 1].

Finalement, comme on a aussi,
u(x) = / u/'(t)dt + & pour tout .z € [0, 1],
0

avec v’ € C*([0,1]) et 6 € R, on conclut que u € C*([0,1]) et u’(z) = L(—f(z) +
zu(x)) pour tout .x € [0,1].

Exercice 15. Soit f € L?(]0,1[). On considére le probléme

—u”(x) + I/(l’) + (3 + x)u(;p) = f(a:) dans [ :]O, 1[ ;
(P) { W(0)=a; u(l)=0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

2) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution u.

3) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H*(I), v”"(z) =
u'(z) + (3 + z)u(x) — f(x) dans L2(]0, 1), v/'(0) = o, u/(1) = B.

Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/01 fo= —/Olu”zw—/Olu’v+/01(3+x)u(x)y(x)dx

et
/01 fv= /01 u'v" — ' (1)v(1) + ' (0)v(0) + /01 u'v + /01(3 + z)u(z)v(z)dz. (21)

Comme /(0) = o et v/(1) = 3, (21) devient

[ =)+ [ [ raunair= [
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On introduit donc la formulation variationnelle :
u € H*(]0, 1[)

1

Vv e H'(]0,1]), [, v'v'+ fol u'v + f01(3 + x)u(z)v(z)dr = fol fv+ Bou(l) — ow(())(.ZQ)

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H=HY0,1]), a(u,v) = /0 N /0 n /0 l(3+x)u(x)v(x)dx, Llv) = /O 1 Fo+Bu(1)—av(0).

Par le cours H est un espace de Hilbert .

L’application a est clairement bilinéaire. On a

1
0

o)l < [ Wi+ [l + [ G+ o) @) @) de

et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et comme 3 + z < 4

la(u, v)| < ||| L2goap 1Vl L2goap + 14l 2qo,apllvll 2oy + 4llwll 2goap vl 22 goap
Comme ||v/||r2q01p < [Jullmrgoap, [[ullzzqoap < llullargop (et de méme pour v). On en
déduit :
V(u,v) € H'(10,1))%, |a(u,v)] <6 |Jullgqopllollzgoap

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste a établir la coercivité de a.

On a :
Vo € HY(0,1]), a(v,v) = /Ol(v')u/ol vv'+/01(3+x)v(a:)2dx

Comme Vz € [0, 1], zv(x)? >0, on a :

a(v, v) z/ol(v')2+/olw'+3/olv2 (23)

Ici fol vv’ est un terme qui n’a pas de signe et qu’il faut chercher a compenser
avec les deux autres. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[) on a

1
| / o] < Jollzzgoup vl 2 g0ap
0

et en utilisant 'inégalité ab < %aQ + %bQ vérifiée pour tous réels a et b :

1
1 1
|/0 vo'| < 5““”%2(]0,1[) + 5””’”%2(10,1[) (24)
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En combinant (24) et (23) on conclut que, pour tout v € H'(]0,1]) :

a(v,v)2/01@/)%3/01@2—%/Ol(v')ﬁ—%/olv’z

>1 PRI 12>1 2
a(v,v)_é i (v") —1—5 ; v _§||U||H1(]0,1[)

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et
l’inégalité ||UHL2(]0,1[) S HUHHl(}O,lD .

1
Vo € H'(]0, 1), \/0 ol <N fllzzgoapllvlizzgoap < N fllzz2qoap 1ol go.ap-

Ensuite, par le cours, les applications v — v(1) et v — v(0) sont continues de H'(]0,1[)
dans R. L est donc bien continue.

On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (22).

3) On commence par montrer que u' € H'(]0,1[). On a C°(]0,1[) € H'(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C2°(]0, 1) dans (22). Comme ¢(1) = ¢(0) =0, on a :
1 1 1 1
v C(]0,1 g0y ! 3 dr =
secz(oi. [ wo+ [ wor [(Grou@oaa = [ ro
ou ) L
\v/ OOO / /: - ! o 3 d
sec0iD, [ o =5 [ (@) =) = B+ Dule))ola)da

Ici v’ € L*(]0,1]) Aussi comme (3 + z)|u(z)| < 4|u(z)| et que u € L%(]0,1[), la fonction
r — (3+x)u(x) est dans L*(]0,1]). Comme f € L?(]0, 1), par définition de H*(]0,1[), on
en déduit que v’ € H'(]0,1[) et

(u) (z) = —f(z) +/(2) + (3 + 2)u(x) dans L*(]0, 1]).

Comme u € H'(]0, 1[), on conclut que u € H%(]0,1[) et u” () = — f(z)+/(z)+(3+x)u(x)
dans L%(]0,1[) et p.p.

Il reste & déterminer les conditions aux limites. u vérifie
1 1 1 1
vu € H*(]0,1]), / u'v'—l—/ u'v+/ B+ x)u(x)v(x)de = / fo+po(l) —awv(0) (25)
0 0 0 0

Comme u € H?(]0, 1), en appliquant la formule d’intégration par partie a u’ et v (corol-
laire 3.15), on a

15



Donc en revenant a (25)

/ u”v—f—/ uv—i—/ (3+2)u(@)v(@)dz+u (1) (1)—u’(0)v(0):/Olfv—i—ﬁv(l)—ow(())

ou encore

/0 (—u"(x)+u' () + (B+z)u(z) — f(x))v(x)dz+u'(1)v(1) — ' (0)v(0) — Sv(1) +av(0) = 0.

(26)
On a vu que v”’(z) = v'(z) + (3 + z)u(x) — f(z) dans L*(]0,1[). L’intégrale dans (26) est
donc nulle et on a

Yo € H'Y(]0,1[), «/(1)v(1) —/(0)v(0) — Bv(1) + av(0) = 0. (27)

En prenant v(z) = x, on en déduit u/(1) = S, et en prenant v(x) = 1 — x, on trouve
uw'(0) = a.

Exercice 16. Soit f € L?(]0,1[). On consideére le probléme

—u” = f dans I =|0,1[;
) { ul0) = ul); w(0) = (1)
Jo u(x)dz = 0.

1) Montrer que si ce probléme admet une solution u € H?(I) alors nécessairement :

Amez

On suppose désormais que fo x)dx = 0.

2) Donner une formulation Varlatlonnelle du probléme (P).

3) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution w.

4) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H(I), u" = —f
et v/(0) = u/(1).

Corrigé.

1) On suppose que le probléme aux limites (P) posséde une solution u € H?(]0,1[). On
intégre sur [0, 1] ’équation. Cela donne

1[%:4? (25)

Comme «’ € H'(]0,1[), par le théoréme 3.14, on a

/01 v /ol(ul)/ = /(1) =u/(0) =0

16



au vu de conditions aux limites satisfaites par u. L’égalité (28) entraine donc

/0 f(x)dz = 0. (29)

On suppose dans la suite cette condition réalisée.

2) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant I’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/o1 fu=- /01 u' = /01?/“’ — o/ (1)v(1) +4'(0)v(0).

Comme «'(0) = «/(1), et en supposant v(0) = v(1) on a donc

/0 il = /0 e (30)

H = {ve H(0,1]), v(0) = v(1), /0 v(z)dz =0}

On introduit donc

et la formulation variationnelle :

u € H,
(31)
Yv € H, fol u'v' = fol fu.

3) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(]0,1]), v(0) = v(1), /0 v(z)dx =0}, a(u,v) :/0 u'v', L(v) :/0 fu.

Introduisons les deux applications linéaires L; et Ly de H'(]0,1[) dans R données par

La(v) = (0) — v(1), LQ(U):/O o(x)dz.

Par le cours L; est la différence de deux applications linéaires continues, et donc est
continue. Puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on a :

Yo € H, |L2(v))| < [[vllz2q01) < llvllm1q0,1)
ce qui entraine la continuité de Ls. Comme

H = KerL, ﬂ KerL,

17



H est Pintersection de deux fermés, donc un sous-espace vectoriel fermé de H'(]0,1]) .
C’est un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite par H*(]0, 1[).

Papplication a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L?(]0,1[), on a
V(u,v) € H?, |a(u,v)] < [[o/|[z2goapl1v'l| z2qo.1p-

Comme [|t/[| 20,11y < l[ullmrgo,aps [1V'l[22g0ap < lvllargo.p, on en déduit :
V(u,v) € H, |a(u,v)] < [[ullmgoapllollm o

ce qui prouve la continuité de I’application bilinéaire. Etudions la coercivité de a. On a :

Yo € H, a(v,v) = /1(1/)2.
0
Soit .
W= {ve B0, 1), /0 o(z)dz = 0}.
On peut montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Yo e W |[v]lc2qop < cllv'llz2qop-

C’est I’exercice 11, question 2, dont je ne ré-écris pas la solution, mais qu’il
faut savoir refaire. Comme H C W on en déduit que

Yv € H, ”U“LQ(]OJD < CHU/HLQ(]O,I[)'
Ensuite on obtient que
Vv e H, Hv”%p(]o,l[) = ||U||%2(]o,1[) + ||Ul||2L2(}071[) < (@+1) ||U/H%2(]o,1[)~
On en déduit que

Yve H >
v , a(v,v) > 2

HU“%{l(}o,n),

ce qui entraine la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[) et
l’inégalité ||U||L2(]0,1[) S ||U||H1(}071D .

Yo e H, |[L)| <[ fllz2qoapllvllzzqoan < I llzzqoapllvllargop

ce qui donne la continuité de L.
Le théoréme de Lax-Milgram s’applique et donne 'existence et 'unicité d’une solution de
la formulation variationnelle (31).

4) Attention : on est dans un cas ou C°(]0,1[) n’est pas inclus dans H. Soit
¢ € C2°(]0,1]). Alors la fonction ¥ (z) = ¢($)—f01 ¢ appartient a H ; en effet elle appartient
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a H'(]0,1[), est & moyenne nulle et (1) = (0) = — fol ¢. On peut donc prendre v = 9
dans (31). Cela donne :
1 1
[ww= [ ro
et au vu de la définition de 9 :
1 1 1 1 1 1
[ e = [ 1w - [fo= [ ro-([ n[ o

En utilisant la condition (29) sur f, on conclut que

/Olu%z»’:/olfqb

et ceci pour tout ¢ € C(]0,1[). Ici v’ € L*(]0,1]) et f € L*(]0,1[). Par la définition de
H'(]0,1[) il en résulte que v’ € H'(]0,1[) et

(u') = —f dans L*(]0, 1[).

Comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H*(]0,1[) et v” = —f dans L*(]0,1[) et p.p.

Il reste & montrer que u/(0) = u/(1). u vérifie

1 1
Yve H / u'v' = / fo (32)
0 0

Comme u € H?(]0,1[), en appliquant la formule d’intégration par partie a v’ et v (corol-
laire 3.15), on a

Donc en revenant a (32)

1 1
—/ u"v+ ' (1)v(1) —u'(0)v(0) = / fo
0 0
ou encore )
/ (=" — FYo+'(1)o(1) — v (0)(0) = 0. (33)
0
On a vu que v’ = — f dans L?(]0, 1]). L’intégrale dans (33) est donc nulle et on a
Yo e H, «(1)v(1) —4'(0)v(0) =0. (34)

En prenant v(x) = cos(2mz) qui est dans H (par exemple), on en déduit «'(1) = /(0).
U
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Topologie faible

Exercice 17. On considére RY muni du produit scalaire (x,y) = i, ;5. Montrer
qu’un suite (x,), converge faiblement si et seulement si elle converge fortement.

Corrigé. Une suite convergeant fortement converge faiblement. Il s’agit de démontrer la
réciproque dans un espace de dimension finie. Introduisons {ey, ., ,,,ex} la base canonique

de RY. On a
N
X = E ZT;€e;.
i=1

Pour tout 1 < i < N, lapplication coordonnée x — z; est linéaire continue de R" dans
R car, pour tout x € RV, on a |z;| < ||x]|.

Soit (u,), une suite convergeant faiblement vers u. On décompose sur la base :

N N
Vn, u, = E ure;, u= E u;€;.
i—1 i=1

Les applications coordonnées étant linéairea continues
Vi, w; — u; quand n — 4-o00.

Il en résulte que

N
|u, —ul]* = Z(u? —u;)* — 0 quand n — 400
i=1

et (u,), converge vers u dans R" fort.

O

Exercice 18. Soit H un espace de Hilbert séparable. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) La dimension de H est finie.

(b) La boule unité fermée B(0,1) = {u € H, ||u| < 1} est compacte (pour la topologie
forte).

Corrigé. On sait que si H est de dimension finie, la boule unité fermée est compacte
(pour la topologie forte). Il s’agit de démontrer la réciproque. Soit H un espace de Hilbert
séparable non de dimension finie. On va montrer que la boule unité fermée n’est pas
compacte. L’espace H posséde une base hilbertienne (e,),>;. Pour tout n, on a e, €
B(0,1) et pourtant la suite (e, ), ne posséde pas de sous-suite convergeante car si p # ¢

on a e, — e, = V2
O
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Exercice 19. Soit I =|0,1[, « > 0, et

n® si nggi
0 swnon.

o) ={

(a) Etudier la convergence presque partout de la suite (f,), quand n — +oc.
(b) Etudier la convergence forte dans L2(]0,1]) de la suite (f,), quand n — +oo.
(¢) Etudier la convergence faible dans L2(]0,1[) de la suite (f,), quand n — +oo.

Rappel : lespace des fonctions en escalier sur [0, 1] est dense dans L*(0,1).

Corrigé. (a) Soit x €]0,1]. TI existe ng > 1 tel que pour tout n > ng on a + < x. Alors
Vn > ng, fo(x) =0 — 0 quand n — 4o00. La suite (f,) converge vers 0 pour presque tout
x dans [0, 1].

(b) Comme il y a convergence p.p. vers 0, si la suite (f,,) converge fortement dans L(]0, 1[)
ce ne peut étre que vers 0 (& cause du théoréme 2.4). On est donc ramené a se demander
si la suite || fn||L2(0,1 converge vers 0. Un calcul immédiat donne

/ fo(2)*dw = / n**dx = n**! (35)

et || fallz2goap — 0 quand n — 400 si et seulement si a < 2

5. La suite (fn)n converge
fortement dans L?(]0, 1[) si et seulement si o < 3.

(c) On va discuter suivant les Valeurs de a. Si a0 < %, la suite est fortement convergente
donc faiblement convergente. Si o > 5, au vude (35), la suite || f,|| 20,1 n'est pas bornée

donc la suite ( fn)n ne converge pas falblement quand n — +o0.
Il reste le cas o = 3. Comme la suite || f,|| 20,1 st bornée, au vu de la proposition 4.4
(i) du cours, il suffit d’étudier la limite de

/01 fo(x)e(z)dz

ou e est une fonction en escalier. Soit ag = 0 < a; < ... < a; = 1 une subdivision associée
a la fonction en escalier e. Alors il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng on a % < aj.
On a e(z) = f € R sur Jag, a;[. Donc pour n > ng :

/fn dx—/ fulz dx—ﬁn“1—£—>0quandn—>+oo.
\/ﬁ

La suite (f,), converge vers 0 quand n — 400 dans L2(0,1) faible.
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Exercice 20. Soit @ =]0,27[ et f,(xr) = sinnz. Etudier la convergence faible dans
L*(]0, 27]) de la suite (f,) quand n — +o00. Y a-t-il convergence forte de la suite (f,)?

Indication : on pourra utiliser une base hilbertienne de L*(0,2m).

Exercice 21. Soit f € L?(]0,1[) et n un entier strictement positif. On considére le
probléme
(P,) { —u” = f dans I =]0, 1] ;
" uw'(0) = nu(0) ; u(l) =0.

Ce probléeme dépend du paramétre n.

I - Dans la premiére partie, n est fixé.
1) Donner une formulation variationnelle du probléeme (P,,).
2) Montrer que le probléme variationnel posséde une unique solution.

IT - On va maintenant faire varier n et on note u,, la solution de la formulation variation-
nelle associée a (P,) dans la partie . On s’intéresse a la limite de w,, quand n — +o0.
1) Montrer qu’il existe des constantes positives ¢; et ¢ telles que, ¥n > 1, on a

Co

v

2) Vérifier qu’on peut extraire de u,, une sous-suite ) convergeant faiblement dans H
vers une limite que 1’on notera u*.

Montrer que u* est la solution d’un probléme aux limites que I'on déterminera.
Montrer que la famille entiére u,, converge faiblement vers u* dans H quand n — 4o00.

[unllm < er, Jun(0)] <

Corrigé.

I - 1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant I’équation
par une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

1 1
/ fv= —/ u'v
0 0

/0 fo= /0 u'v" — ' (1)v(1) + 4'(0)v(0) (36)

Comme «/'(0) = nu(0) et si la fonction test v vérifie v(1) = 0 (condition aux limites
satisfaite par u), alors (36) devient

/0 " 4 mu(0)o(0) = /O fo. (37)

On introduit donc

H = {ve H'(]0,1]), v(1) =0}
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et la formulation variationnelle :

uec H
Vv € H, fol w'v' 4 nu(0)v(0) = fol fo.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(0,1]), v(1) =0}, a(u,v) :/0 u'v" + nu(0)v(0), L(v) :/0 fo.

L’espace H est le noyau de Papplication linéaire : v € H'(]0,1[) — v(1). Par le cours,
cette application est continue de H'(]0,1[) dans R. H est donc un sous-espace vectoriel
fermé¢ de H'(]0, 1[) et donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite
par H'(]0,1[).

L’application a est clairement bilinéaire. On a

MWWNSA!whﬂ+nW@HM®! (30)

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1[) et comme ||w'||2qo1p < ||ullm2goap
et de méme pour v, on a :

1
/ '] 0| < 1w/l 2goap vl 2goap < Nullargoapllvll e goip
0

Comme H'(]0, 1[) s’injecte de fagon continue dans L>(]0, 1]), il existe une constante ¢ > 0
telle que

Vo€ 100,10, vl = max 0] < el gosy
En revenant & (40) on conclut que

V(u,v) € H?, la(u,v)| < ullmrgoapllollargoy + ne|ull argoap vl argop (40)

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire.
Il reste a établir la coercivité de a. On a :

1 1
Yo € H, a(v,v) = / (V") + nv(0)* > / (V)2 (41)
0 0
Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
V v E H, ||U||L2(]071D S CHU/HLz(]O,lD'
Yo e H, v(z) =v(1) +/ v'(t)dt,
1
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et comme v(1) =0 :

Yv € H, v(x) :/ V' (t)dtt.
1

|</ [V (¢ |dt</ |/ (t)|dt

Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) :

Puis

Vo e [0,1], [v(@)| < || r2q0,1p
et

— < ||’
[V]]oo = max [v(@)| < [[v'][ 20,17

Enfin
Vo e H, |[vll2goap < [[vllee < 191220017 (42)

ce qui est I'inégalité recherchée. Ensuite on obtient que
Vv e H, ||U||§{1(]o,1[) = ||U||2L2(]o,1[) + HU/||%2(]0,1[) < 2 HU/||%2(}0,1[)- (43)

En revenant & (41), on a donc

1
1
Vo€ H awo) 2 [ (@ 2 510l (44)
0

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1) et
l’inégalité HUHL2(]0,1[) S ||U||H1(}0,1[) .

Yo e H, |[L)| <[ fllz2qoapllvllzgoan < I llzzqoapllvllargop

ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (38).

IT - 1) Pour tout n > 1, u, est I'unique solution de

u, € H
(45)
Vv € H, fol u, v+ nu, (0)v(0) = fol fv.

On prend v = u,, dans (45). Cela donne

1 1
/1\2 2 _
Vn, /O(un) + nu,(0) —/0 fup.
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Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on en déduit

1
U, [ (@) 4 (07 < 1 lagoallun 2oy
0

puis par 'analogue de I'inégalité de Poincaré dans H, c’est-a-dire (42)

1
vn, /0 (un)? + nun (0) < || Fllz2qgo,1p 1] 2o, (46)

Comme nu,(0)? > 0, (46) entraine

1
i, [ @0 = oy < W lagonl lzagoan
0
d’ou
v, Jugllr2goan < 1f112goap (47)
et par (43)
Y, unllmgoap < V2 £ llz2gop- (48)

On revient maintenant a (48). Comme fol (uh)? > 0, cette inégalité entraine

vn, nug(0)® < || fllzzqoaplludllz2qoap
d’ou en utilisant (47)
v, 1, (0)* < || fllZ200.p
don 171
. L(0)] < ﬂ 49
n (o) < M1 (49)

2) Par (48), la suite (u,), est bornée dans H qui est un espace de Hilbert. On peut donc
en extraire une sous-suite faiblement convergeante : il existe une sous-suite (uy))n, et il

existe u* € H et uyn) — u* quand n — +oo dans H faible. Pour tout n, uy,) est solution

de :
Uap(n) cH

(50)
Yo € H, [t v+ §(n)uym (0)0(0) = [y fo.

Soit ¢ € C°(]0,1[). Comme ¢(1) = 0 on a ¢ € H et on peut donc prendre v = ¢ dans
(50), ce qui donne :

v € C(10, 1)), /0 @ + ()it (0)6(0) = /0 fé

Comme ¢(0) = 0, on conclut
1 1
vo e 001D, [ ue = [ fo 61)
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On peut passer a la limite quand n — +o0o dans le membre de gauche de 1'égalité (51)
car l'application w — fol w'¢’ est linéaire continue de H dans R et wy@) — v* quand
n — +oo dans H faible. On a

1 1
/ Uy — / (u*)'¢' quand n — +oo0.
0 0

Le passage a la limite quand n — +o0o0 dans (51) donne donc :

Vo € C(10, 1), / (uY = / 76, (52)

Cela donne I'équation vérifice par u*. Comme (u*) € L2(]0,1[) et f € L*(]0,1]), (52)
entraine que (u*) € H'(]0,1[) et ((u*)') = —f. D’ou u* € H*(]0,1]) et

—(u*)" = f dans L*(]0, 1[). (53)

Déterminons maintenant les conditions aux limites satisfaites par u*. Comme u* € H, on
a u*(1) = 0. Ensuite comme 'application w — w(0) est linéaire continue de H dans R et
Uy(n) — u* quand n — +oo dans H faible, on a

Uyp(n)(0) = u*(0) quand n — 4-o0. (54)
La majoration (55) donne pour la suite extraite

< £l z2qo.1p)

Vi, [uyn)(0)] (55)
¥(n)

Comme 1 (n) — +oo quand n — +oo on déduit de (55) que

Uyp(n)(0) = 0 quand n — +o0. (56)
Par unicité de la limite, (54) et (56) entrainent que

u*(0) = 0.
u* vérifie donc
u* € HY(]0,1[), u*(1) =0, u*(0) =0,
(57)

Vo € C(10,1]), [, (w)'¢ = [, fo.

Pour montrer que la famille entiére u,, converge faiblement vers «* dans H quand n — 400,
on va prouver qu’il existe une unique u* solution de (57). Mais attention : (57) n’est pas
une formulation variationnelle car u* et la fonction test ¢ ne sont pas dans le méme espace.
Ici

u* € Hy(]0,1]).
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On remarque toutefois que 'argument conduisant & (51) s’applique encore si on remplace
¢ € C=(]0,1]) par v € Hj(]0,1[), car v € H et v(0) = 0. On a donc

Vv € Hy(]0, 1)), /Ol(u*)'v' = /01 fu

u* vérifie donc
u* € Hy(]0,1[),
(58)
Yo € Hy(0,1), [y (w)v' = [y fo
Remarque : il y a deuzx autres méthodes pour obtenir (58) :
- raisonnement par densité et continuité a partir de (57)
- multiplication de l'équation dans (53) par v € H(]0,1]) et intégration par parties, ce
n’est pas formel ici
On vérifie qu’on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram a (58) (fait dans I’exercice
12 que je ne ré-écris pas). La solution du probléme (58) est donc unique.

La suite (u,), est bornée dans H séparable (car sous-espace fermé d’un espace séparable),
donc appartient & un compact pour la topologie faible. Montrons qu’elle admet une unique
valeur d’adhérence. Soit [ une valeur d’adhérence. Il existe une sous-suite (ug(n))n telle
que ugm) — I quand n — +oo dans H faible. Exactement comme ci-dessus pour la suite
(Uyp(n))n, on montre que [ est solution de (58). Comme (58) posséde une unique solution
u*, on a donc [ = u*.

La suite (u,), appartenant a& un compact pour la topologie faible et ayant une unique
valeur d’adhérence (faible), on a que u,, — u* dans H faible quand n — +o0.

g

Exercice 22. Soit f € L*(]1,2[) et n un entier strictement positif. Pour (u,v) € H}(]0, 3[)?

on pose
3 1 3 2

an(u,’U)Z/ u/v'—i—n/ uv—l—n/ uv, L(v):/ fo.
0 0 2 1

1) Pour tout n > 0, montrer que la formulation variationnelle

u, € H(]0,3])

Vo € Hi(]0,3]), an(un,v) = L(v),

posséde une unique solution u,,.

2) Montrer qu’il existe des constantes positives My et My indépendantes de n > 0 telles
que

3 3
/ (u;)2+/ u? < My, ¥Yn>0
0 0
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1 3
M.

/ui—i—/ uig—z, Vn > 0.
0 2 n

3) Vérifier qu’on peut extraire de (uy), une sous-suite (ty(m)), convergeant faiblement
dans H;(]0, 3[) vers une limite que 1'on notera u*.

Montrer que u* = 0 sur [0,1] U [2,3] et que, sur |1,2[, u* est la solution d'un probléme
aux limites que 'on déterminera.

Veérifier que la suite entiére (u,,), converge faiblement vers u* quand n — +oo .

Corrigé.
1) La formulation variationnelle & étudier est

un € Hy(]0,3()
(59)
Yo € HE(10,3]), [ ulv +n [ uw+n [y uo = [ fo.
L’espace H{(]0,3[) est un espace de Hilbert (cours).

L’application a est clairement bilinéaire. Pour tout (u,v) € HA(]0,3[)?, on a

3 1 3
a(u,v>|s/ | |v’|+n/ u |v|+n/ ] Jo]

0 0 2

uv[</]u|]v[+2n/ lu| vl

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 3[) et comme [|u|z2g03p < |[wllm1 g0,
|| L2qo.3p < |lwllaqo,sp), €t de méme pour v, on a :

d’on

a(u, v)| < (1+ 2n)|lull 2 gosp vz go,sp

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Pour la coercivité, on a :

we m03), o= [ @pan [ [z [y

Par le corollaire de I'inégalité de Poincaré (cours), il existe une constante ¢; > 0 telle que :
Ve Hy(10,3), [1v'lz2qoap = ellvllmgos- (60)

On a donc
Vo € H&(]Ow?’[)7 CL(U’U) > C%”””%—P(}OB[))?

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]1,2[) et
Iinégalité ||v||z2q0,3p < [|v||a1qo,3p, on a

Vo € Hy(10,3]), [L()] < Iflz2quapllvllzzgrey < 1 ezquepllvllzzgosy < I le2quep vl s gosp
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ce qui donne la continuité de L.

On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité

d’une solution u, de (59)

2) On prend v = u,, dans (59). Cela donne

3 1 3 2
vn, / (u;)2+n/ ui—i—n/ u? :/ Sy,
0 0 2 1

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0, 1[), on en déduit

3 1 3
v, / () +n / 24 / 2 < | flseqraplnllszqrzp < 11 z2gun lunllzzqosy (61)
0 0 2

L’inégalité de Poincaré dans H;(]0, 3[) nous donne P'existence d’une constante ¢y > 0 telle

que
Ve Hy(0,3]), [[vllz2qosp < collv'lz2qosp-

On déduit donc de (61) que

3 1 3
Vn, / (ur,)? + n/ up + n/ u < ol fllzquepllunl r2go.sp
0 0 2

Comme nfo u? + nf3 u? >0, (63) entraine

v, NlunllZ2qosy < call fllzzgrap Ul 2o

d’on
Nl z2qo,3p < call fll2qu2p
et par (43)

v Nl zrgo3p < HfHLQ]lz[

On revient maintenant a (63). Comme fo (u),)? > 0, cette inégalité entraine

1 3
vn, n/ ul +n/ uz < |\ Fllezquep 1wl 2o
0 2

d’ott en utilisant (64)

1 3
C
Vn, n/ ui+n/ ur <2 111220020
0 2 ‘@ 7
CQ f 1
Vi, / / | HL2 2l ezquep 1
Cq n
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3) Au vu de (64), la suite (u,), est bornée dans H}(]0,3[) qui est un espace de Hilbert.
On peut donc en extraire une sous-suite faiblement convergeante : il existe une sous-suite
(Uyn))n et il existe u* € Hy(]0,3[) et uym) — u* quand n — +oo dans H;(]0, 3[) faible.
Pour tout n, uyy) satisfait :

1

3 3 2
Vv € Hy(]0,3]), /Ouip(n)v’—l—w(n)/o uw(n)v—i-w(n)/z uw(n)v—/l fv.  (66)

Considérons 'application K de H;(]0,3[) dans L?(]0,1[) donnée par K(v) = restriction
de v & ]0,1[ . K est linéaire et continue puisque

Vo € Hy(10,3)), vl 22g01p < 1ollz2gosp < 1ol osp-

Par la proposition 4.7 du cours, comme wy(,) — u* quand n — +oo dans Hg(]0, 3[) faible,
on a Uy — u* quand n — +oo dans L?(]0, 1]) faible.

Par ailleurs, (65) avec n remplacé par ¢(n) entraine, comme f;’ ufp( >0:

n)

C2 ||f||%2(]1,2[) 1
1 ¥(n)
Donc uy(m) — 0 quand n — +oo dans L*(]0, 1]) fort, et donc aussi dans L*(]0, 1]) faible.

Par unicité de la limite dans L?(]0, 1[) faible, on a u*(x) = 0 pour presque tout z €]0, 1[.
Comme u* est continue sur [0, 1], on conclut que

||U¢(n)||%2(}071[) < — 0 quand n — 400 (67)

u*(x) = 0 pour tout = € [0, 1]. (68)
Au vu de (65), on peut faire exactement le méme raisonnement sur |2, 3[ et on obtient
que

u*(z) = 0 pour tout = € [2,3]. (69)

Intéressons-nous maintenant a ce qui se passe sur |1,2[. Soit ¢ € C2°(]1,2[). Considérons

¢ :]0,3[— R donnée par

(2) = olr) sil<ax<?2
o si0<z<letl<az<2

Alors ¢ € C>(]0,3[) € HL(]0,3]). On peut donc prendre v = ¢ dans (66). Cela donne :

3 N 1 B 3 ~ 2
/0 Uy @ + ¥ (n) /0 Uy ()@ + (1) /2 Uy () = /1 fo. (70)

Mais ¢(z) = 0 sur [0,1] U [2,3] et ¢(z) = ¢(z) sur |1, 2[. Donc (70) devient

[ it = [ 6. ()
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L’application linéaire w — ff w'¢’ est continue de H(}(]0,3[) dans R puisque pour tout
w € H(]0,3[) :

2
\/1 w' e | < flw'llz2grap 16/ 212p < N Nl2quapllwllzzgosy < N6712guzpllwllagosp-
Comme wy(,) — u* quand n — +oo dans H{(]0, 3[) faible, on en déduit que

/ uw(nqb —>/ )¢ quand n — +oo0.
1

On peut donc passer a la limite quand n — 400 dans (71), ce qui donne :

[wrs=[ so (72)

2[) est quelconque. Comme (u*) € L3(]1,2[) et f € L?(]1,2[), on a (u*)" €
u*)') = —f. Donu* € H*(]1,2[) et

u* € H*(]1,2]) — (u*)" = f dans L*(]1,2]). (73)

Ici ¢ € C(]
et

L,
H(]1,2]) et ((

En ce qui concerne les conditions au limites, on déduit de (68) et (69) que u*(1) = 0 et
u*(2) = 0.
u* vérifie donc
u* € H*(]1,2[), —(u*)” = f dans L*(]1,2[),
(74)

Montrons que que la suite entiére u,, converge vers u* quand n — +oo dans Hj(]0,3[)
faible. La suite (u,), est bornée dans H}(]0,3[) qui est séparable (car sous-espace fermé
d’un espace séparable). Elle appartient donc & un compact pour la topologie faible.
Montrons qu’elle admet une unique valeur d’adhérence. Soit [ € H{(]0,3[) une valeur
d’adhérence. Il existe une sous-suite (ugm))n telle que ugp)y — [ quand n — +o0o dans
H{(]0,3[) faible. Exactement comme ci-dessus pour la suite (ty(n))n, on montre que

[(xz) = 0 pour tout z € [0,1] U [2, 3].

Aussi on prouve que [ est solution de (74). Montrons que (74) posséde une unique solution.
Soit v € H}(]1,2[). En multipliant I'équation (74) par v et intégrant sur ]1,2[, on obtient

/ /fv (75)

Comme u* € H?*(]1,2[) et v € H'(]1,2[), on peut intégrer par partie dans (75), ce qui
donne

/1(U")’v’—(U*)’(Q)U(Q)+(U*)’(1)v(1)=/1 fo.



et comme v € Hg(]1,2]) :

/lz(u*)’v’ = /12 fu.

Remarque : On peut aussi obtenir ce résultat en raisonnant par densité et continuité a
partir de (72). u* est donc solution de

u* € Hy(]1,2)),
(76)
Yo e Hy(1,2]), [ (u)o' = [ fu.

On vérifie qu’on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram a (76) (fait dans I’exercice
12 que je ne ré-écris pas). La solution du probléme (76) est donc unique.

La valeur d’adhérence [(x) est donc uniquement déterminée sur [0, 1], [2,3], et [1,2], et
égale a u*.

La suite (u,), appartenant & un compact et ayant une unique valeur d’adhérence, on a
que u, — u* dans H}(]0,3[) faible quand n — +oo.

t

Espaces de Sobolev en dimension N

Exercice 23. (restriction dans H'(f2)) Soient Q; et Qs deux ouverts tels que Q; C Q.
Soit u € H'(€)3). On note v la restriction de u & ;. Vérifier que v € H'(Q;) et que les
dérivées d’ordre 1 de v sont les restrictions a 2; des dérivées d’ordre 1 correspondantes
de u.

Exercice 24. (exercice plus difficile ; second temps) Soit B la boule ouverte de R?
de centre (0,0) et de rayon 1/2. On considére la fonction définie p.p. sur B par

u(z,y) =|In(v/22 +4?)|*, 0<a<1/2.

1) Montrer que u € LP(B) pour tout p € [1,400 et u ¢ L>(B). Montrer que u n’est pas
égale presque partout a une fonction continue sur B.

2) Soit B’ = B\{(0,0)}. Montrer que @ appartient & H'(B’) (on notera que u € C'(B’)).

3) A quoi sont égales les dérivées faibles de @ € L}, (B) si elles existent ? Montrer que
u e HY(B).

Indication : on pourra utiliser une formule de Green dans un ouvert bien choisi.
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Exercice 25. (questions de prolongement dans H'(Q2)) Soit Q un ouvert de RY.
Etant donnée une fonction f définie sur €2, on désigne par f son prolongement & RV par

0 hors de € :
flz) sizeQ
0 six € QF

1) Soit u € HY(Q). A-t-on & € H'(RN)?
2) Soit u € HY(Q) et o € C>(£2). Montrer que au € H*(RY) et que

—

_ 0
D;(au) = aDu + uaa

€T

Exercice 26. (exercice plus difficile; second temps) (opérateur de prolonge-
ment de H'(]0,1[) dans H'(R))

1) Soit u € H'(]0,1[). On définit u* sur | — 1,1 par u*(z) = u(]z|). Montrer que u* €
HY(] = 1,1]).
Indication : on pourra noter que u*(z) = u(0) + [ v(t)dt avec v convenablement choisi.

2) En s’inspirant de la question précédente, construire un prolongement u — u™* de
H'(]0,1[) dans H'(] — 1, 3[). Calculer [[u**||z1-1,3 en fonction de [[u|g1qo.1p-

3) En utilisant la question 2 de exercice 5, construire un prolongement u — @ de H*(]0, 1])
dans H*(R) qui soit linéaire continue et vérifie : Vu € H'(]0, 1), Supp @ C] — 1, 3[.

4) Montrer que C2°([0,1]) est dense dans H'(]0, 1[).

5) Donner un exemple d’ouvert 2 C R et de fonction v € H*(2) qui ne soit pas prolon-
geable en une fonction 4 € H'(R).

Exercice 27. Soit Q un ouvert de RY. Soit u € H}(2). Montrer que u € H(RY) ou @
désigne le prolongement de u & RY par 0 hors de €

Remarque : on ne fait aucune hypothése de régularité sur l’ouvert. Le seul résultat a utiliser
est donc la définition de Hy ()

Exercice 28. Soit  un ouvert borné de RV.
1) Montrer qu’il existe une constante ¢, > 0 telle que :

Vv € H3(R), /9112(x)dx < lm Z /Q|D"v(x)|2dx.

jal=2

2) En déduire que l'application v — (32,25 [y |D*v(x)|2dx)2 définit une norme sur
HZ(Q) équivalente a celle induite par H?(£2)
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Formulations variationnelles en dimension N

Exercice 29. Soit 2 =]0, 1[2. Le bord de 2 est constitué¢ des quatre segments
[y =[0,1] x {0}, 'y = {1} x [0,1], '3 =[0,1] x {1}, Ty = {0} x [0,1]

(faire le dessin correspondant). Evidemment, 'intégrabilité de h : I'y — R est équivalente
a l'intégrabilité de © — h(x,0) sur [0, 27] et, pour une fonction A intégrable sur I'y, on a

/F1 h(x)do(x) = /01 h(z,0)dx

avec des formules analogues sur les autres I';. L’ouvert {2 n’est pas régulier mais les
résultats vus dans le cours pour les ouverts réguliers (formule de Green, etc) sont encore
valides.

On consideére le probléme aux limites suivant :

—Au + fu = f dans €2,
(P) u(z,0) =0, u(z,1) =0, z€]0,1],

3 (0,y) =0, gx(Ly) =0, y€]0,1],
ot f € L*Q) et B € L=(Q) sont donnés. On suppose qu'’il existe une constante 3y > 0
telle que
B(x) > Bo > 0 pour presque tout x € 2.
1) Mettre le probléme (P) sous forme variationnelle.
2) Montrer que la formulation variationnelle posséde une unique solution u.

3) En supposant u € H?(f2), expliciter I’équation et les conditions aux limites vérifices
par la solution u de la formulation variationnelle.

Exercice 30. On considére le probleme

(P) —Au+ pu=f dans € ;
%+u:h sur T

ot  C RY est un ouvert borné régulier et 3 € L>(Q), f € L*(Q) et h € L*(T). On
suppose de plus qu’il existe une constante 3y > 0 telle que

B(x) > Po > 0 pour presque tout x € 2.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

2) Montrer que le probléme variationnel posséde une unique solution w.

3) En supposant u € H?(Q), expliciter 'équation et les conditions aux limites vérifices
par la solution u de la formulation variationnelle.
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Exercice 31. On considére la formulation variationnelle :

u € H}(Q)
Jo Vu(x).Vu(x)dx + [, B(x)u(x)v(x)dx = [, f(x)v(x)dx, Vv € Hj(S),

ou f € L*(NQ) et B € L*(N) sont donnés.

Donner des conditions suffisantes sur 5 (qui n’est pas supposée positive ou nulle p.p.
comme dans le cours) qui garantissent l'existence et 'unicité d’une solution de cette
formulation variationnelle.

Exercice 32. Soit Q) un ouvert borné connexe régulier de RY. On considére le probléme :

—Au—i-g—;l:fdans Q,
u=0surl,

ou f € L*(Q) est donné.
a) Mettre ce probléme sous forme variationnelle.

b) Montrer que la formulation variationnelle posséde une unique solution.

Exercice 33. Soit Q un ouvert borné connexe régulier de RY.

I - a) Montrer que Yv € H3(2) on a

Au( —
/|v )2dx = Z/|8$z x)[2dx.

1,j=1

b) En déduire que v — [|Av]|12(0) est une norme sur Hg(2) équivalente a la norme induite
par H?(92).

IT - On considére maintenant I’équation des plaques :
A(Au) = f dans Q,

u=0surl’

ou __

5, = O0sur I,
ou f € L*(Q) est donné.
a) Mettre ce probléme sous forme variationnelle.
b) Montrer que la formulation variationnelle posséde une unique solution.

c¢) On suppose u € H*(€2). Quel est le probléme aux limites vérifié par la solution v de la
formulation variationnelle 7
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