Exercices du cours S8 d’Analyse fonctionnelle

Espaces de Hilbert

Exercice 1. Soient H; et H, deux espaces de Hilbert de produits scalaires respectifs (., .);
et (.,.)2. Soit H = H1 X HQ.
a) Vérifier que

a<<u17u2>7 (U17U2)) — (uhvl)l + <UQ,U2)2, (u17u2> S H7 (U17U2) S HJ

définit un produit scalaire sur H et que H est alors un espace de Hilbert.
b) Soient K; C H;, i = 1,2, deux ensembles convexes, fermés, non vides. Déterminer la
projection dans H sur K = Ky X Ky

Exercice 2. Soit Q un ouvert de RY et

K={feL*Q), f>0pp}.

a) Montrer que K est un ensemble convexe, fermé, non vide.
b) Déterminer Pk.

Exercice 3. (Point fixe) Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé complet et soit 7 une
application de E dans lui-méme telle qu’il existe un réel 0 < k < 1 tel que :

¥ (u,v) € E%, | T(w) = T(0)]| < klu—vf

(on dit que T est une contraction). L’objet de I'exercice est de démontrer que 7 a un
unique point fixe, c¢’est-a-dire qu’il existe un unique u € E tel que T (u) = u.

a) Soit up € E. On définit par récurrence la suite
Upt1 = T (up),n > 0.

Montrer que la suite est de Cauchy et qu’elle converge vers un point fixe de 7.
b) Montrer que 7 a un unique point fixe.

Exercice 4. Le but de ’exercice est de démontrer le théoréme de Lax-Milgram
en utilisant I’exercice précédent sur les points fixes des applications contrac-
tantes.



On se donne un espace de Hilbert H, une forme bilinéaire, continue, coercive a et une
forme linéaire L. Soient M et o deux constantes telles que

¥ (u,v) € H, |a(u, v)| < Mull||v]

VoveH, a(v,v) > afv|
a) Vérifier que pour tout u € H, il existe un unique élément de H, noté A(u), tel que
Vv e H, a(u,v) = (A(u),v).
Montrer que l'application u — A(u) est linéaire et que
Vu € H, ||A(u)]| < Mljul et (A(u),u) > of|ul®
b) Soit f I'unique élément de H tel que Vv € H, L(v) = (f,v). Pour p > 0, on introduit

I'application 7, : H — H définie par 7,(u) = v — p(A(u) — f). Vérifier que u est solution
de la formulation variationnelle

Vv € H, a(u,v) = L(v)

si et seulement si u est un point fixe de 7.
¢) Montrer que

¥ (v1,v2) € H, || Ty(v1) = To(ua)I* < (p*M* = 2pa + 1) vy — wo|*.

En déduire que, pour p convenablement choisi, 7, est une contraction. Conclure.

Espaces L”

Exercice 5. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R, nulle presque
partout et continue sur /. Montrer que f est identiquement nulle sur /.

Exercice 6. On considére les fonctions définies sur R par

0 six<0,
f(z) = xolz) et H(z)= { ,
1 siz>0.

Est-ce que f est égale presque partout a une fonction continue ? Méme question pour H.



Exercice 7. Soit (f,) la suite de fonctions définie par

Ve €R, fu(z) = %X[mn](:v)-

Pour quelles valeurs de p > 1 la suite (f,) converge-t-elle dans LP(R) ?

Exercice 8. 1) Soit € > 0. Montrer qu’il existe une fonction p. € C2°(R) telle que

pe >0, Supp p. C [—¢, €], /pe(x)dx = 1.
R

Indication : utiliser I'exemple explicite de fonction dans C°(R) du cours.
2) (Régularisation de la fonction plateau). Soit R > 0 et 0 < 0 < R. Construire une
fonction ¢ € C°(R) telle que

Ve, 0 < o(z) <1; ¢(x)=1silz|<R—0; ¢(x)=0si|z| > R+0.

Indication : considérer le produit de convolution

(pe * X1r.r)(@) = / Pz =YX rm (1) dy-

Exercice 9. Soit ¢ € C°(R).
1) Vérifier que ¢' € C°(R).
2) Donner une condition nécessaire et suffisante (sur ¢) pour qu’il existe 1) € C2°(R) telle

que ¢ = ¢.

Espaces de Sobolev en dimension un et formulations variationnelles

Exercice 10. Etudier si @ € Lj,.(R) a une dérivée faible et si oui la calculer, avec :

e? s1l1<x
U(x)z{ )

ex® six <1

Exercice 11. On considére la fonction :

Hz) 1 s1i0<zx
xr) =
0 siz<0

Montrer que H n’a pas de dérivée faible.



Exercice 12. Soient deux réels a < b. Pour v € L!(]a, b[), on définit

Vo € [a,b], u(z)= /xv(t)dt.

Vérifier que u € C%([a, ]).

Corrigé. Rappelons le théoréme de continuité pour les intégrales dépendant d’un para-
meétre réel.

Théoréme de continuité en un point zy. On se donne :

- A C R* (mesurable)

-ICR, xg€l

- AXT =R, (tz) — f(t, )

tels que :

(i) Pour presque tout t € A, Uapplication x — f(t,x) est continue en xq ;

(i1) Il existe une fonction g : A — R intégrable telle que, Yz € I, pour presque tout
teA [f(t,x)] <g(t)

Alors Uapplication F(x) = [, f(t,x)dt est continue en xo.

Montrons la continuité de u(z) = [ v(t)dt en tout point zo € [a,b]. On note que

) = [ Xt )

Oll X[q,0] désigne la fonction caractéristique du segment [a,x]. On va donc appliquer le
théoréme avec

A=la,b], I=]ab], f(t,x)= Xla,a] (t)v(t). (2)

Hypothése (i) On va montrer que YVt # x,, 'application x — f(¢,x) est continue en x.
En effet (faire un dessin est conseillé)

- soit ¢ < x¢ (cas impossible si 2y = a). Pour = voisin de zy on a t < x et X[ q(t) = 1.
Donc f(t,z) = v(t) pour z voisin de xg, ce qui entraine la continuité de x — f(¢,x) en
Zo-

- soit ¢t > x (cas impossible si g = b). Pour z voisin de 2y on a t > x et X[.(t) = 0.
Donc f(t,x) = 0 pour z voisin de g, ce qui entraine la continuité de x — f(¢,x) en zy.

Hypothése (ii) : Vo € [a,b], Vt € [a,b], on a |f(t,z)| < |v(t)| avec v intégrable, ce qui
garantit la condition de domination.

On peut donc appliquer le théoréme de continuité et conclure que u est continue en x,
Vo € [a,b]. On a donc bien u € C([a, b]).

O



Exercice 13. Déterminer les classes d’équivalence @ € Lj (] — 0o, +oo[) dérivables au

sens faible jusqu’a l'ordre deux qui sont solutions de I’équation
ﬁ// _ ]F

ou f = —Xjo1[ + X1.2-

Corrigé. On va faire deux intégrations successives. On résoud d’abord :
i =f

qui donne grace a la proposition 3.7

v(x) = /Ow f(t)dt+ ci.

En remplacant f par sa valeur, cela donne :

0six <0;
—xsil0<xr <1,
r—2sil1<x <2
0six>2.

v(x) =0(x) +c, v(r)=

Puis on résoud
i =0

qui donne toujours grace a la proposition 3.7

Il n’y a plus qu’a remplacer v par sa valeur.

O
Exercice 14. Soit I =] — 1,1[. Les fonctions suivantes appartiennent-elles a ’espace
HY(]—-1,1])7
a) f(z) = |z|.

b) g(x) =0si x <0, 1 sinon.
c) h(z) =2%sixz > 0.

Corrigé.

a) Oui. Le calcul de la dérivée faible a été fait en cours. f et sa dérivée faible sont dans
L*(] —1,1]). Donc f € HY(] — 1,1]).

b) Non. On a vu dans I'exercice 15 que ¢ n’est pas faiblement dérivable.

¢) Cela dépend de a. Comme h € C'(] — 1,1]), h est faiblement dérivable et sa dérivée
faible est la classe d’équivalence de h'(x) = ax®~!. h et I/ sont de carré intégrable si et
seulement si @ > 1. Donc h € H'(] — 1,1[) si et seulement si a > 1.

O



Exercice 15. Soit I =|0, +o00].
Montrer que ¢ — [|¢/||12(1) est une norme sur C*(I).
Montrer que cette norme n’est pas équivalente a celle induite par H'(I).
Indication : on pourra montrer par 1’absurde qu’il n’existe pas de constante ¢ > 0 telle
que :
Vo € C2(1), N9l < clldlz2n).
Corrigé. Montrons que ¢ — [|¢/||r2(1) est une norme sur C*(I). On a
Vo € C(1), ¢/ lr2ry = 0
Vo € C2(I), VA € R, [|A¢ |12y = [Al¢' 21y

V(g 9) € C2(I?, 16" + ¢ lle2y < N9 lle2ery + 19"l 22y

Vo € C*(1), ||¢'|| L2y = 0 < ¢'(x) = 0 pour tout & € I (comme ¢ est continu). Donc, en
intégrant, il existe une réel u tel que, pour tout z € I, ¢(x) = p. Comme ¢(0) =0, on a
pw=0et p=0.

Donc ¢ — ||¢'||L2(1) est une norme sur C°(1).

Pour tout ¢ € C2°(1), on a ||¢'|| 21y < ||@||mr (1) Les deus normes seraient équivalentes s'il
existait une constante ¢ > 0 telle que

Vo € C2(I), 9llmay < cll@|lL2m- (3)
Comme ||¢[[z2(r) < |||l m1(ny, (?7) entrainerait
Vo € C(I), |ollzmy < clld'll 2 (4)

Montrons que la propriété (??) est fausse. Pour cela on va fabriquer une suite (¢,), de
C(I) telle que

[[&nll 201y

1001l 21y
Par le cours on sait que si I était un intervalle borné la propriété (?77?) serait vraie (inégalité
de Poincaré, théoréme 3.21). Ici I =|0,+o0o[ et le caractére non borné de I est donc
fondamental. Il est donc naturel de chercher des ¢,, de supports "de plus en plus grands".
Pour cela on va utiliser un procédé qui dilate le support. Soit ¢ € C2°(]0, +oof) fixée, non
identiquement nulle. On considére la suite

én(x) = 6(=) pourn > 1.

Alors ¢, € C°(]0, +00[), ¢, (x) = 1¢/(£), et le changement de variable y = x/n donne
que

— 400 quand n — +00. (5)

1
|Dnll2ry = Volldll ey, 00 ll2a) = ﬁHGﬁ'HL?(U

On a donc

||¢n||L2(1) —n ||¢||L2(I) — 400 quand n — 400

IDullzzy N2y
ce qui donne (??) et la non-équivalence des normes.
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Exercice 16. I - Soit I un intervalle ouvert de R et 2y € I. On définit
V ={ve H(I), v(rg) = 0}.

1) Vérifier que ¥V muni de la norme induite par H'(I) est un espace de Hilbert.
2) On suppose dans cette question que I est borné. Montrer qu'il existe une constante
¢ > 0 telle que :

Yv eV, ||U||L2(]) < C||U/||L2(I).

IT - Soit I = ]a, b[ un intervalle borné. On considére

W ={ve H(I), / v(x)dx = 0}.

3) Vérifier que W muni de la norme induite par H'(I) est un espace de Hilbert.
4) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

VU - W ||UHL2(I) S CHU/||L2(I)-

Corrigé.

[-1) V est le noyau de 'application linéaire L de H*(I) dans R définie par L : v — v(xg).
D’apres le corollaire 3.17, L est continue. V' est donc le noyau d’une application linéaire
continue de H'(I) dans R. Il en résulte que V est un sous-espace fermé¢ de H'(I) et
donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite par H'(I) (chapitre 1,
proposition 1.3).

I - 2) Par le théoréme 3.14, on a

Vo €V, v(x) = v(xo) + /I V' (t)dt.

o

Comme v(zp) = 0 on en déduit :

YoeV, v(x) = /x V' (t)dt. (6)

Zo

Dans les majorations qui suivent il faut faire attention car dans l'intégrale de (?7) la
borne supérieure n’est pas forcément plus grande que la borne inférieure. Si x > zy on a

oo < [ o)t < [

alors que si x < xg

o)l =1 | " (t)dt] < / )t < [ e

7



On conclut que

Va € |a, b, |</|v )|dt.
Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(I) :
Vo € [a,b], |v(x)] < Vb—allv||r2m

et

[vlloe = sup [v(z)] < Vb= allv'[| 2

z€[a,b]
Enfin
Vo €V, [|vllz2qy < Vb= afv]le < (b= a)[[vll 2

ce qui est I'inégalité recherchée.

IT - 1) W est le noyau de 'application linéaire K de H'(I) dans R définie par K : v —

fab v(x)dx. Vérifions que cette application linéaire est continue. Par 'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L?(I), on a :

Yo e W, |/ x)dz)| < Vb —allv|| 2y < Vb —allv| g

V est le noyau d’une application linéaire continue de H'(I) dans R. C’est donc un sous-
espace fermé de H'(I) et un espace de hilbert quand on le munit de la norme induite par
HY(I).

IT - 2) Une premiére solution consiste a utiliser des calculs analogues a ceux de la question
[ - 2). En effet, si v € W, la fonction v est continue et & moyenne nulle. Donc il existe
nécessairement o € [a, b tel que v(zp) = 0. On a alors

et des calculs analogues a ci-dessus donnent
VU € VI/, HUHLQ([) S (b — Cl)HU/HLQ(I).
La différence avec le cas I est que le point x5 dépend maintenant de la fonction v considérée

mais cela n’a pas d’importance pour la conclusion.

Je présente maintenant une autre preuve qui fait davantage manipuler la formule du
théoréme 3.14, ce qui est un trés bon entrainement pour d’autres exercices. Par cette
formule on a

Vo e W, v(z) = v(a) + /I V' (t)dt. (7)



Maintenant v(a) n’a aucune raison d’étre nul. On va quand méme essayer d’exprimer v
en fonction de v’ en se servant du fait que v est & moyenne nulle. En intégrant (?77) sur
[a, b], on obtient

/abv(a:)da: = (b—a)v(a) + /ab(/; V' (t)dt)dx

d’olt comme v est a moyenne nulle

v(a) = — i - /ab([ V' (t)dt)da

et en revenant a (77)

Vo € W, ofw) = — 1 - /ab(/; o (t)dt)dz + / o (1)dt. (8)

C’est plus compliqué que (??) mais cela va permettre de conclure. On déduit de (??) que

Yo € W, Vo € [a,b], [v(z)] < bia/a / |U'(t)|dtdx+/j|v'(t)|dt < 2/a W)t (9)

Les calculs sont ensuite similaires a ce qui précede. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans L*(I) :

Vo € [a,b], |v(z)] <2vVb—allv|| 2
et

W%wzs?ﬂW@H§2vb—MWWmm

z€la,b
Enfin
Vo €V, |vllz2qy < Vb = allvllee < 2(b = a)l[v']| 22y

ce qui est I'inégalité recherchée.

Exercice 17. On se donne f € L*(]0, 1[) et on considére le probléme

—u"(z) = f(z) dans I =|0, 1] ;
(P) { u(0)=0; u(l) =0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

2) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution w.

3) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H?(I), uv"(z) =
—f(z) dans L*(]0, 1[).



Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/01 fo=— /01 uw'v = /01 W'y = (1)v(1) + ' (0)(0). (10)

Si la fonction test v vérifie v(0) = v(1) = 0 (conditions aux limites satisfaites par u), alors

(?7) devient
1 1
v = : 11
/Ouv /Ofv (11)

On introduit donc la formulation variationnelle :

u € Hy(]0, 1)),
(12)
Vo € H(]0,1]), fol v = fol fo.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = H}(]0,1]), a(u,v):/olu’v’, L(v):/olfv.

Par le cours, H;(]0,1[) muni de la norme induite par H'(]0, 1] est un espace de Hilbert.

I’application a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L*(]0,1[), on a

V(u,v) € Hy(]0,1))*, |a(u, v)| < |Ju'||z2q01p V] £2q0,1p-
Comme |[v/|| 2201 < [Jullmrgoap, 1Vl e2qoap < |0l #1qoap, on en déduit :
V(u,v) € Hy(10,1))%, |a(u,v)] < |lullmqgopllvll agoap,

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste & établir la coercivité de a.
On a:

o € H(0,1]), a(v,v) = /1@/)2.
Par le corollaire 3.22; il existe une constante ¢ > 0 tellz que :
Vo e Hy(10,1), [[v'l[z2g0ap > cllvllagoap- (13)
Remarque : on utilise ici de fagon essentielle qu’on est dans H;(]0, 1[). On a donc
Vo € HY(10.1]). afv,0) > ol o,

ce qui prouve la coercivité de a.
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Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et
l’inégalité ||UHL2(]0,1[) < HUHHl(}O,lD :

Vo € Hy(10,1)), [L()] < [Iflz2goaplvllzgoan < I f1lezqoapllollego,p

ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (?7?)

3) On commence par montrer que ' € H'(]0,1[). On a C°(]0,1[) € Hj(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C2°(]0, 1]) dans (??). On a donc

Vo € C(]0, 1)), /u¢ /fsb

Ici o' € L?(]0,1]) et f € L?*(]0,1]). Par la définition 3.11 de H*', on en déduit que u' €
H'(]0,1]) et
(u) = —f dans L*(]0, 1[).

Comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H?(]0,1[) et u” = —f dans L?(]0, 1) et p.p.
U

Exercice 18. On se donne f € L*(]0, 1[) et on considére le probléme
P) —u"(x) = f(z) dans I =0, 1] ;
w(0)=0; v(1)=0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

2) Quelles hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, ou pas?

3) Si une solution de la formulation variationnelle (ou du probléme (P)) existe, est-elle a
votre avis unique ?

Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/fv— /uv—/uv—u o(1) + /(0)0(0).

Comme v/(0) = u/(1) = 0, on a donc

/Ou’v’:/o fo. (14)

On introduit done la formulation variationnelle :
u e H'Y(]0,1]),
(15)
Yo € H'(]0,1]), fol uv' = fol fo.

11



2) On va essayer d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = H'(]0,1]), a(u,v):/olu'v', L(v):/olfv.

Par le cours, H'(]0, 1]) est un espace de Hilbert.

I’application a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L*(]0,1]), on a

V(u,v) € H'(]0, 1), la(u, v)| < [lu/llz2goapl[vll 22 o).
Comme ||u/||L2(}071[) S ||U,||]_[1(}071D7 ||U/||L2(]071D S ||’U||H1(]071D, on en déduit :
V(u,v) € H'(J0, 1)%, la(u, v)| < [lullm gopllollz goap.

ce qui prouve la continuité de I’application bilinéaire. Etudions la coercivité de a. On a :

o € H(0,1]), a(v,v) :/0 (W2

Par contre maintenant ’analogue de (?7) est faux. La forme bilinéaire a n’est
pas coercive sur H'(]0,1]).

Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1[) et
l’inégalité HUHLQ(]OJ[) S HUHHI(}O,ID .

Vo € H'(10,1]), |L()] < [Iflz2goaplvllzgoan < I f 1 ezqo.apllollego,p

ce qui donne la continuité de L.
Le théoréme de Lax-Milgram ne peut pas étre appliqué a la formulation va-
riationnelle (77).

3) Il ne peut pas y avoir unicité d’une solution de (??). En effet si u est solution, u + «,
ol « est un réel quelconque, est aussi solution (v n’intervient que via u').

O

Exercice 19. On se donne f 10, 1]) et on considére le probléme

1
20(x) + & u(z) = f(z) dans T =J0, 1] :
(P){ w(0) =0 (1) = 0.

1) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).
2) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution w.
3) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H?(I), v"(z) =

w@) I8 qans L2(]0,1]), o/(1) = 0.
4) Vérifier que si f est continue sur [0, 1], alors u est de classe C? sur [0,1] et 'équation

est vérifiée en tout point de [0, 1].
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Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant ’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/01 fo=-2 /01 u"v+ /01 zu(x)v(z)dx

/ fv= 2/ u'v' = 2u (1)v(1) 4+ 24/ (0)v(0) + /0 zu(z)v(x)de. (16)

Comme /(1) = 0 et si la fonction test v vérifie v(0) = 0 (condition aux limites satisfaite
par u), alors (?77) devient

2/01 u’v’+/01xu(x)v(x)dx=/ol fo. (17)

H = {v e H'(]0,1]), v(0) =0}

et la formulation variationnelle :

et

On introduit donc

uec H
(18)
Vv € H, 2f01 u'v' + fol zu(z)v(z)ds = [ fo.

Ici seule une des deux conditions aux limites satisfaites par u dans le probléme
aux limites de départ reste dans la formulation variationnelle.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(0,1]), v(0) =0}, a(u,v) —2/011/1/—1-/ zu(z)v(z)dz, L(v / fo.

L’espace H est le noyau de Papplication linéaire : v € H'(]0,1[) — v(0). Par le cours,
cette application est continue de H'(]0,1[) dans R. H est donc un sous-espace vectoriel

fermé de H'(]0,1[) et donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite
par H'(]0, 1]).

L’application a est clairement bilinéaire. On a

a(u,v)] < 2 / | '] + / 2] Ju(z)] fo()] de

et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0, 1[) et comme |z| < 1

la(u, v)| < 2/|u'||2q0,1p 1V | 20,1 + Nullz2goap 10l L2goap
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Comme [[u/||z2g0,1p < [Jullmqgoap: [[ullzzgoap < llullrigoap (et de méme pour v), on en
déduit :
V(u,v) € H?, |a(u,v)| <3 [[ullarqop o]l a o

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste a établir la coercivité de a.

On a : . ) .
Vv e H, a(v,v) = 2/ (v)? +/ zv? (z)dr > 2/ (v')2 (19)
0 0 0
Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Vv € H, ||U||L2(]071D S C||U/||L2(]0,1D'

Remarque : il s’agit de prouver une inégalité de type Poincaré pour ’espace
H.On a

Vv e H, v(x) =v(0) + /90 v'(t)dt,

et comme v(0) =0 :

Vo e H, v(x) :/ V' (t)dtt.
0

\</]v \dt</\v )|dt

Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) :

Puis

Vo € [0,1], |v(z)| < ||l z2q0.1p
ct

[0]lsc = sup Jo()] < [[v"[| z2go,1p
z€[0,1

Enfin
Vo e H, |[vll2goap < [[vllee < 10122017

ce qui est I'inégalité recherchée. Ensuite on obtient que
Vv e H, HUH%ﬂ(]O,l[) = ||U”%2(]o,1[) + HU/”%Q(]O,I[) < 2 \|UI\|i2(}o,1[)-

En revenant & (??) on a donc

1
Vo € H, a(v,v) > 2 / COE LI
0

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et
l’inégalité ||UHL2(]0,1[) S HUHHl(}O,l[) .

Vo € H, |[L()| < || fllz2qoapllvlizzqopy < [ fllz2qoap vl argop
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ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (?7?).

3) On commence par montrer que u' € H'(]0,1[). On a C°(]0,1[) € H'(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C2°(]0,1[) dans (??). On a :

Vo € (0, 1)), 2/0 u/¢’+/0 xu(m)qﬁ(m)dacz/o fo
voeCx0.1D, [ e =5 [ (@)~ sula)o(oyts

Ici o' € L*(]0,1]) Aussi comme |zu(z)| < |u(z)| et que u € L3(]0, 1), la fonction z —
zu(z) est dans L?(]0,1[). Comme f € L*(]0, 1[), par définition de H'(]0, 1), on en déduit
que v’ € H'(]0,1]) et

(u)'z) = %(—f(x) + zu(r)) dans L*(]0, 1[).

Comme u € H*(]0,1[), on conclut que u € H2(]0,1[) et v = —L + —2& dans L2(]0, 1[) et
pb.p.

Par la formulation variationnelle on a u(1) = 0. Il reste & déterminer la condition aux
limites en 0. u vérifie

Vv e H, 2/1 u'v' + /1 zu(x)v(x)de = /1 fv (20)
0 0 0

Comme u € H?(]0,1[), en appliquant la formule d’intégration par partie a u’ et v (corol-
laire 3.15) et comme v(1) =0, on a

o € H, /Olu’v’ _ /Olu”v ' (1)o(1) = (0)0(0) = — /01 W'y — ' (0)(0).

Donc en revenant a (?7)

Voe H — 2/01u"v+/01 vu(z)o(@)dz — 2/ (0)0(0) = /01 fo

ou encore
1
Vv € H, / (—2u"(x) + zu(z) — f(z))v(z)dr — 2u'(0)v(0) = 0. (21)
0
On a vu que u' = —% + & dans L*(]0, 1[). L'intégrale dans (??) est donc nulle et on a
Vv e H, —2u4/(0)v(0) =0. (22)
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En prenant v(x) = 1 — x qui appartient & H, on trouve u/(0) = 0.

4) Supposons f € C([0,1]). Comme v’ € H'(]0,1[) et, au sens faible, (v') = 3(—f(x) +
zu(zx)),dans L (]0, 1[), la proposition 3.7 entraine qu’il existe un réel 7 tel que

u' € C([0,1]) et u'(x) = /UI %(—f(t) + tu(t))dt 4+ ~ pour tout .x € [0, 1]. (23)

Comme 3(—f(z) + zu(z)) € C([0,1]), la formule intégrale dans (??) entraine

W€ CN[0,1]) et () (x) = %(— (@) + zu(z)) pour tout .z € [0, 1].

Finalement, comme on a aussi,
u(z) = / o' (t)dt + & pour tout .z € [0, 1],
0

avec v’ € C([0,1]) et & € R, on conclut que u € C*([0,1]) et u”(z) = 3(—f(z) +
zu(x)) pour tout .x € [0, 1].

Exercice 20. Soit f € L?(]0,1[). On considére le probléme

—u"(z) + o/ (z )—l—(3—|—x) (x) = f(x) dans I =]0,1[ ;
() { W(0) =a; u(1) -

onner une formulation variationnelle du probléme (P).
ontrer que le probléme variationnel admet une unique solution wu.
ontrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H*(I), u"(z) =

1)D
2)
3)
'(2) + (34 2)ulx) - f(z) dans L2(]0, 1)), w/(0) = a, u/(1) = B.

M
M
u'(x)
Corrigé.

1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant 1’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/01 fv= —/Olu”v+/01u’v+/01(3+x)u(gg)v(x)dx
[ ro= [t — e+ w0+ [Cwos [ oo @

Comme u/(0) = a et v/(1) = B, (??) devient

/Oluv—ﬂv )+ av(0 /uv+/ 3+ z)u (x)dx:/olfv



On introduit donc la formulation variationnelle :
u € H*(]0, 1[)

1

Vv e H'(]0,1]), [, v'v'+ fol u'v + f01(3 + x)u(z)v(z)dr = fol fv+ Bou(l) — ow(())(.%)

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H=HY0,1]), a(u,v) = /0 N /0 n /0 l(3+x)u(x)v(x)dx, Llv) = /O 1 Fo+Bu(1)—av(0).

Par le cours H est un espace de Hilbert .

L’application a est clairement bilinéaire. On a

1
0

o)l < [ Wi+ [l + [ G+ o) @) @) de

et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et comme 3 + z < 4

la(u, v)| < ||| L2goap 1Vl L2goap + 14l 2qo,apllvll 2oy + 4llwll 2goap vl 22 goap
Comme ||v/||r2q01p < [Jullmrgoap, [[ullzzqoap < llullargop (et de méme pour v). On en
déduit :
V(u,v) € H'(10,1))%, |a(u,v)] <6 |Jullgqopllollzgoap

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Il reste a établir la coercivité de a.

On a :
Vo € HY(0,1]), a(v,v) = /Ol(v')u/ol vv'+/01(3+x)v(a:)2dx

Comme Vz € [0, 1], zv(x)? >0, on a :

a(v, v) z/ol(v')2+/olw'+3/olv2 (26)

Ici fol vv’ est un terme qui n’a pas de signe et qu’il faut chercher a compenser
avec les deux autres. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[) on a

1
| / o] < Jollzzgoup vl 2 g0ap
0

et en utilisant 'inégalité ab < %aQ + %bQ vérifiée pour tous réels a et b :

1
1 1
|/0 vo'| < 5““”%2(]0,1[) + 5””’”%2(10,1[) (27)
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En combinant (?7?) et (??) on conclut que, pour tout v € H(]0, 1[) :

a(v,v)2/01@/)%3/01@2—%/Ol(v')ﬁ—%/olv’z

>1 PRI 12>1 2
a(v,v)_é i (v") —1—5 ; v _§||U||H1(]0,1[)

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) et
l’inégalité ||UHL2(]0,1[) S HUHHl(}O,lD .

1
Vo € H'(]0, 1), \/0 ol <N fllzzgoapllvlizzgoap < N fllzz2qoap 1ol go.ap-

Ensuite, par le cours, les applications v — v(1) et v — v(0) sont continues de H'(]0,1[)
dans R. L est donc bien continue.

On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (?77?).

3) On commence par montrer que u' € H'(]0,1[). On a C°(]0,1[) € H'(]0,1[). On peut
donc prendre v = ¢ € C2°(]0,1[) dans (??). Comme ¢(1) = ¢(0) =0, on a :
1 1 1 1
v C(]0,1 g0y ! 3 dr =
secz(oi. [ wo+ [ wor [(Grou@oaa = [ ro
ou ) L
v > 1 - o — (3 d
sec0iD, [ o =5 [ (@) =) = B+ Dule))ola)da

Ici v’ € L*(]0,1]) Aussi comme (3 + z)|u(z)| < 4|u(z)| et que u € L%(]0,1[), la fonction
r — (3+x)u(x) est dans L*(]0,1]). Comme f € L?(]0, 1), par définition de H*(]0,1[), on
en déduit que v’ € H'(]0,1[) et

(u) (z) = —f(z) +/(2) + (3 + 2)u(x) dans L*(]0, 1]).

Comme u € H'(]0, 1[), on conclut que u € H%(]0,1[) et u” () = — f(z)+/(z)+(3+x)u(x)
dans L%(]0,1[) et p.p.

Il reste & déterminer les conditions aux limites. u vérifie
1 1 1 1
vu € H*(]0,1]), / u'v'—l—/ u'v+/ B+ x)u(x)v(x)de = / fo+pou(l) —awv(0) (28)
0 0 0 0

Comme u € H?(]0, 1), en appliquant la formule d’intégration par partie a u’ et v (corol-
laire 3.15), on a

18



Donc en revenant a (77?)

_/01 u”v—i—/ol u’v—f—/01(3—|—x)u(x)v(x)dm+u'(1)v(1)—u'(O)v(O) :/01 fo+Bou(1) —av(0)

ou encore

/0 (—u"(x)+u' () + (B+z)u(z) — f(x))v(x)dz+u'(1)v(1) — ' (0)v(0) — Sv(1) +av(0) = 0.

(29)
On a vu que v”(x) = u'(z) + (3 + z)u(z) — f(x) dans L*(]0, 1[). L’intégrale dans (?7?) est
donc nulle et on a

Yo € H'Y(]0,1[), «/(1)v(1) —/(0)v(0) — Bv(1) + av(0) = 0. (30)
En prenant v(z) = x, on en déduit u/(1) = S, et en prenant v(x) = 1 — x, on trouve

uw'(0) = a.

Exercice 21. Soit f € L?(]0,1[). On considére le probléme

—u” = f dans I =|0,1[;
) { ul0) = ul); w(0) = (1)
o u(x)dz = 0.

1) Montrer que si ce probléme admet une solution u € H?(I) alors nécessairement :

/01 f(z)dz = 0.

On suppose désormais que fol f(z)dz = 0.

2) Donner une formulation variationnelle du probléme (P).

3) Montrer que le probléme variationnel admet une unique solution w.

4) Montrer que la solution u de la formulation variationnelle vérifie u € H?(I), u" = —f
et v/ (0) = u/(1).

Corrigé.

1) On suppose que le probléme aux limites (P) posséde une solution u € H?(]0,1[). On
intégre sur [0, 1] I’équation. Cela donne

—[w:AU (31)

Comme v’ € H'(]0,1[), par le théoréme 3.14, on a

/01 v /ol(ul)/ = /(1) =u/(0) =0
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au vu de conditions aux limites satisfaites par u. L’égalité (??7) entraine donc

/0 f(x)dz = 0. (32)

On suppose dans la suite cette condition réalisée.

2) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant I’équation par
une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

/o1 fu=- /01 u' = /01?/“’ — o/ (1)v(1) +4'(0)v(0).

Comme «'(0) = «/(1), et en supposant v(0) = v(1) on a donc

/0 il = /0 e (33)

H = {ve H(0,1]), v(0) = v(1), /0 v(z)dz =0}

On introduit donc

et la formulation variationnelle :

u € H,
(34)
Yv € H, fol u'v' = fol fu.

3) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(]0,1]), v(0) = v(1), /0 v(z)dx =0}, a(u,v) :/0 u'v', L(v) :/0 fu.

Introduisons les deux applications linéaires L; et Ly de H'(]0,1[) dans R données par

La(v) = (0) — v(1), LQ(U):/O o(x)dz.

Par le cours L; est la différence de deux applications linéaires continues, et donc est
continue. Puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on a :

Yo € H, |L2(v))| < [[vllz2q01) < llvllm1q0,1)
ce qui entraine la continuité de Ls. Comme

H = KerL, ﬂ KerL,
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H est Pintersection de deux fermés, donc un sous-espace vectoriel fermé de H'(]0,1]) .
C’est un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite par H*(]0, 1[).

Papplication a est clairement bilinéaire. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L?(]0,1[), on a
V(u,v) € H?, |a(u,v)] < [[o/|[z2goapl1v'l| z2qo.1p-

Comme [|t/[| 20,11y < l[ullmrgo,aps [1V'l[22g0ap < lvllargo.p, on en déduit :
V(u,v) € H, |a(u,v)] < [[ullmgoapllollm o

ce qui prouve la continuité de I’application bilinéaire. Etudions la coercivité de a. On a :

Yo € H, a(v,v) = /1(1/)2.
0
Soit .
W= {ve B0, 1), /0 o(z)dz = 0}.
On peut montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Yo e W |[v]lc2qop < cllv'llz2qop-

C’est D’exercice 7?7, question 2, dont je ne ré-écris pas la solution, mais qu’il
faut savoir refaire. Comme H C W on en déduit que

Yv € H, ”U“LQ(]OJD < CHU/HLQ(]O,I[)'
Ensuite on obtient que
Vv e H, Hv”%p(]o,l[) = ||U||%2(]o,1[) + ||Ul||2L2(}071[) < (@+1) ||U/H%2(]o,1[)~
On en déduit que

Yve H >
v , a(v,v) > 2

HU“%{l(}o,n),

ce qui entraine la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[) et
l’inégalité ||U||L2(]0,1[) S ||U||H1(}071D .

Yo e H, |[L)| <[ fllz2qoapllvllzzqoan < I llzzqoapllvllargop

ce qui donne la continuité de L.
Le théoréme de Lax-Milgram s’applique et donne 'existence et 'unicité d’une solution de
la formulation variationnelle (?7).

4) Attention : on est dans un cas ou C°(]0,1[) n’est pas inclus dans H. Soit
¢ € C2°(]0,1]). Alors la fonction ¥ (z) = ¢($)—f01 ¢ appartient a H ; en effet elle appartient
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a H'(]0,1[), est & moyenne nulle et (1) = (0) = — fol ¢. On peut donc prendre v = 9
dans (?7). Cela donne :
1 1
[ = [ ro
0 0
et au vu de la définition de 9 :

/w /f fC)—/Olcb)daf:/olfczﬁ—(/olf)(/;@

En utilisant la condition (??) sur f, on conclut que

/Olu%z»’:/olfqb

et ceci pour tout ¢ € C(]0,1[). Ici v’ € L*(]0,1]) et f € L*(]0,1[). Par la définition de
H'(]0,1[) il en résulte que v’ € H'(]0,1[) et

(u') = —f dans L*(]0, 1[).

Comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H*(]0,1[) et v” = —f dans L*(]0,1[) et p.p.

Il reste & montrer que u/(0) = u/(1). u vérifie

1 1
Yve H / u'v' = / fu (35)
0 0

Comme u € H?(]0,1[), en appliquant la formule d’intégration par partie a v’ et v (corol-
laire 3.15), on a

Donc en revenant a (77?)

_Aﬁw+wmmn—w@mm=Avv

z(ﬂ/—fn+wunuyﬂummm:o. (36)

On a vu que v’ = —f dans L*(]0, 1[). L’intégrale dans (??) est donc nulle et on a

ou encore

Yo e H, «(1)v(1) —/(0)v(0) =0. (37)

En prenant v(x) = cos(2mz) qui est dans H (par exemple), on en déduit «'(1) = /(0).
U
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Topologie faible

Exercice 22. On considére RY muni du produit scalaire (x,y) = i, ;5. Montrer
qu’un suite (x,), converge faiblement si et seulement si elle converge fortement.

Corrigé. Une suite convergeant fortement converge faiblement. Il s’agit de démontrer la
réciproque dans un espace de dimension finie. Introduisons {ey, ., ,,,ex} la base canonique

de RY. On a
N
X = E ZT;€e;.
i=1

Pour tout 1 < i < N, lapplication coordonnée x — z; est linéaire continue de R" dans
R car, pour tout x € RV, on a |z;| < ||x]|.

Soit (u,), une suite convergeant faiblement vers u. On décompose sur la base :

N N
Vn, u, = E ure;, u= E u;€;.
i—1 i=1

Les applications coordonnées étant linéairea continues
Vi, w; — u; quand n — 4-o00.

Il en résulte que

N
|u, —ul]* = Z(u? —u;)* — 0 quand n — 400
i=1

et (u,), converge vers u dans R" fort.

O

Exercice 23. Soit H un espace de Hilbert séparable. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) La dimension de H est finie.

(b) La boule unité fermée B(0,1) = {u € H, ||u| < 1} est compacte (pour la topologie
forte).

Corrigé. On sait que si H est de dimension finie, la boule unité fermée est compacte
(pour la topologie forte). Il s’agit de démontrer la réciproque. Soit H un espace de Hilbert
séparable non de dimension finie. On va montrer que la boule unité fermée n’est pas
compacte. L’espace H posséde une base hilbertienne (e,),>;. Pour tout n, on a e, €
B(0,1) et pourtant la suite (e, ), ne posséde pas de sous-suite convergeante car si p # ¢

on a e, — e, = V2
O
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Exercice 24. Soit I =|0,1[, « > 0, et

n® si nggi
0 swnon.

o) ={

(a) Etudier la convergence presque partout de la suite (f,), quand n — +oc.
(b) Etudier la convergence forte dans L2(]0,1]) de la suite (f,), quand n — +oo.
(¢) Etudier la convergence faible dans L2(]0,1[) de la suite (f,), quand n — +oo.

Rappel : lespace des fonctions en escalier sur [0, 1] est dense dans L*(0,1).

Corrigé. (a) Soit x €]0,1]. TI existe ng > 1 tel que pour tout n > ng on a + < x. Alors
Vn > ng, fo(x) =0 — 0 quand n — 4o00. La suite (f,) converge vers 0 pour presque tout
x dans [0, 1].

(b) Comme il y a convergence p.p. vers 0, si la suite (f,,) converge fortement dans L(]0, 1[)
ce ne peut étre que vers 0 (& cause du théoréme 2.4). On est donc ramené a se demander
si la suite || fn||L2(0,1 converge vers 0. Un calcul immédiat donne

/ fo(2)*dw = / n**dx = n**! (38)

et || fallz2goap — 0 quand n — 400 si et seulement si a < 2

5. La suite (fn)n converge
fortement dans L?(]0, 1[) si et seulement si o < 3.

(c¢) On va discuter suivant les Valeurs de a. Si @ < %, la suite est fortement convergente
donc faiblement convergente. Si « > 3, auvude (??), la suite || f, || £2(0,17) n'est pas bornée
donc la suite ( fn)n ne converge pas falblement quand n — +o0.

Il reste le cas o = 3. Comme la suite || f,|| 120,17 st bornée, au vu de la proposition 4.4
(i) du cours, il suffit d’étudier la limite de

/01 fo(x)e(z)dz

ou e est une fonction en escalier. Soit ag = 0 < a; < ... < a; = 1 une subdivision associée
a la fonction en escalier e. Alors il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng on a % < aj.
On a e(z) = f € R sur Jag, a;[. Donc pour n > ng :

/fn dx—/ fulz dx—ﬁn“1—£—>0quandn—>+oo.
\/ﬁ

La suite (f,), converge vers 0 quand n — 400 dans L2(0,1) faible.
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Exercice 25. Soit Q =]0,27[ et f,(xr) = sinnz. Etudier la convergence faible dans
L*(]0, 27]) de la suite (f,) quand n — +o00. Y a-t-il convergence forte de la suite (f,)?

Indication : on pourra utiliser une base hilbertienne de L*(0,2m).

Exercice 26. Soit f € L?(]0,1[) et n un entier strictement positif. On considére le
probléme
(P,) { —u” = f dans I =]0, 1] ;
" uw'(0) = nu(0) ; u(l) =0.

Ce probléeme dépend du paramétre n.

I - Dans la premiére partie, n est fixé.
1) Donner une formulation variationnelle du probléeme (P,,).
2) Montrer que le probléme variationnel posséde une unique solution.

IT - On va maintenant faire varier n et on note u,, la solution de la formulation variation-
nelle associée a (P,) dans la partie . On s’intéresse a la limite de w,, quand n — +o0.
1) Montrer qu’il existe des constantes positives ¢; et ¢ telles que, ¥n > 1, on a

Co

vn

2) Vérifier qu’on peut extraire de u,, une sous-suite ) convergeant faiblement dans H
vers une limite que 1’on notera u*.

Montrer que u* est la solution d’un probléme aux limites que I'on déterminera.

Montrer que la famille entiére u,, converge faiblement vers u* dans H quand n — 4o00.
3) Montrer que la famille entiére u,, converge fortement vers u* dans H quand n — +oc.

[unllm < er, Jun(0)] <

Corrigé.

I - 1) On suppose que u est solution du probléme aux limites. En multipliant I’équation
par une fonction test v et en intégrant sur [0, 1], on trouve :

1 1
/ fo= —/ u'v
0 0

/0 fo= /0 u'v — ' (1)v(1) + 4'(0)v(0) (39)

Comme u/'(0) = nu(0) et si la fonction test v vérifie v(1) = 0 (condition aux limites
satisfaite par u), alors (??7) devient

/01 uv + nu(0)v(0) = /Olfv. (40)

On introduit donc

H = {ve H'(]0,1]), v(1) =0}
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et la formulation variationnelle :

uec H
Vv € H, fol w'v' 4 nu(0)v(0) = fol fo.

2) On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec

H = {ve H(0,1]), v(1) =0}, a(u,v) :/0 u'v" + nu(0)v(0), L(v) :/0 fo.

L’espace H est le noyau de Papplication linéaire : v € H'(]0,1[) — v(1). Par le cours,
cette application est continue de H'(]0,1[) dans R. H est donc un sous-espace vectoriel
fermé¢ de H'(]0, 1[) et donc un espace de Hilbert quand on le munit de la norme induite
par H'(]0,1[).

L’application a est clairement bilinéaire. On a

MWWNSA!whﬂ+nW@HM®! (42)

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0,1[) et comme ||w'||2qo1p < ||ullm2goap
et de méme pour v, on a :

1
/ '] 0| < 1w/l 2goap vl 2goap < Nullargoapllvll e goip
0

Comme H'(]0, 1[) s’injecte de fagon continue dans L>(]0, 1]), il existe une constante ¢ > 0
telle que

Vo€ 100,10, vl = max 0] < el gosy
En revenant & (?7?) on conclut que

V(u,v) € H?, la(u,v)| < ullmrgoapllollargoy + ne|ull argoap 1ol agop (43)

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire.
Il reste a établir la coercivité de a. On a :

1 1
Yo € H, a(v,v) = / (V") + nv(0)* > / (V)2 (44)
0 0
Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
V v E H, ||U||L2(]071D S CHU/HLz(]O,lD'
Yo e H, v(z) =v(1) +/ v'(t)dt,
1
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et comme v(1) =0 :

Yv € H, v(x) :/ V' (t)dtt.
1

|</ [V (¢ |dt</ |/ (t)|dt

Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) :

Puis

Vo e [0,1], [v(@)| < || r2q0,1p
et

— < ||’
[V]]oo = max [v(@)| < [[v'][ 20,17

Enfin
Vo e H, |[vll2goap < [[vllee < 191220017 (45)

ce qui est I'inégalité recherchée. Ensuite on obtient que
Vv e H, ||U||§{1(]o,1[) = ||U||2L2(]o,1[) + HU/||%2(]0,1[) < 2 HU/||%2(}0,1[)- (46)

En revenant a (?7?), on a donc

1
1
Vo€ H awo) 2 [ @) 2 510l (47)
0

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1) et
l’inégalité HUHL2(]0,1[) S ||U||H1(}0,1[) .

Yo e H, |[L)| <[ fllz2qoapllvllzgoan < I llzzqoapllvllargop

ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u de (?77?).

IT - 1) Pour tout n > 1, u, est I'unique solution de

u, € H

Vv € H, fol u, v+ nu, (0)v(0) = fol fv.

On prend v = u,, dans (??). Cela donne

1 1
/1\2 2 _
Vn, /O(un) + nu,(0) —/0 fup.

27



Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on en déduit

1
U, [ (@) 4 (07 < 1 lagoallun 2oy
0

puis par 'analogue de I'inégalité de Poincaré dans H, c’est-a-dire (?77)

1
vn, /0 (un)? + nun (0) < || Fllz2qgo,1p 1] 2o, (49)

Comme nu,(0)* > 0, (??) entraine

1
i, [ @0 = oy < W lagonl lzagoan
0
d’ou
v, Jugllr2goan < 1f112goap (50)
et par (77)
Y, unllmgoap < V2 £ llz2gop- (51)

On revient maintenant a (?77). Comme fol (u!))? > 0, cette inégalité entraine

v, nug(0)® < || fllzzqoaplludllz2qop
d’ott en utilisant (?7?)
v, 1, (0)* < || fllZ2q0.p
don 171
L%(Jo,1))
Y R0)] < —— 52
n o) < 1 (52)

2) Par (77), la suite (uy),, est bornée dans H qui est un espace de Hilbert. On peut donc
en extraire une sous-suite faiblement convergeante : il existe une sous-suite (uy))n, et il

existe u* € H et uym) — u* quand n — +oo dans H faible. Pour tout n, uy,) est solution

de :
Uap(n) cH

(53)
Yo € H, [ty v+ §(n)uyi (0)0(0) = [ fo.

Soit ¢ € C°(]0,1[). Comme ¢(1) = 0 on a ¢ € H et on peut donc prendre v = ¢ dans
(?7), ce qui donne :

v € C(10, 1)), /0 @ + ()it (0)6(0) = /0 fé

Comme ¢(0) = 0, on conclut
1 1
voe 001D, [ ue = [ fo (54)
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On peut passer a la limite quand n — +o0o0 dans le membre de gauche de 1'égalité (77)
car l'application w — fol w'¢’ est linéaire continue de H dans R et wy,) — v* quand
n — +oo dans H faible. On a

1 1
/ Uy — / (u*)'¢' quand n — +oo0.
0 0

Le passage a la limite quand n — +oo dans (?7) donne donc :

Vo € 00, 1), / (u) = / 76, (55)

Cela donne l'équation vérifiée par w*. Comme (u*) € L*(]0,1]) et f € L*(]0,1]), (??)
entraine que (u*) € H'(]0,1[) et ((u*)') = —f. D’ou u* € H*(]0,1]) et

—(u*)" = f dans L*(]0, 1[). (56)

Déterminons maintenant les conditions aux limites satisfaites par u*. Comme u* € H, on
a u*(1) = 0. Ensuite comme 'application w — w(0) est linéaire continue de H dans R et
Uy(n) — u* quand n — +oo dans H faible, on a

Uyp(n)(0) = u*(0) quand n — 4-o0. (57)
La majoration (?7) donne pour la suite extraite

< £l z2qo.1p)

V1, [ty @) (0)] (58)
¥(n)

Comme ¥ (n) — 400 quand n — 400 on déduit de (??) que

Uyp(n)(0) = 0 quand n — +o0. (59)
Par unicité de la limite, (?7?) et (??) entrainent que

u*(0) = 0.
u* vérifie donc
u* € HY(]0,1]), u*(1) =0, u*(0) =0,
(60)

Vo € C(10,1]), [, (w)¢ = [, fo.

Pour montrer que la famille entiére u,, converge faiblement vers «* dans H quand n — 400,
on va prouver qu’il existe une unique u* solution de (??). Mais attention : (??) n’est
pas une formulation variationnelle car u* et la fonction test ¢ ne sont pas dans le méme
espace. Ici

u* € Hy(]0,1]).
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On remarque toutefois que l'argument conduisant a (??) s’applique encore si on remplace
¢ € C=(]0,1]) par v € Hj(]0,1[), car v € H et v(0) = 0. On a donc

Vv € Hy(]0,1]), /Ol(u*)'v' = /Olfv

u* € Hy(]0,1[),

u* vérifie donc

Vo € H(]0,1]) fo :folfv

Remarque : il y a deuzr autres méthodes pour obtenir (??) :

- raisonnement par densité et continuité & partir de (77)

- multiplication de l’équation dans (77) par v € H}(]0,1[) et intégration par parties, ce
n’est pas formel ici

On vérifie qu’on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram a (??) (fait dans I’exercice
?? que je ne ré-écris pas). La solution du probléme (??) est donc unique.

La suite (u,), est bornée dans H séparable (car sous-espace fermé d’un espace séparable),
donc appartient & un compact pour la topologie faible. Montrons qu’elle admet une unique
valeur d’adhérence. Soit [ une valeur d’adhérence. Il existe une sous-suite (ug(n))n telle
que Ug(n) — | quand n — +o0o dans H faible. Exactement comme ci-dessus pour la suite
(Wyp(n))n, on montre que [ est solution de (??). Comme (??) posséde une unique solution
u*, on a donc [ = u*.

La suite (u,), appartenant a un compact pour la topologie faible et ayant une unique
valeur d’adhérence (faible), on a que u,, — u* dans H faible quand n — +o0.

3) u* et u, sont respectivement solutions de

u* € Hy (0, 1),

(62)
Vo € H(]0,1]) fo :folfv
et
u, € H=1{ve H(]0,1]), v(1) =0}
(63)
Yo e H, ap(un,v) = fol u, v+ nu, (0)v(0) = fol fu.
On a donc .
Vv e H, / (un — u*)'v" + nu, (0)v(0) = 0. (64)
0
Considérons

ap (Uy, — u*, Uy — u*) = /0 (un — u") (up — u*) 4+ nuy (0)(u, (0) — w*(0)). (65)
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Comme u*(0) = 0, on a nu,(0)(u,(0) — u*(0)) = nu,(0)2. Grace a (??) pour v = u,,
I'égalité (?7) devient

A (Uy, — u*, Uy — u*) = —/0 (up, — u*) (u*)". (66)

Comme w — — fol (u*)'w’ est linéaire continue de H dans R et u,, —u* — 0 dans H faible,
on peut passer a dans (?7) et on obtient :

*

ap(ty, — u* u, —u*) — 0 quand n — +o00. (67)

Par (??), pour tout n, on a a,(u, — u*, u, — u*) > 3||u, — u*||§{1(]0 1p- On déduit donc de
(??) que u,, — u* dans H fort.

O

Exercice 27. Soit f € L*(]1,2[) et n un entier strictement positif. Pour (u,v) € H}(]0, 3[)?

on pose
3 1 3 2

an(u,v):/ u/v/—l—n/ uv+n/ uv, L(v):/ fo.
0 0 2 1

1) Pour tout n > 0, montrer que la formulation variationnelle
Vo € Hi(]0,3]), an(un,v) = L(v),

posséde une unique solution u,,.

2) Montrer qu’il existe des constantes positives M; et My indépendantes de n > 0 telles
que

3 3
/(u;)2+/ u? < My, ¥Yn >0
0

0
1 3
M.
/ui—i—/ ui§—2, Vn > 0.
0 2 n

3) Vérifier qu’on peut extraire de (uy,), une sous-suite (tym))n convergeant faiblement
dans HZ(]0, 3[) vers une limite que 1'on notera u*.

Montrer que u* = 0 sur [0,1] U [2,3] et que, sur |1,2[, u* est la solution d’un probléme
aux limites que ’on déterminera.

Vérifier que la suite entiére (u,), converge faiblement vers «* quand n — +oo .

Corrigé.
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1) La formulation variationnelle & étudier est
un € Hy(0,3[)
Yo € HL(]0, 3]), f03 ul v + nfol Unv + nf;’ Upv = ff fv.

L’espace H}(]0,3[) est un espace de Hilbert (cours).

L’application a est clairement bilinéaire. Pour tout (u,v) € HE(]0, 3[)?, on a

3 1 3
MWmns/|whw+¢/hmm+n/|mw
0 0 2

3 3
a(w o) < [ ]l +20 [ Jul o
0 0

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 3[) et comme ||u|z2q03p < |[wllm1goap,
||UI||L2(]0,3[) < ||u||H1(]073D, et de méme pour v, on a :

d’ot

|a(u, v)] < (1 + 2n)|[ull 1 gosp [0l a1 o.3p

ce qui prouve la continuité de ’application bilinéaire. Pour la coercivité, on a :

vo € H2(10,3]), a(v, ) :/OS(U'>2+n/01v2+n/;v2 > /03(1/)2.

Par le corollaire de 'inégalité de Poincaré (cours), il existe une constante ¢; > 0 telle que :
Vo€ Hy(]0,3), [[V']lz2goan = cillvllargos). (69)

On a donc
Yo € Hy(]0,3]), a(v,v) > C%”U“%{l(}o,?,[))?

ce qui prouve la coercivité de a.
Finalement L est linéaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(|1,2[) et
l’inégalité ||UHL2(]0,3[) < ‘|UHH1(}073[)7 on a :

Vo € Hy(10,3]), [L()] < Iflz2quapllvllczgrey < Iflzqueplivllzzgosy < I lezquep vl e gosp

ce qui donne la continuité de L.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui donne l'existence et 1'unicité
d’une solution u, de (77)

2) On prend v = u,, dans (??). Cela donne

3 1 3 2
Vn, / (u;)2+n/ ui—i—n/ u? :/ f .
0 0 2 1
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Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on en déduit

3 1 3
Vi, / () +n / 24 / 2 < | flzzqraplnllzzquzy < 11 ze0nn lunllzzqosy (70)
0 0 2

L’inégalité de Poincaré dans H{(]0, 3[) nous donne P'existence d’une constante ¢y > 0 telle

que
Ve Hy(]0,3]), [lvllz2qosp < collv'llz2qosp-

On déduit donc de (?77) que

3 1 3
vn, / (W)’ +n / 2+ n / @2 < eoll fllizquaplledll 2oy
0 0 2

Comme nfol w2 +n [} u? >0, (77?) entraine

v, g ll72g0ap < call fllzzqrapllun 2oy

d’ou
|l z2qo,3p < call fllz2qu2p
et par (77)
[n [ 70,3 < Z—j £ 1122 q1,2p-

On revient maintenant a (?7). Comme fo?’(u;)2 > 0, cette inégalité entraine

1 3
vn, ”/ Ufﬂrn/ ud < |\ Flle2qrep 1l 2o
0 2

d’ou en utilisant (?7)

1 3
vn, ”/ U721+”/U <_||f||L2 (11,20)
0 2

e |If 1
Vi, / / 2 || ||L2(12[) 1
C1 n

d’on

(71)

(72)

(74)

3) Au vu de (??), la suite (u,), est bornée dans H(]0, 3[) qui est un espace de Hilbert.
On peut donc en extraire une sous-suite faiblement convergeante : il existe une sous-suite
(Uy(n))n et il existe u* € Hy(]0,3[) et uym) — u* quand n — +oo dans H;(]0, 3[) faible.

Pour tout n, uy ) satisfait :

3 1
Vv € Hy(]0,3]), /Ouﬁjj(n)v'%—w(n)/o Uyp(n)V + (0 /2u¢ v—/ fo.
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Considérons l'application K de Hj(]0,3[) dans L?(]0,1[) donnée par K (v) = restriction
de v a]0,1[ . K est linéaire et continue puisque

Vo € Hy(10,3)), vl 22g01p < 1ollz2gosp < 1ol osp-

Par la proposition 4.7 du cours, comme ) — v* quand n — 400 dans Hg(]0, 3[) faible,
on a Uy(y — u* quand n — +oo dans L?(]0, 1]) faible.

Par ailleurs, (??) avec n remplacé par ¢)(n) entraine, comme f;’ ui(n) >0:

C2 ||f||%2(]1,2[) 1
C1 ¥(n)
Donc uy () — 0 quand n — +oo dans L2(]0,1[) fort, et donc aussi dans L%(]0, 1[) faible.

Par unicité de la limite dans L?(]0, 1]) faible, on a u*(x) = 0 pour presque tout z €]0, 1[.
Comme u* est continue sur [0, 1], on conclut que

||U¢(n)||%2(}071[) < — 0 quand n — 400 (76)

u*(x) = 0 pour tout = € [0, 1]. (77)
Au vu de (??), on peut faire exactement le méme raisonnement sur |2, 3] et on obtient
que

u*(z) = 0 pour tout = € [2,3]. (78)

Intéressons-nous maintenant a ce qui se passe sur |1, 2[. Soit ¢ € C2°(]1,2[). Considérons

¢ :]0,3[— R donnée par

(2) = {gzﬁ(w) sil<zx<2

0 si0<z<letl<zx<2

Alors ¢ € C>(]0,3[) € HX(]0,3]). On peut donc prendre v = ¢ dans (??). Cela donne :

3 5 1 B 3 B 2
/0 U@ + (1) /0 Uy @ + () /2 Up(n)P = /1 f9. (79)

Mais ¢(z) = 0 sur [0,1] U [2,3] et ¢(z) = ¢(z) sur |1,2[. Donc (??) devient

/12 u;(n)qﬁ’ = /12 fo. (80)

L’application linéaire w — ff w'¢’ est continue de H}(]0,3[) dans R puisque pour tout
w € H(0,3]) :

2
\/1 w'¢'| < w'|| 21,2pll €'l L2120 < N9 2q12pllwllz2gosp < N0 M2z 1wl go,sp-
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Comme () — u* quand n — +oo dans H{(]0, 3]) faible, on en déduit que

/ uw(n ¢ — / ¢ quand n — +o00.
1

On peut donc passer a la limite quand n — 400 dans (??), ce qui donne :

/ (e = / o, (51)

Ici ¢ € C=(]1,2]) est quelconque. Comme (u*) € L*(]1,2[) et f € L*(]1,2[), on a (u*)" €
HY(]1,2]) et ((u*)') = —f. Dot u* € H*(]1,2]) et
u* € H*(]1,2)) — (u*)" = f dans L*(]1,2]). (82)

En ce qui concerne les conditions au limites, on déduit de (??) et (??) que u*(1) =0 et
u*(2) = 0.
u* vérifie donc
u* € H*(]1,2[), —(u*)” = f dans L*(]1,2[),
(83)

Montrons que que la suite entiére u,, converge vers u* quand n — +oo dans H{(]0, 3[)
faible. La suite (u,), est bornée dans H}(]0,3[) qui est séparable (car sous-espace fermé
d’un espace séparable). Elle appartient donc & un compact pour la topologie faible.
Montrons qu’elle admet une unique valeur d’adhérence. Soit I € Hi(]0,3[) une valeur
d’adhérence. Il existe une sous-suite (u¢(n))n telle que ug,) — | quand n — 400 dans
H{(]0,3]) faible. Exactement comme ci-dessus pour la suite (ty(n))s, on montre que

[(z) = 0 pour tout = € [0, 1] U [2, 3].

Aussi on prouve que [ est solution de (??). Montrons que (??) posséde une unique solution.
Soit v € H(]1,2[). En multipliant I'équation (??) par v et intégrant sur ]1,2[, on obtient

/ /fv (34)

Comme u* € H*(]1,2]) et v € H'(]1,2[), on peut intégrer par partie dans (?7), ce qui
donne

et comme v € Hg(]1,2]) :



Remarque : On peut aussi obtenir ce résultat en raisonnant par densité et continuité a
partir de (?7). u* est donc solution de
u* € Hy(]1,2[),
(85)
Yo e Hy(11,2), [ () = [{ fo.

On vérifie qu’on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram a (?7?) (fait dans I’exercice
?? que je ne ré-écris pas). La solution du probléme (??) est donc unique.

La valeur d’adhérence [(x) est donc uniquement déterminée sur [0,1], [2,3], et [1,2], et
égale a u*.

La suite (u,), appartenant & un compact et ayant une unique valeur d’adhérence, on a
que u, — u* dans H}(]0,3[) faible quand n — +oo.

0
Optimisation

Exercice 28. Soit £ = H'(]0, 1[). Etudier la différentiabilité de

() = /0 ().

Corrigé. On a

1 1 1 1 1
J(u+v):/ (u+v)3:/ u3+3/ u21)+3/ uv2+/ VP, (86)
0 0 0 0 0

Le second terme dans (?7?) est linéaire par rapport a v et continu car u? est continue sur
[0, 1], donc de carré intégrable sur [0, 1] (écrire les majorations déja souvent faites).

On pose
1 1
€(v) :3/ uv2+/ V3. (87)
0 0

le(v)] < 3llull L goapllvlFeqop + N0llzegorp (88)

Par I'injection continue de Sobolev H'(0, 1[) = L>(]0,1), il existe une constante c¢; > 0
telle que pour tout v € H'(0,1[), on a

On a

[v][£<qo,ip < eillvllmgoap

On déduit donc de (?77) que
le(v)] < 3eillullz=qo.ap 017 goap + cllv iz goap
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D’oul en revenant a (?77?)

le(v)]

o]l 10,1

Exercice 29. Soit f € L*(]0, 1[).
1) Vérifier que
K ={ve H'(]0,1]), v(0) > 0,v(1) > 0}

est un cone convexe fermé de sommet 0.
2) On considére

J(v) = 5/0 [V (z)? + v(z)? ]dx —/0 f(x)v(z) dx.

Vérifier qu’il existe u € K unique tel que J(u) = inf,cx J(v).
3) Montrer que u vérifie :

ue K,

[ (@) () da + fol u(x)v(x)dr — fol f(x)v(x)de >0, Yve K

0

Jy o (@) + [ ue)de — [} f(a)u(z)dz = 0.

Est-ce que ce probléme admet une unique solution ?
4) Montrer que u € H%(]0,1[) et vérifie

—u" +u = f dans L*(]0, 1]),
u(0) >0,4/(0) <0, u(0)u'(0) =0
u(l) >0,4/(1) >0, u(l)u'(1) =0.

Corrigé.

S 3C%HU’HL°°(]0,1D||U||Hl(]0,1[) -+ c?HU”?‘[l(]U,lD — O quand HUHHl(}O,lD — +00

O

(89)

1) K est bien convexe car pour tout (u,v) € K% et ¢ € [0, 1], comme u(0) > 0, u(1) > 0,

v(0) > 0et v(l) >0, 0na

tu(0) + (1 — t)v(0) > 0 et tu(l) + (1 —t)v(1) > 0,

d'ot tu + (1 — t)v € K. De plus si A est un réel positif et v € K, alors Av € K puisque

Av(0) > 0 et Av(1) > 0.

Il reste & montrer que K est fermé. Soit (v,,), une suite de K telle qu’il existe v € H'(]
et v, — v quand n — +oo dans H'(]0, 1[). Alors, par le cours, v,(0) — v(0) et v,(
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v(1) quand n — +oo. Les inégalités, Vn, v,(0) > 0, v,(1) > 0 entrainent donc v(0) > 0
et v(1) > 0 par passage a la limite, et donc v € K.

2) L’espace H'(]0,1]) est un espace de Hilbert (cours). Introduisons

a(u,v)zfolu'(x)v’(x)dx+/ol w(@)o(z)dz, Lv /f

Alors (u,v) — a(u,v) est le produit scalaire dans H'(]0, 1[) donc a est bilinéaire, continue,
coercive et symétrique (ou alors on reprend les arguments classiques déja faits dans beau-
coup d’exercices). De plus L est linéaire continue (déja fait dans beaucoup d’exercices).
Enfin on a vu dans la question 1, que K est convexe fermé non vide (0 € K). De plus J
donnée par (?7?) s’écrit

1
J(v) = éa(v, v) — L(v).
Le résultat du cours sur les fonctionnelles quadratiques s’applique donc et il existe u € K
unique tel que J(u) = inf,cx J(v).

3) D’apreés le résultat du cours sur les fonctionnelles quadratiques, comme K est un cone
convexe fermé de sommet 0, u est caractérisé par

ue kK
Vv e K, fol u'v' + fol u — fol fo>0 (90)

fol(u’)2 it fol u? — fol fu=0.

Comme (?7) est équivalent au probléme d’optimisation car K et J sont convexes, et que le
probléme d’optimisation posséde une unique solution, (??) posséde une unique solution.

4) On note que si ¢ € C°(]0,1[) alors ¢ € K car ¢(0) = ¢(1) = 0. On peut donc prendre
¢ € C°(]0,1]) dans 'inégalité de (??), ce qui donne :

/Olu’¢'+/01u¢—/olf¢zo

Mais on a aussi —¢ € K de sorte que

/Olu’¢’+/01u¢—/olf¢so
/u¢+/u¢ /f¢—0

pour tout ¢ € C°(]0,1[). Ici comme u' € L?(]0,1[) et u — f € L*(]0,1[), on obtient que
u' € H'(]0,1]) et et (v') =u — f. D’ou, comme u E H'(]0,1]), uw € H*(]0, 1]) et

d’otll finalement

—u” +u = f dans L*(]0, 1]). (91)
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Il reste a déterminer des conditions aux bornes de l'intervalle. Comme u € K, on a
u(0) > 0 et u(1) > 0. Soit v € K quelconque. Comme u € H?(]0, 1[), on peut intégrer par
partie le premier terme dans l'inégalité de (?77?), ce qui donne :

o € K, / “d u— flo+d (Do(1) — o (0)0(0) > 0

et en utilisant (?7)
Vo e K, u/'(1)v(1) — u/'(0)v(0) > 0. (92)

Pour v(x) = = qui appartient & K, (??) donne
u'(1) >0 (93)
et pour v(z) = 1 — x qui appartient aussi a K,
u'(0) < 0. (94)
On peut aussi faire une intégration par partie dans I’égalité de (?7), ce qui donne :
u'(1)u(1l) = u'(0)u(0).

Auvude (??) et (?7), on a

d’on

Exercice 30. Soit f € L?(]0,1[). Pour v € H}(]0,1]) on définit

J(U)Z%/O ()da:+/ 4dx—/f

1) Vérifier que J est strictement convexe sur H}(]0, 1[).
2) Montrer que, dans Hg(]0, 1[), on a limjy) , 400 J(v) = F-00.
3) Montrer que J est différentiable sur H}(]0, 1[) et déterminer sa différentielle.

4) Vérifier qu'il existe u € H}(]0,1[) unique tel que J(u) = inf e 1o,y J (v)-
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5) Montrer que u vérifie :

Vv € Hj(]o, 1)), /0 u' (z)v' (x)dx +/0 u(z)v(z)dr — /0 f(x)v(z)dz = 0.

6) Montrer que u € H?(]0,1[) et vérifie

—u”" +u? = f dans L*(]0, 1])

Est-ce que ce probléme admet une unique solution ?

Corrigé.

1) On écrit
J() = Jv) + J*(v) + J*(v)

JH(v) = %/01@')2, J2(v) :;1/01”47 T3(v) :—/Olfv.

a(u,v) = /01 o' (z)v' (x)dz.

Alors J'(v) = 3a(v,v) et a est bilinéaire, continue, coercive et symétrique sur 4 (]0, 1[)?(on

reprend des arguments déja faits dans d’autres exercices). En particulier, il existe oo > 0
tel que

avec

Soit

Yo € Hy(]0,1]), a(v,v) > allv|[Fige.p- (95)
Par le cours, J! est donc strictement convexe sur H}(]0, 1[).

Ensuite J? s’écrit A
s

1
J*(v) = / g(v(x))dz, avec g(s) = R
0
On a ¢"(s) = 3s*> > 0 pour tout s € R, donc g est convexe. Il en résulte que J? est
convexe.
Enfin J3 est linéaire donc convexe.

La fonctionnelle J, somme d’une fonctionnelle strictement convexe et de deux fonction-
nelles convexes, est donc strictement convexe.

2) On remarque que, pour tout v dans HJ(]0,1[), on a J*(v) > 0. Il en résulte que

o € HI(0, 1), J(v) > % /0 o' () 2dz — /0 F2)o(z) dz.
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Gréce a (77?)

vo € HA0,1]), J() > allolmgon - / f(@)o(z) da.

Ensuite grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1) :

1
Yo € Hy(]0,1]), |/ f@)v(@)] < ([ fllzzqopllvlizgoan < I fllzzqo,pllol e o
0
On en déduit

Yo € Hy(10,1[), J(v) = allvllingory — £ lz2goap vl goap-

D’ou
J(v) = +oc quand ||| g1 0.1 — +00, avec v € Hy(]0, 1]).

3) Par le cours, comme a est bilinéaire, symétrique et continue, J! est différentiable et

1
DJ}(v) = / u'v'.
0
Comme g est de classe C?, J? est différentiable et

1
DJ?L(U):/ utv.
0

Enfin, comme J? est linéaire continue, J? est différentiable et

DIW) = - /0 o

La fonctionnelle J est donc différentiable et

1 1 1
DJ,(v) :/ u'v'—l—/ utv —/ fo.
0 0 0

4) Hy(]0,1]) est un espace de Hilbert. La fonctionnelle J est continue (car différentiable)
et strictement convexe. Enfin, dans H;(]0,1[), on a L —— J(v) = +o0. Le théo-
réme du cours garantit que J posséde un unique point de minimum global sur H}(]0, 1[)
que ’on note wu.

5) Comme J est convexe, u est point de minimum global de J sur H si et seulement si
I’équation d’Euler est satisfaite, c¢’est-a-dire si et seulement si D.J, = 0 ce qui donne ici :
u € Hy(]0, 1))

{ Vv € Hy(]0,1]), 01 u'v' + fol udv — fol fv=0. (96)
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6) On peut prendre ¢ € C°(]0,1[) € Hg(]0,1[) dans (?7). Cela donne :

1 1 1
V¢605°(]0,1[>,/0u’¢’+/0 u%s—/o fo=0.
ou 1 1
voe (01D, [ o= [ [r-uo-o

Ici v’ € L*(]0,1]). Aussi f € L*(]0,1[) et u* € C(]0,1]) donc v* € L*(]0, 1]). Par définition
de H'(]0,1]), on en déduit que v’ € H(]0,1]) et et (v/) = u® — f. D’ou, comme u €
H'(]0,1[), w € H?(]0, 1[) et

—u” +u® = f dans L*(]0, 1]).
Enfin v € H}(]0,1]), donc u(0) = u(1) = 0. u est donc solution du probléme aux limites

w e H2(0, 1) (VH(0, 1)),
(97)
— 4w = f dans L2(]0, 1]).

On a donc montré que si u satisfait (77), alors u satisfait (??). Montrons que la réciproque
est vraie. Soit u solution de (??). On peut multiplier I’équation par v € H}(]0,1[) et
intégrer sur |0, 1[. On obtient

1 1 1
—/ u"v+ / uv = / fv dans L*(]0, 1]).
0 0 0

Comme u € H%(]0,1[) et v € H'(]0,1[), on peut intégrer par partie, ce qui donne

/Olu'vf_u'u)vu) +u/(0)0(0) + /0 R /0 fv dans LX(0, 1))

et donc (??) comme v(1) = v(0) = 0.
Les problémes (?7?) et (?77) sont donc équivalents. On a déja noté que (??) est équivalent
au probléme de minimisation

{ u € Hy(]0, 1)
J(u) = infueHg(]o,l[) J(v)

qui posséde une unique solution par la question 4. Donc (?7?) posséde une unique solution.

4
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Exercice 31. Soit f € L%*(]0, 1[). Pour v € H}(]0, 1]) on définit
1 1 1 1 1 1 1
J(v) = —/ v (x)*dx + —/ v(x)bdr — —/ v(:z:)4dx—/ f(z)v(z) dx.
2 Jo 6 Jo 4 Jo 0

1) Montrer que, dans H;(]0,1[), on a limyy|, , 40 J(v) = +00.
2) Montrer que J est continue sur Hj(]0, 1]).
3) Veérifier qu'il existe u € Hy(]0, 1[) tel que J(u) = min,e gz 0,1y J(v)-

Indication : On pourra considérer une suite (u,) de Hy(]0,1]) telle que

J(u,) — inf  J(v).

veH(]0,1])

a) Vérifier que la suite (uy), est bornée dans Hj(]0,1[). En extraire une sous-suite (Up(n))n
convergeant vers u dans H}(]0,1[) faible.
b) Montrer que J(u) < liminf, J(ug) ; on pourra introduire

1

hw) =5 /Olv’(x)2dm + é /Olv(x)ﬁdx - /01 F@)o(a) da

et
Jo(v) = _i/o v(x)*dz.

On admettra que, si une suite (vy,), converge vers v dans H'(]0,1[) faible, alors (v,),
converge vers v dans L*(]0,1[) fort

4) Quel est le probléme aux limites vérifié par u ?

Corrigé.
1) On écrit
J() = J'(v) + J*(v) + J*(v)

Jl(v):%/ol(v’)Q, J%@:%/J&-i/olv{ J3(v):—/01fv.

a(u, v) = /O (@) (2)d

Alors J'(v) = ja(u,v) et a est bilinéaire, continue, coercive sur Hj(]0, 1[)*(on reprend

des arguments déja faits dans d’autres exercices). En particulier, il existe « > 0 tel que

avec

Soit

Yo € Hy(10,1]), a(v,v) > allvl[Fige.p- (98)
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Ensuite J? s’écrit
6

J*(v) = /0 g(v(x))dz, avec g(s) = % T

Comme ¢(s) — +o0o quand s — +00 et que g est continue, g est minorée sur R
I8 € R, Vs € R, g(s) > 8

ce qui entraine

vo € HA(0,1]), J2(v) = A
On en conclut que

Yo e Hy(10,1]), J(v) > allvllzngo + 8 = Ifllzqoap vl gop- (99)

D’ou
J(v) — 400 quand ||v|| 1oy — +00, avec v € Hy(]0, 1]).

2) On a
1 1112 1 6 1 4 !
J(v) = 5”” HLQ(}O,l[) + EHUHLﬁ(}O,l[) - ZHUHL‘l(}O,l[) - ; fv. (100)

Les différentes normes dans (??7) dépendent contintiment de v dans H}(]0, 1[) car I'appli-
cation v — v’ est continue de H{(]0,1[) dans L*(]0, 1[) et

Hy (10, 1[) = L>(J0, 1) = L°(]0, 1) = L*(J0, 1])

(injections continues). Ceci entraine la continuité de J par composition d’applications
continues.

3) On peut noter que l'inégalité (??) entraine que J est minorée sur Hg(]0,1[), donc
invaHé(]O,l[) J(U) =deR.
Pour tout n il existe u, € H(]0, 1[) tel que d < J(u,) < d+ 1. La suite (u,), ainsi définie
vérifie :

J(u,) »>d= inf J(v) € R quand n — +o0. (101)

veH}(]0,1])

On note que J(0) = 0 et inf e 71 (j0,17) J(v) < 0.Comme, dans H;(]0, 1[), )y 400 (V) =
400, il existe R > 0 tel que

Vo € Hy(]0,1]) tels que |[v]|g1goap > R, ona J(v) > 1.

Alors (77) entraine que J(u,) — d < 0 donc |uy,|| 10,1y < R pour n assez grand.la suite
(u,) est bornée dans H{(]0,1[) (démonstration similaire au cours).
On peut donc en extraire une sous-suite (te(n) ), convergeant faiblement vers u € Hg(]0, 1]).
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Introduisons

Ji(v) = %/01 V' (z)dx + é /01 v(x)’dx — /01 f(z)v(x) dx

et
Jo(v) = _i/o v(z)tde.

Alors J; est convexe continue (analogue a I'exercice ?7). Donc par le cours

Ji(u) < liminf Ji (upm))

n——+0oo

(102)

La suite (uy(n)), converge fortement vers u dans L*(]0, 1) (I'injection de H(]0,1[) dans

L*(]0,1[) est compacte). Il en résulte que

1 1
S2(tp(n) = —Z—lH%(n)”iél(]o,u) - —Z||U||4L4(}o,1[) = J2(u) quand n — +o0

On déduit de (??7) et (??7) que

J(u) = Ji(u) + Jo(u) < lUminf Jy (uppy) + Hm Jo(upm)) < liminf J(upe))

n—+oo n—+00 n—r+00
Comme, par (?7), J(uum))) — infyemiop J/(v), on conclut que

Ju) < inf  J(v)
veH(]0,1])

Donc u € H}(]0,1[) est un point de minimum global de J sur Hg(]0, 1[).

4) Analogue a l'exercice ?7. Le minimum global u vérifie D.J, = 0
u € H2(]0, 1[) N Hy (J0, 1)),
—u" + v’ —u® = f dans L*(]0, 1]).

mais la solution de ce probléme n’est pas a priori unique.
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