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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

1.1 Définitions. Propriétés élémentaires

Soit H un espace vectoriel sur R.
Définition 1.1 On appelle produit scalaire sur H toute application a : H x H — R bilinéaire,
symétrique et définie positive.

Remarque. On notera souvent a(u,v) = (u,v).

Propriétés
e L’application ||u|| = (u,u)"/? définit une norme sur H.
e Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vu,v € H, |(u,v)| < ||ul|||v].
e Identité du parallélogramme : Yu,v € H,

U+, u—v., 1 9 9
I + R = 5 (o)
Définition 1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u,v)
et qui est complet pour la norme associée ||u|| = (u,u)'/?.

Dans toute la suite, H désignera un espace de Hilbert.

Proposition 1.3 Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert
(muni du produit scalaire induit).

Exemple fondamental

Soit 2 ouvert de RY. L’espace

L*(Q) = {f, f : © = R mesurable et t.q. / f(z)*dz < +o0}
Q

muni du produit scalaire :
(F.9) = [ stz
Q

est un espace de Hilbert. La norme associée

171 = ( [ 7P ) "

est la norme de la convergence en moyenne quadratique.



1.2 Projection sur un ensemble convexe fermé

Définition 1.4 Soit K C H. On dit que K est convexe si et seulement si :
Y(u,v) € K* VYt €1[0,1], tu+ (1 —t)v € K.

Théoréme 1.5 (théoréme de la projection). Soit H espace de Hilbert et K C H un ensemble
convexe, fermé, non vide. Alors pour tout h € H il existe un unique élément u € K vérifiant :

||h — u|| = min ||h — v]|.
vEK

On note u = Pg(h) = projection de h sur K.

Démonstration.

Etape 1. Introduction d’une suite minimisante. On introduit une suite minimisante, c’est-
a~dire une suite (u,), d’éléments de K telle que

dp = [[h —up| — d = in}f(J(v), quand n — +o0.
vE

Etape 2. Convergence de la suite. On montre que (u,), est une suite de Cauchy en appliquant
I'inégalité du parallélogramme a h — u, et h — u, :
Up + Uqg 2+

— U
5 + 2 ———*= (\|h—up!|2+|\h—uqH2)-

1h —
Comme K est convexe on a 21 € K et ||h — “22%¢|| > d. Donc

—Uu
1= S <

(df7 —I—dg) —d* = 0 quand p,q — 400

l\')l»—l

Etape 3. Comme H est complet et K fermé, Ju € K, u,, — u quand n — +oo et ||h — ul| = d.
Etape 4 : unicité. Si le minimum de J est atteint en deux points u; # ug, on a 32 € K et

2

d’ou la contradiction.

|h — 12+ d? < d?

U2
= 222 + (IIh—u1||2+||h—u2H2) =

Caractérisation de la projection

Théoréme 1.6 Sous les hypothéses du théoréme 1.5, on a la caractérisation suivante :
ue kK
= Px(h
Y K(><:>{V’UEK, (h —u,v—u) <0.
Cas particulier d’un sous-espace vectoriel fermé

Proposition 1.7 (i) Pk est linéaire si et seulement si K est un sous-espace vectoriel fermé.
(i1) Soit M un sous-espace vectoriel fermé. Alors

ue M
uPM(h)ﬁ{ (h—u,v) =0, Yo € M.
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Corollaire 1.8 Soit M un sous-espace vectoriel fermé. Alors H = M @ M+*.

Caractérisation du dual d’un espace de Hilbert

Le dual (topologique) d'un espace vectoriel normé E' est défini par :
E'=L(E,R) ={L: E — R lineaire et continue}.

On le munit de la norme : |L( )
v
1l = o0 S

Théoréme 1.9 (théoréeme de Riesz). Soient un espace de Hilbert H et L € H'. Alors il existe

u € H unique tel que :
Yoe H, L(v)= (u,v).

De plus, on a | il = |lul.

1.3 Bases hilbertiennes et espaces séparables

Bases hilbertiennes

Définition 1.10 On appelle base hilbertienne une suite (e,,) d’éléments de H telle que

(Z) Vm, n, (Gm, en) = 5m,n;
(i) L’espace vectoriel engendré par les (e,,) est dense dans H.

L’espace vectoriel engendré pas les (e,,), noté F', est défini comme ’ensemble des combinaisons
linéaires (finies) d’éléments de la suite (e,) :

F ={a,3 X\, € R tous nuls sauf un nombre fini tels que a = Z Anén} (1.3.1)

n=1
F=H<<Yuc€ H3a, € F tel que a, — u quand n — +o0}.

Théoréme 1.11 On suppose que (e,) est une base hilbertienne de H. Soit w € H et Vn > 1,
Uy = (U, €n)e,. AlorsVu € H on a :

(i) u=">3"" (u,e,)e,, cest-a-dire u = limy_, 4 <ZZ:1(U= en)en> ,
(ii) |ul|* =307 (u,e,)? (égalité de Parseval).

Réciproquement, (o), dans R telle que Y o a2 < 400, alors la série Y oo aye, converge vers
un élément uw € H et on a o, = (u,e,).

Démonstration. Notons Sy = ZZZI Pg, ou Pg, désigne la projection sur le droite engendrée par
en; Sk est une application linéaire et continue de H dans H. Soit ©w € H ; on a

1Sk (w)|* = Z [ (1.3.2)



D’autre part, dit & la caractérisation de la projection, (u,u,) = ||u,||*>. Donc par sommation
(u, Sp(u)) = [[Sk(u)||* d’on
[Sk(w)]] < lull-

Soit F I’espace vectoriel engendré par les e,. Comme F = H,
Ve >0, Jue F, ||lu—1u|] <e.

On a @ =v; + ... +v;,. Donc,
ko, Vk > ko, Sk(u) = a.

De plus, ||Sk(u) — Sk(u)|| < |Ju — ul|. Donc, pour k > ko,
1Sk (u) = ull < [[Sk(u) = Se(@)|| + flu — ul] < 2[ju —ul| < 2e.
On a donc bien montré que limy_,, o Spu = u.

Finalement, en passant a la limite quand k — +oo dans (1.3.2), on obtient [lul|* = >7°7, [Jun |

La démonstration de la réciproque est laissée a titre d’exercice.
O

Espaces séparables

Définition 1.12 On dit qu’un espace vectoriel normé I est séparable s’il existe un sous-ensemble
D C E dénombrable tel que D = FE.

Proposition 1.13 Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace séparable est séparable.

Exemple. L’espace L?(Q2), Q C RY, est séparable.
Soit (R;); la famille dénombrable des pavés R de la forme R = 115, Jag, b[, ax, b € Q et R C Q.
L’espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions yp, est dénombrable et dense dans L?(€2).

Théoréme 1.14 Un espace de Hilbert est séparable si et seulement si il admet une base hilber-
tienne.

Exemples de bases hilbertiennes

H = 12(0,2])
- base : %, \/L;sin(nx), \/L; cos(nzx), n > 1;
- base : ——, = Yy, n>1;

- base : \/L;sin(%), n>1.

1.4 Equations variationnelles et théoréme de Lax-Milgram

Soit @ : H x H — R une forme bilinéaire. Alors a est continue si et seulement s’il existe une
constante M telle que, V(u,v) € H?, |a(u,v)| < M|ull|v].

Définition 1.15 On dit qu’une forme bilinéaire a : H x H — R est coercive s’il existe une
constante o > 0 telle que, Vv € H, a(v,v) > aflv]?.



Théoréme 1.16 (théoréme de Lax-Milgram). Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue, coercive
et soit L € H'. Alors le probléme

Trouver w € H tel que Vv € H a(u,v) = L(v)

admet une unique solution.
De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par la propriété

ue H et J(u) = {)%1151 J(v) avec J(v) = %a(v,v) — L(v).



Chapitre 2

Espaces LF

Dans ce chapitre, Q désigne un ouvert non vide de RV, N > 1.

2.1 Définitions et premiéres propriétés.

Définition 2.1 Soit un réel p > 1. On dit que f € LP(2) si f: Q — R (mesurable) vérifie
/Q |f(x)|Pdx < +o0.
On dit que f € L®(Q) si f est mesurable et 3 C t.q. |f(x)] < C p.p.
Pour f € £P(Q),1 < p < 0o, on note
£l = ([ 1@ do)?.

Pour f € L*(£2), on note
[flloe = nf{C; |f(2)] < C p.p.}.

On montre que || f||« est le plus petit majorant p.p. et on 'appelle borne supérieure essentielle de

I3

Inégalité de Holder

Pour 1 < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugé de p, c’est-a-dire :

Théoréme 2.2 (Inégalité de Holder).Soient f € LP(Q) et g € LY (Q). Alors fg € LY(Q) et
[ 1gsl <151l

Remarque. Soient p > 1,¢ > 1,7 > 1l avec 1 = %—i—é. SifeLP(Q)etge L1N)alors fg e LT(Q)
et
1fgllr < [ fllollgllq-



Espace vectoriel et norme

Pour 1 < p < oo, LP(Q) est un espace vectoriel. L’application f — || f]|, est une semi-norme mais
ce n’est pas une norme car

|fll,=0 <= f=0p.p.

On note LP(Q2) I'espace des classes d’équivalence de fonctions de £P(€2) pour la relation d’équiva-
lence f = g p.p.. L’application f — || f||, est une norme sur L”(Q2).

Quand p = 2, application
(f.9) = / fg
Q
définit un produit scalaire sur L*(9).

2.2 Principales propriétés

2.2.1 Complétude. Séparabilité.

Théoréme 2.3 Pour1 < p < co, LP(Q) est un espace de Banach ; L*()) est un espace de Hilbert.
De plus, pour 1 < p < oo, LP(2) est séparable.

2.2.2 Convergence dans L”({2) et convergence p.p.

La convergence dans LP(§2) pour 1 < p < oo n’entraine pas la convergence p.p.

Il existe des suites (f,), convergeant dans LP(€2) telles que, pour tout = € Q, la suite (f,,(x)),
diverge. C’est le cas de la suite de fonctions définies sur [0, 1] de la fagon suivante : on subdivise
de fagon successive [0, 1] en p intervalles de longueur 1/p, p croissant, et on considére les fonctions
caractéristiques des différents sous-intervalles :

fi= X[o0,1]> f2= AESIE fa= X[o,é]»f4 = Xi.%)p fs = X(2.1) fo = X[0,41> fr= X415 fs = X[4,3]) -

1 11
3 12
Par contre la convergence dans LP(£2) entraine la convergence p.p. d’une suite extraite.

Théoréme 2.4 Soit 1 < p < co. Soit (fn), une suite convergeant vers f dans LP(Q). Alors il
existe une sous-suite (fgo(n))n convergeant p.p.vers f.

2.2.3 Comparaison entre les espaces L”

Théoréme 2.5 Supposons Q borné et soit 1 < p < g < +oo. Alors on a
L>(Q) C LY(Q) C LP(Q) C L'(Q). (2.2.1)
De plus il existe une constante ¢ dépendant de p et q telle que
vfe LU, |1fll, < cllflly- (2.2.2)
La propriété (2.2.2) signifie que les injections dans (2.2.1) sont continues. On note

L>®(Q) — LY(Q) — LP(Q) — LY().

10



2.2.4 Résultat de densité

On considére Pespace C(2) = C°(Q) = {f : Q@ — R continue}. Pour f € C(Q), on définit le
support de f par

Supp f = {z € Q, f(z) # 0},

¢’est-a-dire :
Supp f = {z € RY | 3z, € Qavec f(z,)#0t.q. v, — x, quand n — +oo (dans RV)}.

Définition 2.6 On dit que f € C(Q) est a support compact dans §2 si Supp f C £ et Supp f est
un ensemble borné.

Pour f a support compact dans €2, 'ensemble Supp f est un compact inclus dans 'ouvert 2. La
distance entre Supp f et le complémentaire de €2, égale & inf,cgupp fvec |4 —v||ry, est strictement
positive. Par exemple, si f € C.(]a,b]), avec a < b réels, il existe a < ¢ < d < b tels que
Supp f C [¢,d] Cla,b]. On a f =0 sur |a, ] U [c, b].

On note
C.(2) ={f € C(Q2) a support compact dans Q}.

Si f € C.(2), alors f est bornée et f € L1().
On considére aussi les espaces :
C™(Q) ={f:Q— Rdeclasse C"}, mentier > 1, et C*(Q) = Ny>0C™ ()
et

Cl'(Q) =C.(2)NC™(Q), mentier > 1, et CZ(Q) =C.(Q)NCZ(Q) =D(N).

On s’intéresse a 'existence de fonctions dans C2°(€2).

Exemple. La fonction

0 sinon

O

appartient a C2°(R).

Proposition 2.7 Soit o € Q et R > 0 tels que la boule fermée B(xy, R) de centre xo et de rayon
R soit contenue dans Q. Alors il existe ¢ € C°(2), ¢ # 0, vérifiant Supp ¢ C B(xg, R).

Pour 1 < p < 00, les fonctions de £P(2) peuvent étre approchées par des fonctions C* & support
compact, comme énoncé dans le résultat suivant.

Théoréme 2.8 Soit 1 < p < co. Pour tout f € LP(QY), il existe une suite ¢, € C°(Q) telle que
|lén — fll, = 0, quand n — +oc.

On voit facilement que ce résultat est faux dans £2(€2)

11



2.2.5 Un résultat fondamental

Fonctions localement intégrables

Définition 2.9 On dit que f :  — R est localement intégrable sur Q si f € LY(K) pour tout

K C Q fermé et borné. On note L},.() Uespace des fonctions localement intégrables sur Q.

On note L},.(2) l'espace des classes de fonctions localement intégrables pour la relation d’équiva-

lence f =g p.p.

Pour 1 <p < oo, ona LP(Q) C L} ().

loc

Vers la notion de dérivée faible

Soit f € L,.(Q) et ¢ € C.(Q). Alors fo € L1(N).

Théoréme 2.10 Soit f € L} (Q) telle que

/Q F@)b(x)dz = 0, Yo € C(Q). (2.2.3)

Alors f =0, ou f(z) = 0 pour presque tout z € S).

Démonstration. On fait la démonstration pour f € L*(Q). Par le théoréme 2.8, il existe une suite
on € C°(Q) telle que
|¢n = fll2 = 0, quand n — +o0. (2.2.4)

On peut prendre ¢ = ¢, dans (2.2.3), ce qui donne

Vn, /Qf(q:)gbn(x)dxzo. (2.2.5)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*((Q) :

| / F ()b () dir — / f(@)?de| = | / F@)(6ul(2) — F(@))dz] < | Flellén — Fllo

Grace a (2.2.4), il en résulte que

/ f(z)pn(x)dr — / f(z)*dx quand n — +oo.
Q Q

Au vu de (2.2.5), on en déduit que

/ f(z)*dr = 0 quand n — 400
Q

D’ot, comme f(z)%* >0, f(x)? = 0 pour presque tout z € 2, c’est-a-dire f=0.

12



Corollaire 2.11 Soit f € L. () telle que

/ f(z)p(x)dx =0, V¢ € C°(R) tel que / ¢(x)dx = 0. (2.2.6)
Q Q

Alors, il existe ¢ € R telle que f(x) = ¢ pour presque tout x € €.

Démonstration. Soit 6 € C2°(§2) telle que

/ O(z)dr = 1.
Q
Pour ¢ € C°(2) quelconque, on introduit la décomposition
o) = ola) = 0(a) [ Slayto+6(o) [ ot

Alors
wmw—mw—ﬂuyé¢wwx (2.2.7)

appartient a C2°(£2) et est & moyenne nulle. Done, par 'hypothése (2.2.6),
[ #@ytaydz =0
Q

En revenant a la définition (2.2.7) de 1, cela donne

/Q [f(:v) - /Q f(y)H(y)dy} é(z)dx = 0.

Posons ¢ = [, f(y)0(y)dy. Comme ¢ € CZ°(2) est quelconque, on peut appliquer le théoréme 2.10
a f(z) —c. On obtient que f(z) = ¢ pour presque tout x € €.

O

2.2.6 Dual de LP(Q).

Dual de LP(Q2) pour 1 < p < oo

Théoréme 2.12 Soit 1 < p < oo et soit L € (LP()). Alors il existe @i € LP (Q) unique tel que

vier@), L) = [uf

Q

De plus on a ||L||zry = |G-

Le théoréme 2.12 exprime que toute forme linéaire sur LP()) avec 1 < p < oo se représente a
partir d’un élément de Lp'(Q). De plus 'application L + @ est une isométrie qui permet d’identifier

(LP(Q)) et LP (). On écrit L¥ (Q) = (LP(Q))".

Au sujet de L'(Q) et de L>(Q)

13



Théoréme 2.13 Soit L € (L'(Q)). Alors il existe u € L>(Q)) unique tel que
vier @, L) = [ us
Q
On a de plus || L||z1y = [|@]co-
Le théoréme 2.13 affirme que toute forme linéaire sur L'(2) se représente a partir d’un élément de
L>(Q). De plus l'application L + @ est une isométrie qui permet d’identifier (L'(Q)) et L>(£2).
On écrit L>=(Q) = (LY(Q)).

Attention. Le dual de L*°(Q) ne s’identifie pas a L'(Q).

14



Chapitre 3

Espaces de Sobolev en dimension un et
formulations variationnelles

3.1 Dérivées faibles

Soit I =|a,b| ,—00 < a < b < 400 un intervalle ouvert de R borné ou non.

Définition 3.1 On dit que u € L} (I) est dérivable au sens faible s’il existe © € L) (I) tel que :

loc loc

b b
Vo € c(I), /ugb/:—/ vo. (3.1.1)

Proposition 3.2 Siu € Lj,.(I) est dérivable au sens faible, alors il existe un unique v € L}, (I)

satisfaisant (3.1.1). On dit que ¥ est la dérivée faible de U et on note © = @'.

Démonstration. Supposons que deux fonctions vy et vy de £},.(I) vérifient :

Vo € C(I), /abu¢’:—/abv1¢:—/abvg¢.

Alors, Vo € C(1), ff(vl —v9)¢ = 0 et, grace au théoréme 2.10, 0, = 0s.

3.1.1 Exemples importants.

Proposition 3.3 Soit u € C*(I). Alors @ est dérivable au sens faible et @' = u' ot v désigne la
dériwée usuelle de .

Démonstration. On remarque d’abord que @ € L}, (I). Soit ¢ € C>(I) quelconque. Alors il existe

loc
¢ < d tels que Supp ¢ C [¢,d] Cla,b[. On a alors aussi Supp ¢’ C [, d] de sorte que fab ug = fcd ug'.
Comme u et ¢ sont de classe C! sur le compact [c, d], une intégration par parties donne
b d d
[ud = [uo == [ o u@otd) - ule)sc).

Comme la fonction ¢ est nulle hors de ¢, d[, on conclue que

/abugb’: —/abu’gb.

15



Comme v’ € C(I) C L}, (I), on obtient que @ est dérivable au sens faible et que sa dérivée faible
est la classe d’équivalence de la fonction dérivée u’.
O

Proposition 3.4 Soit u € C°(I) tel que 3 ag = a < a1 < ... < ay11 = b tel que Vi € {0,...,n},
u € Ct(Jay, aiy1]). Soit v: I — R vérifiant v(z) = u/(x) Vx € |a;, a;41[, Vi € {0,...,n}. On suppose
que © € L} (I). Alors @ est dérivable au sens faible et u' = v.

loc
Démonstration. Laissée en exercice.

L’exemple suivant est fondamental pour toute la suite.

Proposition 3.5 Soit v € L}, .(I) et « € I. On pose

loc

u(z) —/ v(t)dt, Vr e l.
Alors @ est dérivable au sens faible et @' = .
Démonstration. On suppose pour simplifier I =|0,1[, o € L'(]0,1]), et @ = 0. Le cas général est
un peu plus technique a écrire (exercice).
La fonction u(z) = [; v(t)dt est continue sur ]0,1[ donc localement intégrable sur J0, 1] (exer-

cice).
Soit ¢ € C°(]0, 1[) quelconque. On a

/01 u = /01< | oo i

Attention : on ne peut pas faire d’intégration par parties car u n’est pas de classe C'.
On va utiliser le théoréme de Fubini. On a

/01(/0mv(t)dt)¢'(x)dx = /01(/01 V(t) X o) (£)dE)& () dz.

La fonction (z,t) — v(t)x[0,2]¢' () est intégrable sur |0, 1[x]0, 1| car

/0 / [0(t) (o[ ()t < ( / 1¢/(2)da) / fo(t)|dt) < +oo.

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini & cette fonction et I'interversion des signes somme

o /ol< | vt - / ) iy = - / vetnd

Comme v € £}, (I), les conclusions de la proposition en découlent aussitot.
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3.1.2 Reésolution de @’ = f.

Proposition 3.6 Soit & € L} (I) a dérivée faible @' = 0. Alors, il existe ¢ € R tel que u(x) = ¢
pour presque tout x € I.

Démonstration. L’hypothése @' = 0 signifie

b
Vo € C(1), / ug’ = 0. (3.1.2)
La démonstration du lemme suivant est laissé a titre d’exercice.

Lemme 3.7 Soit ¢ € C°(I). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(i) Il existe ¢ € C°(1) telle que ¢ =1)'.
(i) ¢ est & moyenne nulle : [, ¢(x)dx = 0.

Au vu de ce lemme, la propriété (3.1.2) est équivalente a

/ugb =0, V¢ € C(I) tel que /gb(m)dm = 0.
I I

Par le corollaire 2.11, on en déduit qu’il existe ¢ € R telle que u(x) = ¢ pour presque tout = € I.
OJ

Proposition 3.8 Soit f € L}, (I). Alors les solutions de léquation @' = f sont les classes d’équi-

valence de u(z) = [T f(t)dt + ¢, ot a € I est fiwé et ¢ € R est quelconque

Démonstration. Par la proposition 3.5, si on pose
v(x) :/ ft)dt, Ve eI,

alors ¥ est dérivable au sens faible et o' = f.
Ensuite si w € L, (I) est tel que @' = f, alors @' — ¢’ = 0. Par la proposition 3.6, il existe
¢ € R tel que w(z) — v(z) = ¢ pour presque tout x € I. Ceci conclue la preuve de la proposition.
O

3.1.3 Un résultat de “continuité”.

Proposition 3.9 Soit u € L}, (I) a dérivée faible v € L}, .(I). Alors il existe une unique fonction

u € CO(I) telle que u(z) = u(x) pour presque tout x € I. De plus,
u(x) —u(y) = /x v(t)dt, ¥V x, y € l.
y
Démonstration. Soit a € I. Par la proposition 3.8, il existe ¢ € R tel que, pour presque tout x € I,
u(z) = /m v(t)dt + ¢ = u(x).
La fonction u ainsi définie est continue sur [ et u(x) — u(y) = fyx v(t)dt, ¥V z, yel.
L’unicité d’une fonction continue dans la classe d’équivalence u résulte du fait que, si deux

fonctions continues sont égales p.p., alors elles sont égales partout (exercice).
OJ
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3.1.4 Dérivées faibles d’ordre supérieur.

Notation : Pour ¢ € CP(I), on note DP¢ la dérivée d’ordre p de ¢.

Proposition 3.10 Soita € L} (I). On dit que @ est dérivable au sens faible jusqu’a [’ordre m > 1

loc
sl existe Uy, ..., 0y € L. (I) tels que :

/PM@D%@Mx:bJY/zﬂwﬂmm;V¢EQﬂD,Wzﬂpwm.

Les v; sont alors uniquement déterminés et on dit que v; est la dérivée faible d’ordre j de u pour
1<j<m.

Proposition 3.11 Soit u € C™(I). Alors U est dérivable au sens faible jusqu’a 'ordre m et,
Vj=1,..,m, Diu est la dérivée faible d’ordre j de .

3.2 Espaces de Sobolev

Soit I =|a,b] ,—00 < a < b < 400 un intervalle de R borné ou non.
Définition 3.12 L’espace de Sobolev H(I) est défini par :

H'Y(I) = {u € L*(I) ayant une derivee faible @' € L*(I)}

ae L2(1),
ae HY(I) & (3.2.3)
3§ e L2(I) t.q. Yo € C2(I), [Tug) = — [* go.

Le lien suivant avec les fonctions de classe C! résulte aisément de la proposition 3.3.

Proposition 3.13 (i) Soit u € C*(I) N L2(I) tel que ' € L>(I). Alors i € H'(I) et @ =/

(ii) On suppose I borné. Pour w € CY(I), & € H'(I) et @' = u/'.

Démonstration. (i) résulte de la proposition 3.3. Pour (ii), quand I est borné, une fonction continue
sur I est de carré intégrable, d’ou le résultat.
0

3.2.1 Produit scalaire et norme.

On définit le produit scalaire :

(u, V) g (r) = /[uv—l— /Iu'v' (3.2.4)

1/2
el = ( [ 1+ |u'|2]) .

Ci-dessus, la notation "tilde’ pour la classe d’équivalence a été omise. Voir d’importantes remarques
a ce sujet apres le théoreme 3.15

et la norme associée :
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Théoréme 3.14 L’espace H'(I) muni du produit scalaire (3.2.4) est un espace de Hilbert sépa-
rable.

Démonstration. Soit (u,), une suite de Cauchy de H'(I). Par définition, pour tout € > 0 il existe
N eNtel que,Vp >N,V qg>N, [u, —ugllm < e En utilisant la définition de la norme de
HY(I), cela s’écrit aussi :

Ve>0,3IN €N, Vp>N,Vq=N, [luy —uglliz + lluj, — w7z < €.

Les suites (uy,), et (u),), sont donc de Cauchy dans L?*(I), et donc convergentes comme L?(I) est
complet : il existe u € L*(I) et g € L*(I) tels que

u, — u dans L*(I), u!, — g dans L*(I). (3.2.5)
On va montrer que u € H'(I) et v’ = g. Par définition de la dérivée faible :

b b
Vo € C°(I), Vn, / U@ = —/ u, . (3.2.6)

a

Comme ¢ € L*(I) et ¢’ € L*(I), les applications w — fab we' et w — f; w¢ sont continues sur
L*(I) (théoreme de Riecz) donc les convergences dans (3.2.5) entrainent par passage a la limite
dans (3.2.6) :

b b
Vo € C(I), Vn, /ugb’:—/ go. (3.2.7)

Comme u € L*(I) et g € L*(I), (3.2.7) entraine que u € H'(I) et v’ = g.
Finalement comme u’' = g, (3.2.5) donne la convergence de la suite (u,,),, vers u dans H'(I).
0

3.2.2 Continuité. Formule d’intégration par parties
Théoréme 3.15 Soit i € H'(I). Alors il existe une unique fonction u € C(I) telle que u(z) =
u(z) pour presque tout x € I. De plus, Vx,y € I,

u(x) —aly) = / v(t)dt, v quelconque dans '
Yy

Démonstration. C’est presque une ré-écriture de la proposition 3.9. Toutefois, de plus, comme
ve LY (I),onaueC(I).
O

Remarque importante : Dans toute la suite, on identifie u € H 1(I) et son unique représentant
continu @. On écrira H'(I) C C(I). Aussi, on notera (de fagon abusive) u' € L*(I) la dérivée de
u. Avec ces notations, on a :

Vo,yel, u(z)—uly) = /x u'(t)dt. (3.2.8)

Corollaire 3.16 (Intégration par parties dans H'(I)). Soit u,v € H*(I). Alors, Ye,d € I avec
c<d,ona:

/C “o = u(d)v(d) — u(e)v(c) — / “
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Cas particulier. Si [ est borné : I =Ja,b[,a < b, on a

/a o = u(b)o(b) — ula)v(a) — / ",

Démonstration. Pour simplifier 1égérement on fait la démonstration dans le cas I borné. Par le
théoréme 3.15 on a

v(z) = v(a) +/ V' (t)dt
d’ou :
b b T b b T
/ o (z)v(x)de = / v (z)(v(a) —|—/ V' (t)dt)dx = v(a)(/ u'(z)dx) +/ u’(x)(/ v'(t)dt)d.
a a a a a a (3.2.9)
En appliquant & nouveau le théoréme 3.15, pour le premier terme dans (3.2.9), on a

b
v(a)(/ u'(x)dr) = v(a)(u(b) — u(a)).

Le second terme dans (3.2.9) se traite en utilisant le théoréme de Fubini de fagon analogue a la

preuve de la proposition 3.5. Les détails sont laissés en exercice.
O

3.2.3 Inclusion de Sobolev

Théoréme 3.17 Les fonctions de H*(I) sont bornées. De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle
que
Yu e HY(I), ||lulls = sup |u(z)] < cl|lul|g. (3.2.10)
zel

On a donc H*(I) — L>=(I).

Démonstration. On consideére le cas I = R. On démontre d’abord I'inégalité pour v € C}(R). Au
sens de la dérivation des fonctions de classe C' on a (v?)’ = 2vv’. Ensuite comme v est a support
compact :

v(z)* = 2/ v()V'()dt < 2ol 2 ]|v'l|ze < [J0llZ2 + V]2,

d’ou
Yo € CHR), ||v]lso < |J0]|a1- (3.2.11)

On va étendre ce résultat en utilisant la densité de C!(R) dans H'(R). Soit u € H'(R). 1l existe
une suite u,, € CL(R) telle que u,, — u dans H'(R). Grace a (3.2.11), pour tous les indices entiers

petg,ona
[ty — uglloo < [lup — ugllam (3.2.12)

La suite est convergente dans H'(R) donc de Cauchy dans H'(R). Il résulte de (3.2.12) que (uy),
est de Cauchy dans L*(R). Cet espace étant complet, il existe v € L*(R) tel que u,, — u dans
L>=(R). Par unicité de la limité dans Lj, .(R), on a u = v. Finalement on a aussi

v, oo < [lwnllm
et par passage a la limite quand n — 400

v, ulleo < Jlull
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Corollaire 3.18 YV o € [ fizé, l'application u — u(a) appartient au dual de H(I).

3.2.4 Espaces de Sobolev d’ordre supérieur
Définition 3.19 FEtant donné un entier m > 2, on définit par récurrence l’espace
H™I)={ue H"'(I) |v' € H" '(I)}.

On vérifie aisément que u € H™(I) si et seulement s’il existe g1, go, ..., gm € L*(I) telles que :

¥ =12m, Vo e CX(D, [ubio= (-1 [ g0

I I
On note D'u = g;. On au' = g1,g0 =" = (W), ....
L’espace H™(I) muni du produit scalaire
(u,v)gm = (u,v)p2 + Z(Dju, D7v) e
7j=1

et de la norme

m
lallz = llull3 + ) 1D7ull3

J=1

est un espace de Hilbert séparable.

On peut étendre & H™(I) des propriétés démontrées pour H'(I); par exemple H™(I) c C™ (1)

avec injection continue.

3.2.5 Espace H}(I)

Définition 3.20 L’espace Hy(I) est l'adhérence de C(I) dans H'(I), c’est-a-dire que u appar-
tient a HY(I) si et seulement s’il existe une suite ¢, € C>°(I) telle que ||, — ullgn — 0 quand

n — +0o0.

Muni du produit scalaire induit par H'(I), H}(I) est un espace de Hilbert séparable.

Les fonctions de H}(I) sont les fonctions de H'(I) nulles au bord, comme énoncé dans le

théoréme suivant.
Théoréme 3.21 On a H(I) = {u e H'(I), u=0sur dI}.
Cas particulier. Si I est borné : I =]a,b[,a < b, on a

Hy(Ja, b)) = {u € H'(Ja,b]), u(a) = u(b) = 0}.

Théoréme 3.22 (Inégalité de Poincaré). Supposons I borné : I =]a,b[ ,a < b. Alors

Ve Hy(la,bl), [ull2 < (b= a)|u/]-.
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Démonstration. Soit u € Hj(]a, b]). Par le théoréme 3.15 on a

V€ [a,b], u(x) =u(a) + /%‘ o' (t)dt.

Au vu du théoréme 3.21, u(a) =0, d’ou :

Puis

|</ |[u/ (¢ |dt</ |u/(t)|dt.

Ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]a, b[)
Vo € [CL, b]a |U(ZE)| <vb-— CLHU“/HLQ(]a,b[)
et

[ullse = sup fu(z)] < Vb —allu||L2a)

z€lab

Enfin
Vu € Hy(Ja, b)), [[ullZzgaspy < (0—a)llullZ, < (0= a)?[lv/[172004

ce qui est I'inégalité recherchée.

Corollaire 3.23 Supposons I borné. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :
Vue Hy(D), [|ull2 > ellullm
Démonstration. Grace a 'inégalité de Poincaré, on obtient que

Vu € H&(I), Hulﬁil(]a,b[) = HUH%?(}a,b[) + HU/H%%]a,b[) < [(b - CL)2 + 1} Hulﬂimo,u)

ce qui entraine I'inégalité recherchée avec ¢ = Toorn 1 =
V (b—a)?+

0
3.3 Exemples de formulation variationnelle
3.3.1 Conditions aux limites de Dirichlet
Nous considérons le probléme aux limites suivant :
(525 Lo

ol f est un second membre qui appartient a espace L?(]0, 1[).

Les conditions aux limites ol on impose la valeur de I'inconnue u sur le bord sont dites condi-
tions de Dirichlet. Quand cette valeur est nulle, comme ici, on parle de conditions de Dirichlet
homogénes.
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L’approche variationnelle pour étudier (3.3.13) est constituée de trois étapes que nous détaillons.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle

Dans une premiére étape il faut proposer une formulation variationnelle du probléme aux limites
(3.3.13), c’est-a-dire qu'il faut trouver une forme bilinéaire af(.,.), une forme linéaire L(.), et un
espace de Hilbert H tels que (3.3.13) puisse se mettre sous la forme :

Trouver u € H tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H. (3.3.14)

Le but de cette premiére étape est seulement de trouver la formulation variationnelle (3.3.14) ; on
étudiera dans la troisiéme étape comment et en quel sens on peut revenir au probléme aux limites
(3.3.13) a partir de (3.3.14).

On part de u solution du probléme aux limites (3.3.13). Pour trouver la formulation varia-
tionnelle, on multiplie I’équation dans (3.3.13) par une fonction test réguliére v et on intégre par
partie. Cette étape 1 est formelle au sens ot 'on suppose que tous les calculs effectués sont li-
cites. Seule cette premiére étape sera formelle. Dés que la formulation variationnelle sera obtenue,
I'étude (étapes 2 et 3) sera rigoureuse et totalement justifiée mathématiquement. On trouve :

/01 fo=— /01 W'v 42 /01 w = /01 v — o (Do(1) + 1 (0)0(0) + 2/01 . (3.3.15)

Comme u doit satisfaire des conditions de Dirichlet homogeénes, on a u(0) = u(1) = 0. On remarque
que, si la fonction test v vérifie de méme v(0) = v(1) = 0, alors (3.3.15) devient

1 1 1
/ uv + 2/ uv = / fu. (3.3.16)
0 0 0

Pour que le terme de gauche de (3.3.16) ait un sens il suffit que u, v soient dans L*(]0,1[), et
qu'ils aient des dérivées faible u', v" dans L?*(]0,1[). Pour que le terme de droite de (3.3.16) ait
un sens il suffit que u, f soient dans L?(]0, 1[). Par conséquent, un choix raisonnablepour H est
H = H(0, 1).

En conclusion la formulation variationnelle proposée pour (3.3.13) est :

u € Hg (0, 1),
(3.3.17)
Yo € HL (0, 1)), fol u'v' 4+ 2f01 uv = fol fu.

Une solution de la formulation variationnelle sera dite solution faible de (3.3.13).
Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle

Théoréme 3.24 Soit f € L*(]0,1[). La formulation variationnelle (3.3.17) posséde une unique
solution v € H,(]0,1]).

Démonstration. On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram (théoréme 1.16).

Par le paragraphe précédent on sait que H}(]0,1[) muni de la norme

1 1 1/2
[oll 1o,y = (/ v’ +/ (v’)Q) : (3.3.18)
0 0
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1 1
a(u,v) = / u'v' + 2/ uv.
0 0

Clairement, a est bilinéaire. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on a
V(u,v) € Hy(]0,1))%, la(u, v)] < [[u'llz2go1p V'l z2g01p + 2llullzzgo1p 0]l z2go.1p- (3.3.19)

Auvude (3318), on a HUHLQ(]OJD < HuHHl(]O,l[% ‘|UIHL2(]071[) < HUHHl(]O,l[) et des inégalités similaires
pour les termes en v. On déduit donc de (3.3.19) la majoration :

V(u,v) € Hy(J0,1))*, |a(u,v)| < 3 Jullmrgo,ip vl rgo.p-

Il reste & établir la coercivité de a. On remarque que :

1 1
Vo € H(0,1]), a(v,0) > / 24 / )2 = [0 oy

ce qui donne la coercivité avec o = 1.
Finalement

L(v)—/olfv

est linéaire et en utilisant a nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0, 1]) et la définition
(3.3.18) de la norme de H}(]0,1]) :

Vo € Hy(10,1)), [L(v)] < [Iflz2qoaplvllzqoan < I f1lezqo.apllvllego,ip

ce qui donne la continuité de L.
En conclusion toutes les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram sont satisfaites. L’application
de ce théoréme donne 'existence et I'unicité d’une solution de (3.3.27).

O

Etape 3 : Interprétation de la formulation variationnelle

A ce stade, il y a existence et unicité de la solution u de la formulation variationnelle. Dans
cette troisieme étape, on se demande de quelle équation et en quel sens u est solution, et si u
vérifie des conditions aux limites.

Proposition 3.25 La solution u de (3.3.17) vérifie :
(i) u € H*()0,1]) et u" = 2u — f dans L*(]0,1[) et p.p.
(i7) u(0) = u(1) = 0.

Démonstration.

() On va montrer en méme temps que u € H2(]0, 1[) et calculer u”. On a C(]0, 1[) € HZ(]0,1]).
On peut donc prendre v = ¢ € C2°(]0,1[) dans (3.3.17). On a donc

vo € (10, 1)), /lu’¢'+2/01u¢=/01f¢

0

ou encore

1 1 1 1
Vo € ()0, 1)), /Ou'¢':_2/o u¢+/0 f¢=/0 (f — 2u)o. (3.3.20)
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Ici v € L2(]0,1]) et f —2u € L*(]0,1[). Par la définition (3.12) de I'espace de Sobolev H(]0, 1[),
on en déduit que
u' € H'(]0,1]) et (v') = 2u — f. (3.3.21)

Par la définition (3.19) de H?*(]0,1[), comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H?(]0,1[) et
u’ = 2u — f dans L*(]0,1[) et p.p., ce qui prouve (7).

Concernant (ii), comme u € H}(]0,1[), on a u(0) = u(1) = 0.
U

Remarque. Considérons maintenant le cas d'une fonction f continue sur [0, 1]. Comme elle est
de carré intégrable sur ]0, 1], (3.3.17) posséde une unique solution u, qui vérifie aussi u € H?(]0, 1[)
et u' = 2u — f dans L?(]0,1]) et p.p. par 'étape 3. On peut vérifier que

u € C*([0,1]) et u”(z) = 2u(z) — f(x) pour tout .z € [0, 1]. (3.3.22)

En effet comme v’ € H'(]0, 1[) et, au sens faible, (u)’ = 2u — f, la proposition 3.8 entraine que
u' € CO([0,1]) et u'(x) = / (2u(t) — f(t))dt + ¢ pour tout .z € [0, 1]. (3.3.23)
0

Ensuite comme 2u — f € C(]0, 1]), la formule intégrale dans (3.3.23) entraine
u' € C'([0,1]).

Finalement, comme on a aussi,
x
u(z) = / u'(t)dt + ¢ pour tout .x € [0, 1],
0

avec u' € C*([0,1]), on conclut que u € C*([0,1]) et v”(z) = 2u(x) — f(z) pour tout .z € [0, 1].
En conclusion si f € C(][0,1]), la solution de la formulation variationnelle vérifie le probléme
aux limites (3.3.13) de fagon standard. On dit aussi alors que c’est une solution classique.

3.3.2 Conditions aux limites de Neumann

Nous considérons le probléme aux limites suivant

. " l —
{ u + zu = f dans 0,1, (3.3.24)

u (0) =u'(1) =0,
ol f est un second membre qui appartient a Uespace L*(]0, 1[).

Les conditions aux limites ot on impose la valeur de la dérivée de 'inconnue w sur le bord sont
dites conditions de Neumann. Quand cette valeur est nulle, comme ici, on parle de conditions
de Neumann homogénes.

L’approche variationnelle pour étudier (3.3.24) suit les mémes étapes que dans le premier exemple.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle
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On multiplie I’équation dans (3.3.24) par une fonction test réguliére v et on intégre par partie.
On trouve :

/01 fo=— /01 u'v+ % /01 uv = /01 wv —u (Dw(l) +u (0)v(0) + % /01 uv. (3.3.25)

Comme v doit satisfaire des conditions de Neumann homogénes, on a u'(0) = «'(1) = 0. (3.3.25)

devient donc :
L1 1
/uv +—/ uv:/ fo. (3.3.26)
0 2 Jo 0

On peut noter que (3.3.26) est analogue a (3.3.16) mais en apparence seulement car maintenant
on ne suppose rien sur v sur le bord.

Pour que le terme de gauche de (3.3.26) ait un sens il suffit que u, v soient dans L?(]0,1[), et
qu'ils aient des dérivées faible u', v" dans L?(]0,1[). Pour que le terme de droite de (3.3.26) ait
un sens il suffit que u, f soient dans L?(]0, 1[). Par conséquent, un choix raisonnable pour H est
H = H'Y(]0,1]). Ici on n’a pas de conditions auz limites dans [’espace H car on n’a rien supposé
sur v au bord.

En conclusion la formulation variationnelle proposée pour (3.3.24) est :

u € H(]0,1]),
(3.3.27)
Yo € HY(]0,1]), fol u'v' + 5 fol uv = fol fo.

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle

Théoréme 3.26 Soit f € L*(]0,1]). La formulation variationnelle (3.3.27) posséde une unique
solution uw € H'(]0,1[).

Démonstration. C’est trés similaire au cas précédent. J’ai toutefois modifié un peu I’équation pour
que les calculs soient différents.

Par le cours, on sait que H'(]0,1[) muni de la norme

1 1 1/2
[ollzgoap = </ v’ +/ (v’)2> : (3.3.28)
0 0
1 1
a(u,v):/ u’v’—l——/ uv.
0 2 Jo

Clairement, a est bilinéaire. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0, 1[), on a

est un espace de Hilbert.

On a

1
V(u,v) € H'(]0,1])*, |a(u, v)| < |Ju/||2q01pl1V" [ 20,1 + 5HUHLQ(]O,l[)HUHLQ(]O,l[)

et en utilisant la définition (3.3.28) de la norme de H'(]0, 1]) :

3
V(u,v) € H'(J0,1])%, |a(u,v)| < 5||U||H1(]0,1[)||UHH1(]0,1[)-
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Il reste a établir la coercivité de a :

Vv € H'Y(]0,1]), a(v,v) >

! 2 1 ! N2 1 2
| o5 [ @ = Sl
1
0

est linéaire et en utilisant a nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(]0, 1]) et la définition
(3.3.28) de la norme de H}(]0,1]) :

vo € H'(10,1)), [L(v)| < [Iflz2goaplvlizgoan < I f 1 ezqo.apllollego,ip

ce qui donne la continuité de L.
En conclusion toutes les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram sont satisfaites. L’application
de ce théoréme donne 'existence et 1'unicité d’'une solution de (3.3.27).

1

ce qui donne la coercivité avec a = 3.

Finalement

O
Etape 3 : Interprétation de la formulation variationnelle
Proposition 3.27 La solution u de (3.3.27) vérifie :
(1) u € H*(]0,1]) et v’ = tu— f dans L*(]0,1[) et p.p.
(i1) u' (0) = u' (1) = 0.

Démonstration.
(i) Cette partie est trés similaire au cas précédent. On va montrer en méme temps que u € H?(]0, 1])
et calculer u”. On a C=(]0,1[) ¢ H'(]0,1[). On peut donc prendre v = ¢ € C=(]0,1[) dans

(3.3.27). On a donc
1 1 1
voe (01D, [ woeg [uo= [ o

Vo € C(]0,1]), / ¢_——/u¢+/ fo= /f——u (3.3.29)

Ici o' € L*(]0,1[) et f — su € L*(]0,1[). Par la définition (3.12) de l'espace de Sobolev H'(]0, 1),
on en déduit que

ou encore

1
u' € H'(]0,1]) et (v') = su— 1 (3.3.30)
Par la définition (3.19) de H?*(]0,1[), comme u € H'(]0,1[), on conclut que u € H?(]0,1[) et
" = Lu— f dans L*(]0,1]) et p.p., ce qui prouve (4).

(17) Cette partie n’est pas similaire au cas précédent car, comme déja écrit, il n’y a pas de conditions
auz limites incluses dans la définition de H = H'(]0, 1]).
Rappelons que u vérifie

Yo € H*(]0,1]), /Oluv+ /uv—/ fv (3.3.31)

Comme u € H?(]0,1]), en appliquant la formule d’intégration par partie a u’ et v (corollaire 3.16),
on a

vu € H'(]0,1]), /0 u'v = —/0 u"v+ ' (1)v(1) — 4'(0)v(0).
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Donc en revenant a (3.3.31)

Vo € H'(]0, 1]), —/01 Mw%/ﬂl w + o/ (o(1) — ' (0)0(0) :/01 fo

ou encore

1
1
Vv € H'(]0,1]), / (—u" + FU fv+ ' (Do(1) — ' (0)v(0) = 0. (3.3.32)
0
Par D'étape (i), on sait que v’ = Ju — f dans L2(]0, 1[) et p.p. L’intégrale dans (3.3.32) est donc
nulle et on a
Vo € H'(]0,1]), o' (1)v(1) —/(0)v(0) = 0. (3.3.33)

En prenant v(z) = z, on en déduit /(1) = 0, et en prenant v(z) = 1 — x, on trouve u'(0) = 0.
0J

Remarque. Comme pour 'exemple 1, on peut montrer que si f € C([0,1]), la solution de la
formulation variationnelle (3.3.27) vérifie

u € C*([0,1]) et u”(x) = 2u(z) — f(x) pour tout .x € [0,1]. (3.3.34)

Remarques importantes.

(1) Les traitements des conditions aux limites différent dans les deux exemples ci-dessus. Dans
I’exemple 1, les conditions apparaissent dans l’espace de la formulation variationnelle. Ce n’est
pas le cas dans l'exemple 2. Toutefois, pour I'exemple 2, elles ne sont pas perdues pour autant
puisqu’on peut montrer que la solution de la formulation variationnelle est dans H?(]0,1[) et
vérifie les conditions de Neumann homogénes (proposition 3.27). L’information sur les conditions
aux limites est en quelque sorte "cachée" dans la formulation variationnelle.

(17) Les problémes aux limites différent entre eux par ’équation et/ou les conditions aux limites.
Chaque probléme est spécifique. Le traitement des conditions aux limites est souvent un mélange
des exemples 1 et 2. Il va falloir pratiquer grace a de nombreux exercices.

(77i) Le choix de 'espace de la formulation variationnelle est délicat. Deux remarques trés utiles :

- il ne faut jamais introduire dans cet espace des conditions aux limites qui ne sont pas présentes
dans le probléme aux limites & étudier.

- il faut toujours se demander si I’espace qu’on introduit a un sens mathématique. Par exemple
siu € H'(]0,1]), les quantités u'(0) et u/(1) n’ont pas de sens. Introduire un espace consistant de
fonctions H'(]0, 1[) satisfaisant les conditions de Neumann serait dons absurde. Dans I'exemple 2,
le fait qu’on démontre que u € H?(]0, 1]) est essentiel pour obtenir dans une deuzieme étape que
uw'(0) =u'(1) = 0.
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Chapitre 4

Topologie faible dans les espaces de Hilbert
et les espaces de Banach

La topologie faible est un outil fondamental pour I’étude des équations aux dérivées partielles
non linéaires.

Elle n’est pas nécessaire pour les problémes aux limites du type de ceux que nous venons
d’étudier dans le chapitre précédent. Je vais toutefois motiver son introduction en commencant
une démonstration du théoréme de Lax-Milgram par la méthode de Galerkin (section 4.1). Cette
méthode est trés importante dans le domaine des équations aux dérivées partielles non linéaires,
stationnaires ou d’évolution; I’étude des formulations variationnelles linéaires faite ici permet
d’appréhender plusieurs aspects de la méthode. Nous verrons que la démonstration repose sur des
arguments de compacité. La topologie faible permet en effet d’avoir des résultats de compacité
dans des espaces de dimension infinie. Elle sera aussi utilisée dans le chapitre suivant consacré a
I'optimisation (théoréme 5.5).

La topologie faible est présentée dans la section 4.2 dans le cas des espaces de Hilbert. Ce cas,
trés important dans les applications, permet aussi des démonstrations assez élémentaires.

Puis dans la section 4.3 on conclura la démonstration du théoréme de Lax-Milgram.

Enfin la derniére section 4.4 présente des résultats concernant les espaces de Banach.

4.1 Démonstration du théoréme de Lax-Milgram dans les
espaces séparables. Méthode de Galerkin.

On se donne :
- un espace de Hilbert H séparable;
- une application a : H x H — R bilinéaire, continue, coercive;
- une application L € H'.

C’est le cadre théorique du théoréme de Lax-Milgram sauf que ’espace de Hilbert H est supposé
de plus séparable. Ce n’est pas une restriction dans les applications car les espaces de Sobolev
sont séparables.

On se propose de démontrer par la méthode de Galerkin que le probléme

u e H,
(P) {VUGH, a(u,v) = L(v)
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a une unique solution. Cette méthode consiste & introduire un probléme en dimension finie et a
passer ensuite a la limite au sens de la topologie faible.
Etape 1 : introduction d’un probléme en dimension finie

L’espace H, séparable, posséde une base hilbertienne (e,),. Pour m > 1, on introduit les sous-
espaces de dimension finie de H donnés par H,, = Vect {eq,.,,,,en}. Alors

-HmCHm+1;
‘H:UmHm;
-dim H,, = m.

Ensuite, pour m > 1 on considére le probléme

(Pn)  Trouver w,, € H,, tel que Yv € H,,, a(upm,v) = L(v).
La seule différence entre (P) et (P,,) est que (P,,) est posé dans un espace de dimension finie. Des
arguments propres a la dimension finie vont nous permettre de résoudre (P,,).

Lemme 4.1 Le probléeme (P,,) posséde une unique solution.

Démonstration. Le probléme (P,,) est équivalent & un systéme linéaire de m équations & m incon-
nues. En effet, en utilisant la base {ey,.,,,,e,} de Hy, et la bilinéarité de a, on a :

Uy € Hy,
(Pm) = { a(um,ei) — L(@i), YVi= 1, L, Mm

(351255 =T
Z;nzl a(ej7€i>£j = L(Q’), Vi= 1,....m.

Soit A la matrice carrée d’ordre m de terme général a;; = a(e;, e;). Le systéme linéaire ci-dessus
a pour matrice A. Le systéme linéaire (et donc le probléme (P,,)) a une unique solution si et
seulement si A est inversible. Pour prouver que A est inversible, il suffit de démontrer que A¢ =
0=¢=0.

m

Al =0& Vi, Z a(ej, ei)fj =0 &Vi, a (Z ﬁjej, 67;> =0.
j=1

Jj=1

Ceci entraine :
m m
a ( E fjej, E ijj) =0.
j:l j:l
Par la coercivité de a, on en déduit

m
ol Y gell* <0
j=1

et comme af| 337, ;e[| > 0, on conclut que

al Y &ell? =0
=1

d’ou

Y Gej=0 =Vj, &=0.

=1

30



On a donc A =0 = & =0 et A est inversible.

Etape 2 : Estimation a priori sur la suite u,,

Une estimation a priori est une majoration d’'une norme d’une solution ne dépendant que des
données (ici a et L). Dans notre probléme il y a une seule norme (celle de H), mais en général on
peut avoir besoin d’estimations pour différentes normes. Pour obtenir des estimations on choisit
une fonctions test adaptée dans la formulation variationnelle.

Ici on prend v = u,, dans la formulation variationnelle du probleéme (£,,). Cela donne :

(U, Upy) = L(tyy,).
Puis en utilisant la coercivité de a et la continuité de L :
o[t |I” < @t ) = L(tm) < || L] g ||t |

Si ||um|| > 0, on peut simplifier par ||u,,|| et on obtient |lu,,|| < % On note que l'inégalité est

encore vrais si ||u,,|| = 0. La suite (u,,), est donc bornée indépendamment de m dans H. Plus
précisément :
Ll g
vm, ||t < | L (4.1.1)
a

Etape 3 : Extraction d’une sous-suite convergeante et passage a la limite

Une fagon commode d’extraire des sous-suites convergeantes est d’avoir des propriétés de compa-
cité.

Rappels et compléments sur la compacité

I. Soient (£, ||.||) un espace vectoriel normé et K C E.

a. On dit que a € K est valeur d’adhérence de la suite (u,), d’éléments de K si on peut en extraire
une sous-suite convergeant vers a.

b. K est compact si toute suite de points de K posséde au moins une valeur d’adhérence dans K.
c. Soit K compact. Si une suite (u,), d’éléments de K a une unique valeur d’adhérence, alors la
suite converge vers cette valeur.

II. Les propriétés ci-dessus se généralisent au cas ou (K, d) est un espace métrique. On appelle
espace métrique tout couple constitué par un ensemble K et une application (u,v) — d(u,v), dite
distance, de K x K dans R ayant les propriétés suivantes :

-u=v < d(u,v)=0
- d(u,v) = d(v,u)
- d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
(Dans un espace vectoriel normé, les propriétés ci-dessus sont satisfaites par d(u,v) = ||u — v||).

On dit qu’une suite (u,), d'un espace métrique (K,d) converge vers a si d(u,,a) — 0 quand
n — +00. Les résultats du I sur la compacité s’étendent alors de facon immeédiate.

Ici, a l’issue de I’étape 2, Vm, u,, € B(0,R) = {v € H,||v|| < R} avec R = ||L||g//c. Or
on peut montrer que la boule fermée B(0, R) est compacte si et seulement si H est un espace
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vectoriel de dimension finie (exercice). On va donc chercher une autre topologie qui va faire des
boules fermées, des ensembles compacts.

4.2 Topologie faible dans les espaces de Hilbert
Soient H un espace de Hilbert et H' son espace dual.

Définition 4.2 Soit (uy,),, une suite de H. On dit que u,, tend vers u € H au sens de la topologie
faible si
VL € H', L(u,) — L(u) quand n — +oo.

On note u, — u quand n — +o00. Si une telle limite faible u existe, alors elle est uniquement
définie.

Justification de la définition 4.2. Il faut montrer que si une limite faible existe alors elle est unique.
Supposons que u, — u quand n — 400 et u,, — v quand n — 4o00. Pour tout f € H, I'application
w — (w, f) étant un élément de H', on a nécessairement (u,, f) — (u, f) quand n — +oo et
(tn, f) = (v, f) quand n — +o00. Par unicité de la limite (dans R), Vf € H, (u, f) = (v, f), ou
(u—wv, f) =0. Pour f =wu — v cela donne |ju —v||?> = 0 et donc u = v.

OJ
On a dorénavant deux notions de convergence des suites :

« U, — u quand n — +00 si ||u, —ul]| = 0 quand n — +o0; on dit qu’il y a convergence forte
ou que la suite converge fortement

. U, — u quand n — +o00; on dit qu’il y a convergence faible ou que la suite converge
faiblement.

Les deux notions de convergence coincident dans les espaces de dimension finie (exercice).
La convergence forte entraine la convergence faible comme énoncé dans la proposition suivante,
qui donne d’autres premiéres propriétés.

Proposition 4.3 Soit (u,), une suite de H. On a :

(i) Si u, — u quand n — +oo fortement, alors u, — u quand n — +oo faiblement.
(ii) u, — wu faiblement quand n — +oo < Vf € H, (uy, f) — (u, f) quand n — +oo.
(111) Si u, — u quand n — +oo faiblement, alors la suite (||u,||), est bornée :

IR >0, Vn, ||u.|| < R.

(iv) Siu, = u quand n — +oo faiblement et L, — L quand n — +oo dans H' fortement, alors
L,(u,) — L(u) quand n — +o0.

Démonstration.
(i) Continuité de L € H’
(ii) Conséquence du théoréme de Riesz (théoréme 1.9).
(iii) Admis
(iv) On a les majorations suivantes :
| L (un) = L(w)| < [(Ln = L)(un) + Lun = w)| < |{[Ln = Ll |[un]l + [L(un = w)]

Par (ii) la suite (||u,]|), est bornée, d’ou

| Ln(un) = L(w)] < [|Ln = L[ B + | L(up — u)]
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Chacun des deux termes a droite de I'inégalité tend vers 0 quand n — +oo, d’ou le résultat.
O

Une propriété dans H'(I). Soit (uy), une suite de H'(I) convergeant faiblement vers u € H'([I)
(I est un intervalle de R). Alors Vo € [ on a u,(a) — u(a) quand n — +o00.

La proposition suivante donne des critéres pour démontrer qu’'une suite est faiblement convergente.

Proposition 4.4 Soit (u,), une suite bornée de H. Alors

(i) u, — u quand n — +oo faiblement < Vf € F, (u,, f) = (u, f) quand n — +oo0 ou F C H
vérifie F = H.

(1) On suppose H séparable de base hilbertienne (ep),, p > 1. Alors

uy, — u quand n — +oo faiblement < Vp > 1, (u,,e,) — (u,e,) quand n — +oo.

Démonstration.

Les deux implications = sont évidentes. Montrons les réciproques.

(i) Par hypothése, il existe une constante R > 0 telle que, Vn, ||u,|| < R et ||u|| < R. Soit v € H.
Par densité de F' dans H, pour tout € > 0, il existe f € F tel que ||v — f|| < e. Alors

|(un = w, 0)| < [(un = w,0 = )] + [(un = u, )| < 2Re +[(un —u, f)] < 4Re

pour n assez grand. On a donc bien (u,, f) — (u, f) quand n — 400, et la convergence faible de
(ii) Soit F' I'espace vectoriel engendré par les (e,) (voir (1.3.1)). Clairement, Vf € F, on a (un, f) —
(u, f) quand n — +oo. L’argument du (i) montre que Vf € F, on a (un, f) = (u, f) quand n —
+00. Comme F' = H, cela prouve la convergence faible de (uy,)y.

O

Suites bornées

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 4.5 Soit (u,), une suite bornée de H. Alors on peut en extraire une sous-suite conver-
geante au sens de la topologie faible.

Démonstration.

Pour démontrer ce résultat on va décomposer sur une base hilbertienne et travailler avec les
coefficients. Comme H n’est pas supposé séparable, on introduit d’abord un espace séparable bien
choisi M. Pour cela soit F Iespace vectoriel engendré par les u,. On pose M = F. L’espace M
est séparable et posséde une base hilbertienne (e,),.

On travaille d’abord avec le premier coefficient (u,,e;). La suite ((un,€1)), est bornée dans R,.
On peut donc extraire une sous-suite (g, (n))n telle que (uy,(n), €1) soit convergeante.

On considére ensuite le second coefficient pour la suite qui vient d’étre extraite. La suite (ug, (), €2)
est bornée dans R. On peut donc extraire une sous-suite (U, op, (n) )n telle que (g, opy(n), €2) conver-
geante. On note que, pour cette suite extraite, on a aussi (Up,op,(n), €1) cOnvergeante.

On procéde ensuite de proche en proche par récurrence. A I'étape k, on extrait une suite (Uyp,o.. op, (n) )n
telle que (g, o..0p, (n), €x) €St convergeante. La construction fait que (y,o. .04, (n); €1) cOnverge pour

[ <k.
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On considére alors la "suite diagonale" (w;); avec w; = Uy o..04,1)- Par construction, Vk > 1, la
suite (wy, ex); a une limite aj quand [ — +o0.
On va montrer que les ay sont les coefficients de Fourier d'un élément de M. On a

N

N
Z lax|* = lim Z(wl, er)?.
P l—=+o0

Or Vk
N

S (wn,e)? < w2 < B2

k=1
ot Vn, ||u,|| < R (la suite (uy,), est supposée bornée). Donc

N
D lal* < B2
k=1

ce qui entraine que la série Y - |a|? converge. Grace au théoréme 1.11, on peut donc définir

o0

a = E Q€.

k=1
Onaa€ M et (a,e;) = ag.
On a donc Vk, (w,ex) — (a,er) quand | — +oo. Par la proposition 4.4, on en déduit que
VieM, (w,f)—(a,f) quand [ — +oo.

Comme H = M @& M~ (corollaire 1.8) on conclut que Vf € H, (wy, f) — (a, f) quand | — 400
(& expliciter), ce qui entraine la convergence faible de (w;); vers a.

O
Théoréme 4.6 Soit H un espace de Hilbert séparable. Alors, VR > 0, la boule fermée
B(0,R) = {u € H, |lul| < R}
munie de la topologie faible, est un espace métrique compact.

Par le théoréme 4.5, de toute suite de B(0, R) on peut extraire une sous-suite faiblement conver-
gente. Dans un espace métrique. cette propriété peut étre une définition de la compacité. Mais
la topologie faible n’est pas une topologie d’espace métrique. Toutefois si H est séparable on
peut montrer que la topologie faible restreinte aux boules peut étre associée a une distance, d’ou
I’énoncé du théoréme 4.6. Ceci dépasse le cadre de ce cours.

Applications linéaires

Une application linéaire continue entre deux espaces de Hilbert reste continue quand on munit
ceux-ci de leurs topologies faibles respectives, comme énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 4.7 Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert. Soit T une application linéaire et conti-
nue de Hy dans Hy. Alors si u, — u quand n — +oo dans H; faible, on a T'(u,) — T'(u) quand
n — +oo dans Hy faible.

Démonstration. Soit L € H. On a L(T(u,)) = (LoT)(u,) = (LoT)(u) = L(T(u)) quand n — oo
car LoT € Hj.

O
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Topologie faible et opérateurs compacts
Soient £, F' deux espaces de Banach. On note By = boule unité fermée de £ = {u € E, ||u|| < 1}.

Définition 4.8 On dit qu’un opérateur T € LC(E, F) (application linéaire continue de E dans
F) est compact si l’ensemble T(Bg) est relativement compact dans F, c’est-a-dire si

3C C F, C compact tel que T(Bg) C C' < T(Bg) compact de F.
On note K(E, F) = { opérateurs compacts E — F'}.

T € LC(E, F) est compact < VB C E fermé borné, T'(B) est relativement compact.

Proposition 4.9 K(E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F').

Démonstration. Cela résulte facilement de (T} + T3)(Bg) C T1(Bg) + T2(Bg) C Ti(Bg) + T2(Bg).
0J

Une opérateur compact entre deux espaces de Hilbert transforme une suite faiblement convergente
en une suite fortement convergeante, comme énoncé dans la proposition suivante. C’est un résultat
fondamental.

Proposition 4.10 Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert, T € K(Hi, Hy). Si u, — u quand
n — +o0o dans Hy faible, alors T'(u,) — T(u) quand n — 400 dans Hy fort.

Démonstration. On commence par remarquer qu’il y a convergence faible de la suite (T'(uy,)),. En
effet, par la proposition 4.7, on a T'(u,,) — T'(u) quand n — +o0o0 dans H, faible.

Comme la suite (u,,),, est faiblement convergeante, elle est bornée : IR > 0,Vn, ||u,|| < R. On
a donc T'(u,) € T(B(0, R)) compact de Hy (comme T est compact).

On va montrer que la suite (7'(u,)), admet une unique valeur d’adhérence. Soit [ valeur
d’adhérence de T'(u,,). Il existe une sous-suite telle que T'(uy(n)) — [ quand n — +oo fort. Alors
T (tgpm)) — | quand n — +oo faible. Mais, T'(upm)) — T'(u) faiblement quand n — +oco. Par
unicité de la limite faible, on a | = T'(u).

La suite (T'(u,)), appartient & un compact et admet T'(u) comme unique valeur d’adhérence
donc T'(u,) — T'(u) fortement quand n — +o0.

0

Exemple fondamental

Théoréme 4.11 (théoréeme de Rellich) Si I est borné, linjection de H'(I) dans L*(I) est com-
pacte.

Conséquence. Soit (u,), une suite bornée de H'(I) ou I est un intervalle borné. Alors il existe
une sous-suite uy) et u € H(I) tels que, quand n — +o0,

— Up(n) — u dans H' () faible

— Ugp(ny — u dans L*() fort.
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4.3 Retour a la démonstration du théoréme de Lax-Milgram

Etape 3 : Extraction d’une sous-suite convergeante et passage a la limite

On rappelle que u,, est I'unique solution du probléme (P,,) (étape 1). Puis dans l'étape 2 on a
montré qu'il existe R > 0 tel que Ym, ||uy,| < R (voir (4.1.1)).

Par le théoréme 4.4, on peut donc extraire une sous-suite (Ugy(m))m telle qu'il existe u € H et
Up(m) — u quand m — +oo dans H faible (I'application ¢ : N — N est strictement croissante).

Montrons que u est solution de (P). La formulation variationnelle de ) s’écrit
Yo € H(p(m), a(u¢(m), U) = L(U)

Attention : I’espace de la formulation variationnelle dépend de m, d’ou les précautions
qui suivent. Soit mq fizé. Ym > mg, Hyme) C Hypam), donc pour v € Hy () fixé,

Vm > mg, a(tpm),v) = L(v). (4.3.2)

On se propose maintenant de passer quand m — +oo dans (4.3.2). Par définition de la topologie
faible et continuité de I’application linéaire w — a(w,v), on a

a(Up(my,v) = a(u,v) quand m — +oo

On déduit donc de (4.3.2) que
a(u,v) = L(v). (4.3.3)

(4.3.3) est vérifié pour tout v dans Hy(me). Lindice mg étant quelconque, on a :
a(u,v) = L(v), Yv € UpHyam.

Par continuité de 'application linéaire w — a(u,w), on en déduit :

Yo € UpHymy, a(u,v) = L(v).
Comme UmTw(m) = H on a finalement
Vo e H, a(u,v) = L(v)
et u est solution de la formulation variationnelle (P).

Etape 4 : Unicité d’une solution

Il reste & montrer I'unicité d’une solution de (P). Supposons que u; et uy soient deux solutions de
(P). On a
Yo e H, a(uy,v) = L(v),

Yo e H, a(ug,v) = L(v).
En soustrayant les deux formulations on obtient que

Vv e H, a(uy — ug,v) =0 (4.3.4)

En prenant v = u; — ug dans (4.3.4), il vient a(u; — ug, u; — uy) = 0 et en utilisant la coercivité
de a :
alluy — usl|* < aluy — ug, up — ug) =0
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Comme «||u; — usl[? > 0, on en déduit alu; — us||?* = 0 et uy = us.

Convergence forte

On va montrer que la suite entiére des approximations de Galerkin (u,,),, converge fortement vers
'unique solution de (P). Ce résultat est important du point de vue de "approximation numérique
car la méthode de Galerkin ot on introduit un probléme en dimension finie est & la base de
nombreuses méthodes numériques, en particulier de la méthode des éléments finis.

Il est rare qu’on puisse démontrer ainsi la convergence forte. C’est di & des propriétés trés
particuliéres. Il est impossible de démontrer directement que ||u,, — u|| — 0 quand m — +o00. On
va passer a la limite dans une quantité étroitement liée aux formulations variationnelles (qui est
a(t — Uy, U — Upy))-

Proposition 4.12 Sous les hypothéses du théoreme de Laz-Milgram (avec H séparable), on a
Uy — u quand m — +oo dans H fort.

Démonstration.
(7) On commence par remarquer que la suite (u,, )., toute entiére converge faiblement vers u quand
m — +00.

En effet, la suite (u;,)n est bornée donc appartient a un compact pour la topologie faible.
Montrons qu’elle admet une unique valeur d’adhérence. Soit | une valeur d’adhérence. Il existe
une sous-suite (u¢(m))m telle que wuy(m) — [ quand m — +o0o0 dans H faible. Exactement comme
ci-dessus pour la suite (tg(m))m, on montre que [ est solution de (P). Dans I'étape 4 on a prouvé
que (P) posséde une unique solution u. On a donc [ = u.

La suite (u,)n étant dans un compact et ayant une unique valeur d’adhérence u (pour la
topologie faible), on a que u,, — u dans H faible quand m — +oc.

() 1l reste & montrer la convergence forte. On a
a(u,v) = L(v), Yve H (4.3.5)
a(tm,v) = L(v), Yv € H,y,. (4.3.6)

Attention : les espaces pour les deux formulations variationnelles sont différents. Mais
on peut prendre v € H,, pour (4.3.5) et (4.3.6). En soustrayant les relations on trouve que

Yo € Hy,y, a(u — tp,v) =0 (4.3.7)
C’est la propriété qui va permettre de conclure. On a
AU — Uy, U — Upy) = (U — Upy, U) — A(U — Uy, Upy)

En prenant v = u,, dans (4.3.7), on a a(u — ty,, u,,) = 0 et donc :

a(t — Upy U — Up,) = (U — Uy, ) (4.3.8)
Comme l'application w — a(w, u) est linéaire continue et que u,, —u — 0 dans H faible quand
m — +00, on conclut que

a(t — Uy, U — Upy,) = a(U — Upp,u) — 0 quand m — +oo.

Donc, comme a|[u — Uy, ||? < a(t — U, U — Up,), Up, — u quand m — +o0o dans H fort.

O

Remarque. La simplification dans (4.3.8) est essentielle. On ne peut pas passer a la limite par
convergence faible dans le terme a(ty,, ty, ).

La proposition 4.12 donne un résultat de convergence. L’étape suivante serait d’obtenir des
estimations d’erreur. La aussi (4.3.7) joue un rdle fondamental.
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4.4 Topologie faible dans les espaces de Banach

4.4.1 Topologie faible

Soit E un espace de Banach (c’est-a-dire espace vectoriel normé complet) de norme ||.||. Le dual
E’ muni de la norme : L)
v
12 = sup L2
w0 ||Vl

est un espace de Banach.

Définition 4.13 Soit (u,), une suite de E. On dit que u,, tend vers u € E au sens de la topologie

faible si
VL € F', L(u,) — L(u) quand n — +oo.

On note u, — u quand n — +oo. Si une telle limite faible u existe, alors elle est uniquement

définie.

Proposition 4.14 Soit (uy), une suite de E. On a :
(i) Si ||u, — ul| = 0 quand n — +oo, alors u, — u quand n — +oo faiblement.
(i) Si u, — u quand n — +oo faiblement, alors la suite ||uy,|| est bornée :

IR >0,Vn, ||u,| < R.

(#ii) St u, — u quand n — 400 faiblement et L, — L quand n — +oo dans E', alors L, (u,) —
L(u) quand n — +oo.

Proposition 4.15 Soient E, F' deux espaces de Banach. Soit T' une application linéaire et conti-
nue de E dans F. Alors si u, — u quand n — +oo dans E faible, on a T'(u,) — T'(u) quand
n — +oo dans F' faible.

Proposition 4.16 Soient E, F' deux espaces de Banach, T € K(E, F). Siu, — u quandn — 400
dans E faible, alors T'(u,) — T(u) quand n — 400 dans F fort.

Suites bornées

L’espace E’ admet lui-aussi un dual noté E” et appelé bidual de E. On a une injection J : £ — E”
définie comme suit. Soit u € F fixé; alors 'application L —< L,u > de E’ dans R est une forme
linéaire continue sur E’ c¢’est-a-dire un élément de E”.

Définition 4.17 Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si J(E) = E".
Tout espace de Hilbert est réflexif.

Définition 4.18 Soit E un espace de Banach. On dit que E est séparable s’il existe un sous-
ensemble D C E dénombrable et dense.
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Théoréme 4.19 Soit E un espace de Banach séparable et réflexif. Soit (uy), une suite bornée de
E. Alors on peut en extraire une sous-suite convergeante au sens de la topologie faible.
Pour tout R > 0, la boule fermée

B(0,R) ={u € H, ||u|| < R}

munie de la topologie faible, est un espace métrique compact.

Exemple
Théoréme 4.20 Pour 1 < p < oo, l'espace LP(2) est réflexif.

Pour 1 < p < 00, le théoréme 4.19 s’applique a LP(f2). Soit @, une suite bornée de LP(2); alors il
existe une sous-suite () et @ € LP(€2) telles que, quand n — +00 :

v fe P (Q), /Quw(n)f—>/guf

4.4.2 Topologie faible étoile.
Soit E un espace de Banach, soit E’ son dual (muni de la norme ||| g ).
Définition 4.21 Soit (L), une suite de E'. On dit que L, tend vers L € E' au sens de la

topologie faible x si
VueFE, Ly(u)— L(u) quand n — +o0.

St une telle limite faible x existe, alors elle est uniquement définie.

Théoréme 4.22 Soit E un espace de Banach séparable et (L), une suite bornée de E'. Alors
on peut en extraire une sous-suite convergeante au sens de la topologie faible .

Comme L'(9) est séparable, le théoréme 4.22 s’applique a L>(f2). Soit 1, une suite bornée de
L>(€2) ; alors il existe une sous-suite Gy(n) et @ € L>() telles que

v feLY(Q), /Quw(n)f—>/ﬂuf

quand n — +o0.
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Chapitre 5

Optimisation dans les espaces de Hilbert

5.1 Minimisation de fonctionnelles convexes

5.1.1 Fonctionnelles convexes.

Soit E un espace vectoriel normé de norme ||.|| et J: E — R.

On dit qu’'un ensemble K C E est convexe si

V (u,v) € K2Vt e[0,1], tu+ (1 —t)v € K.

On dit qu'une application J définie sur un ensemble convexe non vide K et a valeurs dans R est
conveze sur K si

V (u,v) € K2, Vtel[0,1], J(tu+ (1 —t)v) <tJ(u) + (1 —1)J(v). (5.1.1)

On dit qu'une application J définie sur un ensemble convexe non vide K et a valeurs dans R est
strictement conveze sur K si

V (u,v) € K2, u#wv, Vt€]o, 1], J(tu+ (1 —t)v) <tJ(u) + (1 —1t)J(v). (5.1.2)

Exemple.

Proposition 5.1 Soit g une fonction continue de R dans R. Alors, pour tout v € H'(]a,b[), ou
a et b sont deux réels tels que a < b, on peut définir

b
J(v) = / g(v(x))dx. (5.1.3)
Si de plus g est convexe sur R, alors J est conveze sur H'(]a, b[).

Démonstration. Si v € H'(]a,b[), alors v est continue sur [a,b]. Comme g est continue, g o v est
aussi continue sur [a, b] et I'intégrale dans (5.1.3) est bien définie.

Supposons maintenant g convexe. Soient (u,v) € H*(]0,1[)? et ¢ € [0,1]. Alors

b
J(tu+ (1 —tw) = / g(tu(z) + (1 — t)v(z))dz. (5.1.4)
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Par convexité de g, pour tout = € [a,b] :

g(tu(z) + (1 —thv(z)) < tg(u(x)) + (1 —t)g(v(z)).

En revenant a (5.1.4), on en déduit

b b
J(tu+ (1 —t)) < t/ g(u(z))dr + (1 — t)/ g(v(z))dx =tJ(u) + (1 —t)J(v),

d’ou la convexité de J.

0

Remarque. Dans (5.1.3), 'argument de J est une fonction. On donne donc le nom de fonctionnelle
a J (et non de fonction définie sur un espace de fonctions...)

5.1.2 Convexité et topologie faible

On étudie des propriétés de la topologie faible qui concernent les ensembles et les fonctions
convexes. Elles joueront un role essentiel pour établir I'existence de minimum globaux.
Ensemble convexes

Soit H un espace de Hilbert et un ensemble fermé F' C H non vide (pour la topologie forte
associée a la norme). Par définition d’un ensemble fermé, si (u,), est une suite d’éléments de F’
convergeant dans H fort, sa limite appartient & F'. Si la suite n’est que faiblement convergente, la
limite ne sera pas dans F' a priori. Toutefois cette propriété est satisfaite si F' est de plus convexe.

Théoréme 5.2 Soit H un espace de Hilbert et K C H un ensemble convexe fermé non vide. Soit
u, € K telle que 3u € H, u, — u dans H faible quand n — +o00. Alors u € K.

Démonstration. On raisonne par I’absurde et on suppose que u ¢ K. Le résultat est une consé-
quence du lemme suivant qui est un lemme de séparation, par un hyperplan entre un point et un
ensemble convexe fermé non vide.

Lemme 5.3 Soit H un espace de Hilbert. Sotent K C H un ensemble convexe fermé non vide et
soit uw ¢ K. Alors il existe L € H' et un réel « tels que

Vo e K, L(u) < a < L(v). (5.1.5)

Supposons le lemme démontré. Pour la forme linéaire continue donnée par le lemme 5.3, comme
u, € K, on a
Vn, L(u) < a < L(uy,)

ce qui est en contradiction avec L(u) = lim,,_, o L(u,) comme u, — u dans H faible.

Il reste a démontrer le lemme 5.3. Comme K est convexe fermé non vide on dispose de la projection
sur K, Pk, donnée par le théoréme 1.5. Par le théoréme 1.6, on sait que

Vo € K, (u— Pg(u),v — Pg(u)) <0. (5.1.6)

Counsidérons
T(v) = (Pg(u) — u,v —u)
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convient. En effet T'(u) = 0. Ensuite, pour tout v € K
T(v) = (Pg(u) = u,v = Pi(u)) + (Pg(u) = u, Pg(u) —u)

et grace a (5.1.6)

T(v) > || Py (u) — ull*.
Ainsi L(v) = (Pg(u) — u,v) convient pour obtenir (5.1.5) avec av = w + (Pg(u) — u,u).

O

Fonctions convexes
Pour énoncer le résultat relatif aux fonctions convexes et a la topologie faible, nous avons besoin
de la notion de limite inférieure d’une suite de réels.
Limites inférieure et supérieure d’une suite de réels.

Soit (), une suite d’'un espace vectoriel normé général E. Posons X,, = {uy,k > n} C E. On
montre facilement que ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,), est [, oy Xn. Clest
donc un fermé de E. Cet ensemble peut étre vide.

neN

Considérons maintenant une suite de réels (z,,),. Elle posséde au moins une valeur d’adhérence
dans R = R U {400, —00}.

On appelle limite supérieure de la _suite (n)n, que 'on note limsup, x,, la plus grande valeur
d’adhérence de la suite (x,,), (dans R). On appelle limite inférieure de la suite (z,),, que 'on note
liminf, x,, la plus petite valeur d’adhérence de la suite (x,), (dans R).

On peut montrer que

limsupz, = lim sup X, =infsupxg, liminfz, = lim inf X,, = sup inf z;.
n n—+oo 4 n E>n n n—+o0o n n k>n

On donne maintenant quelques propriétés simples des limites supérieures et inférieures.
e La suite (z,), converge (dans R) si et seulement lim sup,, ,, = lim inf,, z,,.
e La suite de réels (x,), est minorée dans R si et seulement si lim inf,, z,, > —o0.
e Pour deux suites (), et (Yn)n, liminf, (z, + y,) > liminf, x, + liminf, y,.

Les propriétés relatives a la limite supérieure s’en déduisent immédiatement comme lim sup,, z,, =
liminf, (—z,).

Fonctions convexes et topologie faible.
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Soit H un espace de Hilbert et J une fonction continue de H dans R. Par définition de la continuité,
si u, — u quand n — +oo dans H (fort), on a J(u,) — J(u) quand n — 4o00. La question est :
que peut-on dire si on a seulement u,, — u quand n — +oo dans H faible? On a une réponse
partielle si J est convexe.

Théoréme 5.4 Soit H un espace de Hilbert et J : H — R une fonction convexe continue (pour
la topologie usuelle associée a la norme). Si u, — u quand n — +oo dans H faible, on a

J(u) < liminf J(u,).

n—-+o0o
Démonstration. Soit
A< J(u) (5.1.7)
fixé quelconque. Montrons que
Ing, Yn>ng, A< J(uy). (5.1.8)

Sil’assertion (5.1.8) est fausse, il existe une suite extraite (uy(m))n telle que, pour tout n, J(uym)) <
A. Ou encore :
Vn > ng, uym) € {ve H,Jv) <A} =K. (5.1.9)

Comme J est convexe et continue, I’ensemble K est convexe fermé. Par le théoréme 5.2, comme
Upmy — w quand n — 4oo dans H faible, on a u € K, c’est-a-dire J(u) < A ce qui est en
contradiction avec (5.1.7) et prouve (5.1.8).

Soit maintenant p une valeur d’adhérence de la suite (J(u,)),. Par définition, il existe une suite
extraite (J(uym)))n telle que J(uymy) — 1 quand n — 4-o00. La propriété (5.1.8) garantit que

dny, Vn>ng, A< J(Uym))- (5.1.10)
En prenant la limite quand n — +oo dans (5.1.10), on trouve que A < p. Comme cette propriété
est satisfaite pour toute valeur d’adhérence de (J(uy,))n, on a que A < liminf,, J(u,).

En conclusion, on a montré que, pour tout A < J(u), on a A < liminf,, J(u,). En prenant la limite
A — J(u), ceci entraine que J(u) < liminf,, J(u,).
0

5.1.3 Minimisation de fonctionnelles convexes

Théoréme 5.5 Soit K un ensemble convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H et J une
fonctionnelle convexe continue de K dans R. On suppose de plus :

— soit K est borne
(5.1.11)
— soit K est non borne et limy |- 400, ver J(v) = +00

Alors, J admet un minimum global sur K en (au moins) un point. Si on suppose de plus J
strictement conveze, alors il existe un unique point de minimum global de J sur K.
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Démonstration. Sous les hypothéses de ce théoréme, la fonctionnelle J n’est a priori pas minorée

sur K de sorte que
inf J(v) € RU{—o0}.

veK
On introduit une suite minimisante, c’est-a-dire une suite (u, ), d’éléments de K telle que

J(un) — 12£ J(v) € [—00,4+00], quand n — +oo. (5.1.12)

La suite (uy,), est bornée. En effet soit K est borné et c’est évident. Soit K est non borné et J est
00 & I'co. Dans ce second cas, fixons vy € K. Comme limjjy— o0, ver J (V) = +00, il existe R > 0
tel que

Vo € K tels que ||v]| > R, ona J(v) > J(ug) + 1.

Alors (5.1.12) entraine que ||u,|| < R pour n assez grand.

La suite (u,), est bornée dans H qui est un espace de Hilbert. Elle posséde donc une sous-suite
faiblement convergente : il existe (ugpm))n €t u € H tels que uyp) — u quand n — 400 dans H
faible.

Montrons que la limite faible u est un point de minimum global de J sur K. Comme K est convexe

fermé, on a
u € K. (5.1.13)

Ensuite, J étant convexe continue, on a que :

J(u) < liminf J(ug@m) ).

n—-+00

Or par (5.1.12), la suite toute entiere (J(u,)), converge vers inf,cx J(v). On a donc

J(u) < liminf J(ug@) = lim J(u,) = inf J(v).

n—+4o0o n—-+00 veEK

La fonctionnelle J est donc minorée sur K. De plus, comme u € K par (5.1.13), la borne inférieure
de J sur K est atteinte en u et J(u) = min,ex J(v).

Il reste & montrer 'unicité d’un point de minimum global si J est de plus strictement convexe. On
raisonne par ’absurde. Si le minimum de J est atteint en deux points u; # us, on a ”“”T“Q € Ket

Uy + Usg 1 1 .
5 ) < éJ(ul) + EJ(U/Q) = {}Tél}l{lj(v)

J(

d’ou la contradiction.

5.2 Conditions d’optimalité

Le résultat d’existence ci-dessus est vrai dans un cadre hilbertien. Les conditions d’optimalité, qui
nous intéressent maintenant, peuvent, quant a elles, s’énoncer pour un espace vectoriel normé F
général.
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5.2.1 Différentiation en dimension quelconque.
Soit E un espace vectoriel normé de norme ||.||.

Définition 5.6 Soit J : E — R. On dit que J est différentiable en u € E s’il existe une application
linéaire et continue L, : E — R telle

()]

loll—>0  [Jv]|

VveE, Ju+wv)=Ju)+ L,(v)+ e(v) et = 0.

Si J est différentiable en u, alors L, est unique et appelée la différentielle de J au point u ; on la
note DJ,.
On dit que J est différentiable si elle est différentiable en tout point de E.

Propriétés. Si J est différentiable en u alors J est continue en u. De plus

DJy(w) = lim J(u+tv) — J(u)

t—0 t

(5.2.14)

Exemples.

Toute application linéaire continue L : E — R est différentiable et, en tout point u, DL, = L.

Proposition 5.7 Soient E un espace vectoriel normé, a : E x E — R bilinéaire, symétrique
continue. Alors j(v) = sa(v,v) est différentiable et Dj,(v) = a(u,v).

Démonstration. Comme a est continue, il existe une constante M > 0 telle que, V(u,v) € E?,
la(u,v)| < M||ul|||v||. Soient u,v € E. On a

jlu+v)—ju) = %a(u +v,u+v) — %a(u,u) = a(u,v) -+ %a(v,v)
v _—

lineaire continu
reste : £(v)

et

M
|5(U>| _ |a(v,v)| < _HUH — 0 quandv — 0
o]l 2|

Jj est différentiable au point u et Dj,(v) = a(u,v).
0J

Proposition 5.8 Soit g une fonction de R dans R de classe C%. Soit la fonctionnelle J définie
sur H*(Ja,b]), ot |a, b est un intervalle borné, par

J(v) = / g(v())dz.

Alors J est différentiable sur H'(]a,b|) et

Vu € H'(a,b]), DJu(v) = / ¢ (u(x))o(x)dz avee v € H(Ja, b).
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Démonstration. Soit u € H'(Ja,b[) et v € H'(Ja,b[). On a

J(u+v)= / g(u(z) +v(z))dx.

Pour tout x € [a,b], par la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre deux, il existe 6(z) € ]0,1[ qui
dépend de u(zx) et v(zx), tel que

g(u(z) +v(x)) = g(u(x)) + g'(u(x))v(z) + %9”(%&(%) +0(z)v(@))v()”.

En intégrant sur [a, b], il en résulte

1

b
J(u+v)=J(u) ~|—/ g (u(x))v(z)dr + =

b
5 / g (u(x) + 0(z)v(x))v(r) de.

Comme ¢’ o u est bornée sur [a, b], 'application v — fab g (u(x))v(x)dx est linéaire et continue de
H'(]a,b[) dans R. Ensuite soit

ew) = 1 / o (u(@) + 0(x)v(z))v(z) da. (5.2.15)

On veut montrer que

@l (5.2.16)

ol 51 ja,pp =0 HUHHl(}%bD

On peut supposer |[v||g1(eppy < R ot R > 0 est un réel quelconque fixé. Alors par l'injection
de Sobolev H'(Ja,b]) <= L>(]a,b[), il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout v tel que
||U||H1(}0,1[) S R, on a

[llee < crlfollar < 1R

et comme 0 < f(z) <1
[u+0v]loe < flulloc + [[v][eo < [Jullos + 1R =8

En revenant a (5.2.15) on en déduit que, pour tout v tel que ||v||g1qoap < R :

)] < g maxlo ) [ o < S mox o) el (5:2.17)

ce qui entraine (5.2.16).
0J

Il existe des critéres pour étudier si une fonctionnelle J différentiable est convexe ou strictement
convexe. Ils sont généralement plus faciles a utiliser que les définitions (5.1.1) et (5.1.2).

Caractérisation des fonctionnelles convexes différentiables

Proposition 5.9 Soient J : E — R différentiable et K C E un ensemble convexe non vide. Alors
J est convexe sur K si et seulement si ['une des conditions suivantes est réalisée

(i) VwueKVveK, Jw)>Ju)+ DJ,(v—u)
(i) VwueKVveK, (DJ,—DJ,)(u—v)>0.
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Pour E = R, la propriété (i) signifie que la courbe est au-dessus de la tangente. La propriété (ii)
est équivalente & la croissance de la fonction dérivée.

Caractérisation des fonctionnelles strictement convexes différentiables

Proposition 5.10 Soient J : E — R différentiable et K C E un ensemble convexe non vide.
Alors J est strictement conveze sur K si et seulement si l'une des conditions suivantes est réalisée :

(i) YueKVveK,v#u, Jw)>Ju)+DJ(v—u)

i) VYweKVveK,v#u, (DJ,—DJ,)(u—v)>0.

Pour £ =R, la propriété (i) signifie que la courbe est "strictement" au-dessus de la tangente. La
propriété (ii) est équivalente a la croissance stricte de la fonction dérivée.

On réfere a Ciarlet [3] et Faurre [5], pour les démonstrations de ces deux propositions.
Exemple.

Proposition 5.11 Soient E un espace vectoriel normé, a : E x E — R bilinéaire, symétrique
continue et telle que 3o >0, Vv € E, a(v,v) > al|v||*. ALors j(v) = 3a(v,v) est conveze. Si de

plus, o > 0, j est strictement convexe.

Démonstration. Par la proposition 5.7, j est différentiable en tout point w et Dj,(h) = a(u,h).
Ensuite
(Dju = Djo)(u = v) = a(u —v,u —v) > afu —v|*

d’ont les résultats en appliquant la proposition 5.9 (ii) et la proposition 5.10 (ii).

5.2.2 Equation d’Euler.

Théoréme 5.12 (équation d’Euler) Soient E un espace vectoriel normé et J : E — R une
fonctionnelle différentiable. Alors siu est un point de minimum global de J sur E, on a DJ, = 0.

Démonstration. Soit v € E. En utilisant (5.2.14), on montre facilement que D.J,(v) = 0.
UJ

5.2.3 Conditions d’optimalité dans le cas convexe.

Théoréme 5.13 Soient E un espace vectoriel normé, J : E — R une fonctionnelle convexe
différentiable et K C E un ensemble convezre fermé non vide. Alors u est solution du probleme de
minimisation :

u€e K
{ J(u) = infuex J(v) (5.2.18)
st et seulement si
u€e K
{ Vv e K, DJ,(v—u)>0. (5.2.19)
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Démonstration. La partie condition nécessaire ne nécessite pas que J soit convexe, seulement
I'ensemble K. Soit u solution de (5.2.18). Soit v € K. Comme K est convexe, pour ¢ €]0, 1], on a
u+t(v—u) € K et donc

J(u—l—t(v—tu))—J(u)zO (5.2.20)
Par définition de la différentiabilité :

J(u+tlv—u))— J(u) =tDJ,(v—u)+e(t(v—u)) avec lim le(t(v —w)]

t—0 t

=0
d’ou
J(u+tlv—u)) — J(u)
t
et DJ,(v—u) >0 grace a (5.2.20).

— DJ,(v—u) quand ¢t — 0,

Réciproquement supposons que u vérifie (5.2.19). Comme J est convexe, par la proposition 5.9
(i), on a :
Vve K, Jw)>Ju)+ DJ,(v—u)

d’ou J(v) > J(u) grace a (5.2.19).

Cas particuliers importants

Les conditions (5.2.19) peuvent étre simplifiées pour des ensembles plus particuliers. Les arguments
permettant ces simplifications sont importants par eux-mémes.

1) K = C cone convexe fermé de sommet 0.

On dit que C est un cone convexe fermé de sommet 0 si C' est convexe fermé et on a la propriété :
si A est un réel positif ou nul et v appartient & C', alors \v appartient a C'.

Les conditions (5.2.19) peuvent alors se simplifier. Plus précisément on a le résultat suivant.

{ ueC { ueC u€l
: &< Ywedl, DJ,(v) >0,
— — >
J(u) = inf,ecc J(v) Yo e C, DJ,(v—u)>0 DJ(u) = 0
J : E — R est une fonctionnelle convexe différentiable.

Démonstration. Un cone convexe fermé de sommet 0 est convexe fermé non vide, et le théoréme
5.13 s’applique.
- Supposons u € C' point de minimum, ou encore

Yo e C, DJ,(v—u)>0. (5.2.21)

Soit v € C. Alors u+v =2 %2 € C. Donc DJ,(u+v —u) > 0, c’est-a-dire DJ,(v) > 0.
Pour v = u, on obtient D.J,(u) > 0. Mais si on prend v = 0 dans (5.2.21), on trouve D.J,(u) <0,
d’ot DJ,(u) = 0.

- La réciproque est évidente.

2) K = M sous-espace vectoriel fermé de E

ue M N ue M
J(u) = inf,epr J(v) Yve M, DJ,(v) =0
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J : E — R est une fonctionnelle convexe différentiable.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel fermé est un cone convexe fermé de sommet 0, donc le
résultat précédent s’applique. On sait que u € M est un point de minimum si et seulement si
Yo e M, DJ,(v) >0 et DJ,(u) =0. Comme —v € M, on a DJ,(—v) >0, dou DJ,(v) = 0.

O

3) K=FE:J(u)=inf,erJ(v) < DJ, =0.

L’équation d’Euler est une condition nécessaire et suffisante si J est convexe et différentiable.

Application aux fonctionnelles quadratiques

Proposition 5.14 On se donne :
e H espace de Hilbert
e a: H x H— R bilinéaire, symétrique, continue, coercive
e L.: H — R linéaire, continue
e K convexe, fermé, non vide.
Soit |
J(v) = §a(v,v) — L(v).
Alors J admet un unique point de minimum global sur K. De plus, u est caractérisé par

u € K,

{ VoveK, alu,v —u) > L(v —u). (5.2.22)

Dans le cas particulier ou K est un cone C' convexe fermé de sommet 0, u est caractérisé par

ueC,
VoeC, a(u,v) > L(v) (5.2.23)
a(u,u) = L(u).

Dans le cas particulier ot K est un sous-espace vectoriel fermé M de H, u est caractérisé par

u e M,
{ Voe M, a(u,v) = L(v). (5.2.24)

Démonstration. Par la proposition 5.11, J est strictement convexe, et J est continue. L’ensemble
K est convexe, fermé, non vide. Soit K est borné. Soit K est non borné. Alors, en notant a une
constante de coercivité de a, on a que

o
J() = S llvll* = Lol
Dot limyy |, 400 J(v) = 400 dans H et a fortiori sur K. Le théoréme 5.5 peut étre appliqué et

fournit 'existence et 'unicité d’un point de minimum global de J sur K.

Par la proposition 5.7, J est différentiable et DJ,(v) = a(u,v) — L(v). Par le théoréme 5.13, u est
point de minimum global sur K si et seulement si u satisfait (5.2.22). Ces conditions se simplifient
en (5.2.23) ou (5.2.24), pour des ensembles K particuliers comme décrit aprés le théoréme 5.13.

O
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