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Corrigé TD6

Exercice 1. On fixe un réel ¢ > 0. Pour tout b € [0, ¢[, on considére 'équation différentielle linéaire
sans second membre :

(Eyp) 2 (t) + 2b2'(t) + x(t) = 0.

Par hypothése, b? — ¢? est < 0. On pose 0 = V2 — b2 et P(X) = X? + 2bX + 2.

1. Exprimer en fonction de b et o les racines A et u de I’équation P(X) = 0, en supposant que la
partie imaginaire de A est > 0.

Correction. Les racines sont A = —b+i0 et = —b — 0. O]

2. Soit v € C. Montrer que la fonction a valeurs complexes e, : t — " est solution de (E,) si et
seulement si v est racine de P.

Correction. Si z(t) = et alors 2'(t) = vz (t) et 2”(t) = v?x(t), donc
2" (t) + 2b2' (1) + P (t) = (v + 2bv + *)x(t)
et ceci est nul si et seulement si P(v) = 0. O

3. Montrer que les fonctions u et v, définies par u(t) = e *cos(ot) et v(t) = e *sin(ot) sont
solutions de (Ep).

Correction. D’aprés ce qui précede, la fonction ey : t — e = e (cos(ot) + isin(at)) est
solution de (E}), de méme que la fonction e,,. Par conséquent, u = (ex+e,)/2 et v = (ex+e,)/2i
sont également solutions. O]

On rappelle que pour toute solution w de (Ej) a valeurs réelles, il existe o, 5 € R uniques
tels que w = au + Sv. (On ne demande pas de démontrer ceci.) On considére maintenant ’équation
différentielle avec second membre :

(Sh) 2" (t) + 2bx(t) + x(t) = cos(ct).

4. On suppose b # 0. Montrer alors qu'il existe une unique solution f = f, de (S;) de la forme
t — Asin(ct), pour une constante A = A, a préciser. Déterminer 'unique solution x;, de (.Sp)
telle que z(0) = 0 = x3,(0).

Correction. Cherchons une solution de (Sp) sous la forme f(t) = Asin(ct). Alors f'(t) =
Accos(ct) et f"(t) = —Ac?sin(ct), donc

f"(t) + 2bf'(t) + A f(t) = 2Abc cos(ct)

et ceci égale cos(ct) si et seulement si A = 1/2bc. Alors, pour toute solution x de (Sy),  — f est
solution de I’équation sans second membre (E}), et réciproquement. Donc pour toute solution
x de (Sp) il existe «, 5 € R uniques tels que

1
z(t) = ae " cos(ot) + Be " sin(ot) + T sin(ct)
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pour tout ¢t € R. La condition x(0) = 0 donne o = 0; alors

2'(t) = Be " (—bsin(at) 4 o cos(at)) + Qibcos(ct)

donc la condition 2/(0) = 0 donne So = —1/2b i.e. f§ = —1/2bo. La solution cherchée est donc
donnée par

_ L e L
(%) xp(t) = b sin(ct) — e T sin(ot).
[

. On suppose b = 0. Montrer alors qu’il existe une unique solution gy de (Sp) de la forme
t — Btsin(ct), pour une constante B a préciser. Déterminer 1'unique solution x, de (Sp) telle
que z¢(0) = 0 = x3(0).
Correction. Cherchons une solution de (Sp) sous la forme g(t) = Btsin(ct). Alors

g'(t) = B(sin(ct) + ct cos(ct)) et ¢"(t) = B(2ccos(ct) — c*tsin(ct))
donc, puisque b =0, on a

g"(t) + *g(t) = 2Bccos(ct)

et ceci égale cos(ct) si et seulement si B = 1/2¢. Tenant compte de b = 0, d’ott e % = 1 pour

tout ¢, on obtient comme précédemment que pour toute solution x de () il existe o, 5 € R
uniques tels que

x(t) = acos(at) + Bsin(ot) + %Csin(ct)

pour tout ¢t € R. La condition z(0) = 0 donne a = 0; alors

z'(t) = fo cos(at) + %Csin(ct) + % cos(ct)

donc la condition 2’(0) = 0 donne o = 0 i.e. f = 0. La solution cherchée est donc donnée par

t .
zo(t) = % sin(ct). O
On rappelle que lorsque h tend vers 0, on a /1 —h = 1 — g + O(h?) = 1+ O(h), et de
b2 1/2
méme (1 — h)~Y2 = 1+ O(h). Comme o = ¢ (1 — E) alors, lorsque b tend vers 0 on a :

1 1
o=c+O0(b*) et = ==+ 0(?).
o c
Fixons désormais un réel t et posons h = ot — ct. Alors ot = ¢t + h et 'on a
sin(ot) = sin(ct) cos(h) + cos(ct) sin(h)

avec h = O(b?) lorsque b — 0.
. En utilisant le développement limité en 0 de cos et sin a I'ordre 1, et de exp a I'ordre 2, montrer
que sin(at) = sin(ct) + O(b*) puis que

bt sin(ot) (- bt)sin(ct)

g C

+ O(b?).

Montrer alors (¢ étant fixé) que limy_q (24(t) — zo(t)) = 0.
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Correction. On a cos(h) = 1+ o(h) = 1+ o(b?) et sin(h) = h + o(h) = O(b?), d’ou sin(ot) =
sin(ct) + O(b*). On a aussi

b2t?
e =1 — b+ —- +o(b*) =1 — bt + O(b?).

1 1
On a vu plus haut que — = — + O(b?) ; on obtient donc que
o ¢

e*”mfﬁ):(1—m+wan(%+(xﬁﬁ(amd)+ow%):(1—mﬁmfﬂ+wx§)
D’aprés 1’égalité (%) obtenue dans la question (4), on a donc :
:mw:i@m@+mm=%@+0@
d’ou (¢ étant fixe), limy_o (24(t) — 2o(t)) = 0. O

1
Exercice 2. Soient U = R} x Ret f: U — R, (z,y) — arctan(y) — —. On considére I’équation

x
différentielle :

1
(%) y(t) = arctan(y(t)) — -
avec la condition initiale y(1) = b, ou b est un réel.
) . e : af | of .
1. Déterminer les dérivées partielles 9z et 0 Sont-elles continues sur U 7
Oy
: of of . :
Correction. On a ——(x,y) = — et =—(z,y) = . Ces deux fonctions sont continues sur
Ox x2 Oy 1+y?
U. O

2. Citer un théoréme du cours qui assure qu’il existe une unique solution maximale (Jy, y3) vérifiant
yp(1) = b, ot J, est un intervalle ouvert contenant 1.

Correction. Comme f est de classe C! sur U, l'existence et 1'unicité d’une solution maximale
(Jy, yp) telle que y,(1) = b résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz. O]

3. Soient B, S les fonctions [1, +oo[ — R définies par B(t) = b— (g—i—l)(t—l) et S(t) = b—l—g(t—l).
Montrer que B (resp. S) est une barriére inférieure (resp. supérieure) forte pour (). En déduire
que, pour tout b € R, 'extrémité supérieure de J, est +oo.

Correction. Pour tout y € R on a |arctan(y)| < 7/2 donc pour tout ¢ > 1 on a

Zﬂw:—g—1<f@3@) resp. f@S@)<g:sw)
donc B (resp. S) est une barriére inférieure (resp. supérieure) forte sur [1, +-o00[ pour (x). Comme
B(1) = y»(1) = S(1), alors pour ¢t > 1 la solution y, reste dans ’entonnoir défini par B et S.
Donc, d’apreés le théoréme de I'entonnoir, J, contient [1, 400/ ]

4. Pour t € RY on pose f(t) = b — g(t — 1) —log(t) et y(t) = b+ g(t — 1) — log(t). Montrer
que 3 (resp. y) est une barriére inférieure (resp. supérieure) forte pour (x) sur R, puis que
v(t) < yp(t) < B(t) pour tout t € Jy tel que t < 1. En déduire que, pour tout b € R, I'extrémité
inférieure de J, est 0 et que limy_,o+ y5(t) = +00. (On pourra utiliser le théoréme de I’entonnoir
pour les temps décroissants.)



Correction. Comme |arctan(y)| < /2 pour tout y € R, alors [ (resp. ) est une barriére
inférieure (resp. supérieure) forte pour (x) sur R*. Comme 3(1) = y,(1) = ¥(1), on a donc

7(t) < m(t) < B(t)

pour tout ¢t € J, tel que t < 1. D’aprés le théoréme de ’entonnoir pour les temps décroissants ™,
on en déduit que J, contient ]0,1]. Comme ~ a pour limite +o0o quand ¢ — 0T, il en est de
méme pour y;, et donc 'extrémité inférieure de J, est 0. Par conséquent, pour tout b € R on a
Jy = ]O, +OO[.

(x) De fagon détaillée, considérons une équation différentielle y'(t) = f(t,y(t)), avec f de classe
C1, soit (J,y) la solution maximale telle que y(tg) = uo et soit B (resp.y) une barriére inférieure
(resp. supérieure) forte sur un intervalle I = |a, to]. On suppose que S(to) = y(to) = v(to) et B(t) > v(¢)
pour tout ¢ € I tel que ¢ < to. Posons I = {s € Ry | to — s € I}, considérons la fonction y : I >R,
s+ y(tg — s) et définissons de méme E et 7. Alors y est solution de I’équation différentielle

(1) Z(s) = —f(to — s,2(s))

et 5 (resp. 7) est une barriére supérieure (resp. inférieure) forte pour (f) sur I. D’aprés le théoreme de
I’entonnoir, y est définie sur I et reste dans ’entonnoir défini par v et 8. Par conséquent, y est définie
sur I et pour tout t € I on a y(t) < y(t) < 5(t). [l

5. Soit Cy l'isocline de pente 0, i.e. Co = {(t,y) € U | f(t,y) = 0}. Déterminer Cy et montrer que
c’est une barriére inférieure forte pour (x) sur |2/7,+o00[. Montrer également que la fonction
nulle est une barriére supérieure forte pour () sur R* .

Correction. Pour (t,y) € U, on a arctan(y) = 1/t si et seulement si t > 2/7 et y = tan(1/t).
Posons I = |2/m, +o0o[ et g(t) = tan(1/t) pour tout ¢ € I. Alors, pour tout ¢t € I, on a

L1 <0=f(tg(t)

/
)= ——
g(t) cos?(1/t) t2
donc g est une barriére inférieure forte pour (x) sur /. Et comme arctan(0) = 0, on a f(¢,0) =
—1/t < 0 pour tout ¢ € R, donc la fonction nulle est une barriere supérieure forte pour (x)
sur RY. O

6. On pose A = {(z,y) € U |z > 2/m, 0 <y < tan(1/t)}. Montrer qu'il existe un unique b € R
tel que (¢, y;(t)) € A pour tout ¢t > 2/m.

Correction. D’aprés la question précédente, A est un anti-entonnoir pour (x). Et, comme
lim; , o tan(1/t) = 0, cet entonnoir est resserré en +oo. De plus, pour tout (z,y) € A, on

a .
af 1

=L =—— >0.
ay(fﬁ,y) 155

Donc, d’aprés le théoréme de I’anti-entonnoir, il existe un unique b € R tel que la solution
Y = y; soit dans A pour tout ¢ > 2/7. =

7. Montrer que si b > b, il existe T' > 2/7 tel que y,(t) > tan(1/t) et y,(t) > 0 pour tout ¢ > 7.
En déduire que y, tend en 400 vers une limite L € R% U {+oc}, puis montrer que L = +o0.
(Raisonner par I’absurde en supposant L finie pour obtenir une contradiction.)

8. Montrer de méme que si b < b alors limy_, o y5(t) = —00.



Correction. Soit b # b. Par I'unicité de la solution dans I’anti-entonnoir A, il existe 7' > 2/7
tel que le point p(T") = (T, y5(T")) soit hors de A. Comme y;, ne peut pas croiser y;, alors p(7")
est strictement au-dessus de la barriére inférieure Cy si b > b, resp. strictement en-dessous de
la barriére supérieure (y = 0) si b < b.

Supposons b > b. Alors pour tout ¢ > T on a yj(t) > 0 et y;,(t) > y,(T) > 0; par conséquent y,
est strictement croissante sur [T',+o00[ et tend donc en 400 vers une limite L € R* U {+o0}.
Supposons L finie. Alors f(t,y,(t)) tend vers a = arctan(L) > 0 quand ¢t — +oo donc il existe
Ty > T tel que y,(t) > a/2 pour t > Ty, et donc yu(t) > yp(11) + (a/2)(t — T1) pour t > T7.
Comme le membre de droite tend vers 400 quand ¢t — +00, ceci contredit I’hypothése L < +oc.
On a donc L = +00.

Supposons maintenant b < b. Alors pour tout ¢t > T on a y,(t) < 0 et y,(t) < y(T) < 0; par
conséquent yj, est strictement décroissante sur [T, +00[ et donc tend en 400 vers une limite L €
R* U {—o0}. Supposons L finie. Alors f(t,y,(t)) tend vers a = arctan(L) < 0 quand ¢ — 400
donc il existe T} > T tel que y;(t) < a/2 pour t > T3, et donc yp(t) < yp(11)+ (a/2)(t—T}) pour
t > T7. Comme le membre de droite tend vers —oo quand ¢ — +o0, ceci contredit I’hypothése
L > —00. On a donc L = —o0. O

. Tracer lallure de l'isocline Cy et de plusieurs solutions yp, illustrant les trois comportements
décrits plus haut selon que b est égal, strictement supérieur, ou strictement inférieur a b.

y
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G y=tan(1/t)
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