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TD5: Cauchy-Lipschitz, Barriéres

1 Cauchy-Lipschitz

Exercice 1. On considere les problemes de Cauchy suivants :

{ 32/ (t) = z(t), teR { 2'(t) = /|z(t)], teR
z(0) =0 z(0) =0

Pour chacun des problemes :
a) Construire une solution non-nulle.

b) Peut-on appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz 7 Pourquoi?

2 Barrieres

Soit f : R — R une fonction de classe C' telle que f(x) > 1 pour tout z.. Considérons I’équation
différentielle (¥) 3 = y?f — 1.

Exercice 2. Montrer que les droites d’équation y = 1 et y = —1 sont des barriéres inférieures. Montrer
que ’axe des abscisses est une barriere supérieure.

Exercice 3. Montrer que pour tout (zg,%o) € R?, il existe une unique solution maximale ¢ :]a, b[— R de
I’équation (x) telle que ¢(zp) = yo. Montrer que les solutions sont croissantes dans chacun des demi-plans
y>lety < —1.

Exercice 4. Résoudre I’équation différentielle ¢/ = y? — 1.

Exercice 5.
a) On suppose yo > 1. Montrer que b est un nombre réel.
b) On suppose yg > 1. Montrer que a = —o0.

¢) Montrer que si yp < 0, alors b = +oo et que si yg < —1, alors a est un nombre réel.

Exercice 6. Montrer qu’il y a des solutions définies sur R et bornées.

Exercice 7. Représenter sur un méme dessin les différents types de solution maximale qui ont été
trouvés.



