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TD6 : Deux études d’équations différentielles

Exercice 1. On fixe un réel ¢ > 0. Pour tout b € [0, ¢[, on considére I’équation différentielle linéaire
sans second membre :

(Eb)

2" (t) 4 202/ (t) + Cax(t) = 0.

Par hypothese, b — ¢ est < 0. On pose 0 = v/c2 — b? et P(X) = X? + 20X + 2.

1.

Exprimer en fonction de b et o les racines A et p de 'équation P(X) = 0, en supposant que la
partie imaginaire de A est > 0.

Soit v € C. Montrer que la fonction a valeurs complexes e, : t — e”* est solution de (E,) si et
seulement si v est racine de P.

Montrer que les fonctions u et v, définies par u(t) = e " cos(at) et v(t) = e *sin(ot) sont
solutions de (Ej).

On rappelle que pour toute solution w de (E,) a valeurs réelles, il existe o, € R uniques
tels que w = au + Bv. (On ne demande pas de démontrer ceci.) On considére maintenant 1’équation
différentielle avec second membre :

(Sp) 2 () + 2bx(t) + 2z (t) = cos(ct).

On suppose b # 0. Montrer alors qu’il existe une unique solution f = f; de (S) de la forme
t — Asin(ct), pour une constante A = A, a préciser. Déterminer 'unique solution x;, de (Sp)
telle que ,(0) = 0 = x73,(0).
On suppose b = 0. Montrer alors qu’il existe une unique solution gy de (Sy) de la forme
t — Btsin(ct), pour une constante B a préciser. Déterminer 1'unique solution z de (Sy) telle
que z0(0) = 0 = x3(0).
h
On rappelle que lorsque h tend vers 0, on a 1 —h =1 — 5 + O(h?) = 1+ O(h), et de
b2 1/2
méme (1 — h)~Y2 = 14+ O(h). Comme o = c (1 - —2> alors, lorsque b tend vers 0 on a :
c
1 1
o=c+ OB et — ==+ 0(?).
o c
Fixons désormais un réel t et posons h = ot — ct. Alors ot = ¢t + h et I'on a
sin(ot) = sin(ct) cos(h) + cos(ct) sin(h)

avec h = O(b?) lorsque b — 0.

En utilisant le développement limité en 0 de cos et sin a 'ordre 1, et de exp a 'ordre 2, montrer
que sin(ot) = sin(ct) + O(b?) puis que

1 t
i sinot)

- bt)sin(ct)

b).
S — tOoW)

Montrer alors (¢ étant fixé) que limy_o(2(t) — 2o(t)) = 0.

1
Exercice 2. Soient U = R} x Ret f: U — R, (z,y) — arctan(y) — —. On considére 1’équation

différentielle :

(%)

T

1

y'(t) = arctan(y(t)) — -

avec la condition initiale y(1) = b, ot b est un réel.

1



. : . 0 0 .
. Déterminer les dérivées partielles 8_f et 8_f Sont-elles continues sur U 7
T Y
. Citer un théoréme du cours qui assure qu’il existe une unique solution maximale (.Jy, y,) vérifiant

yp(1) = b, ot Jp, est un intervalle ouvert contenant 1.
. Soient B, S les fonctions [1, +oo[ — R définies par B(t) = b— (g+1)(t—1) et S(t) = b—i-g(t—l).

Montrer que B (resp. S) est une barriére inférieure (resp. supérieure) forte pour (). En déduire
que, pour tout b € R, 'extrémité supérieure de J, est +oo.

. Pour t € R on pose §(t) = b — g(t — 1) —log(t) et y(t) = b+ g(t — 1) — log(t). Montrer
que (3 (resp. 7) est une barriére inférieure (resp. supérieure) forte pour (x) sur R*, puis que
v(t) < yp(t) < B(t) pour tout t € J, tel que ¢ < 1. En déduire que, pour tout b € R, I'extrémité

inférieure de J, est 0 et que lim; o+ y»(t) = +00. (On pourra utiliser le théoréme de ’entonnoir
pour les temps décroissants.)

. Soit Cy 'isocline de pente 0, i.e. Co = {(t,y) € U | f(t,y) = 0}. Déterminer Cy et montrer que
c’est une barriére inférieure forte pour (x) sur |2/7, +o00[. Montrer également que la fonction
nulle est une barriére supérieure forte pour () sur R7.

. Onpose A= {(z,y) €U |z >2/7, 0 <y < tan(1/t)}. Montrer qu'il existe un unique b € R
tel que (t,y;(t)) € A pour tout t > 2/m.
. Montrer que si b > b, il existe T > 2/7 tel que y,(t) > tan(1/t) et y;(t) > 0 pour tout ¢t > T.

En déduire que y;, tend en 400 vers une limite L € R U {+o0}, puis montrer que L = +o0.
(Raisonner par I’absurde en supposant L finie pour obtenir une contradiction.)

8. Montrer de méme que si b < b alors limy_, o y5(t) = —00.

9. Tracer l'allure de l'isocline Cq et de plusieurs solutions y, illustrant les trois comportements

décrits plus haut selon que b est égal, strictement supérieur, ou strictement inférieur a b.



