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fiche XIII Anneau des entiers d’un corps cyclotomique

Soit p un nombre premier et soit z une racine primitive p"—iéme de ['unité.
On va montrer que l'anneau des entiers de Q(z) est Z[z].

On note B l'anneau des entiers de Q(z). Le polynome minimal de z sur
Q est le polynoéme :

r—1

O (X) =0 XY =14 X" 4 4 xPD

Soit m:=1—2.0n a:
Nooy/q(m) = TI(1 = 2)

ol les z; sont les conjugués de z i.e. les racines primitives p”—iémes de 'unité.
Donc :

Noeyja(m) = @pr(1) =p
Soit e := (ey,...,e,) une Z—base de B (ou n = p"). Soit P la matrice
de passage de (eq, ...,e,) dans z := (1,..., 2" 1) (ce sont deux bases de Q(z)
comme Q—espace vectoriel).
Soit J := Z[z]. C’est un sous-Z—module libre de B. Donc d’aprés le
théoréme de la base adaptée, il existe une base f := (fi, ..., fn) de B, dy, ..., d,
des entiers tels que :

dlydgy‘dn et L/ = (dlel, ...,dnen)
est une base de J. Alors :
B/J~7/dy X ... x Z]d,

= |B/J| = dy...d, .

Soient F, y, Py, Py ; les matrices de passage de e a f, de f a f" et de f’
a z. Alors :
P=PeiPrplp.

donc dét P = £dét Py p = *xd,...d,, (car P, s et Pp, sont des matrices dans
GL,(7Z) (donc de déterminants 41) en tant que matrices de passage entre
deux bases d'un méme Z—module libre).

On considére la forme bilinéaire :

b: Q=) x Q(z) = Q, (z,) — Tr(zy)

ot Tr est la trace relativement a I'extension Q(z)/Q.



Dans la base 1, ..., 2", le déterminant de b est Disc(1, ..., 2"~ 1). Donc, en
utilisant les formules de changement de bases pour les matrices des formes
bilinéaires, on trouve :

Disc(1, ..., 2" ') = dét P?d

ou d est le discriminant de la base ey, ..., e,.
Donc :
Disc(1,...,2" ') = |B/J*d .

Or, Disc(1, ...,2"7!) est aussi le discriminant du polynéme cyclotomique
P, (X) = ®,-(X). Cest donc un puissance de p. Donc B/J est groupe fini
d’ordre p™ pour un certain N. On a alors p B/J = 0 i.e. p" B C J.

Comme N(mw) = p, p € 7B. Donc pZ C 7B N Z. Comme N(mw) # 1, 7
n’est pas inversible dans B et :

PLCRBNZG

d’ou : pZ = mB N7 car pZ est un idéal maximal de 7.
Donc on a un morphisme injectif d’anneaux :

Z]pZ — B/mBB kmodp— kmodnB .

Or, |B/mB| = |N(m)| = p donc ce morphisme est un isomorphisme.

Soit b € B. Il existe donc ag € Z C Z[z], by € B tels que b = by + mb;.
Donc B = Z[z] + 7 B.

De méme, il existe a; € Z, by € B tels que :

b1 =ai + 7Tb2
= b= ag+ mas + 72b,
= beZz|+ 7B
car m = 1 — z € Z[z]. Par récurrence, on en déduit facilement que :

B=Z[z]+7"B

pour tout m.

On a:
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est inversible

Or N(%) =1 et comme 11%2; =1+..+271eB, 1{_?
dans B. Donc 7%?") = pu pour un certain v € B*.
On a donc pour tout m, Z[z] + p"B = Z[z] + n*? "B = B.

En particulier pour m = N :

Zlz)+p"B="7[z]=B .

Soient K, L deux extensions de ) de degrés respectifs m, n contenues dans
C. On suppose que I'extension KL est de degré mn sur Q.
Notons &k 'ensemble des Q—plongements de K dans C. On définit de
méme Xy et Pyr.
L’application :
K KL — A K X 2z L

s+ (S|, s|L)

est injective puisque K, L engendrent K L. Or comme on est en caractéristique
nulle, on a :

| Pl = [KL:Q]=mn=[K:Q|L:Q]=|Zk||ZL] .

Donc 'application ci-dessus est aussi surjective , autrement dit, pour tous
plongements si, s, de K et de L dans C, il existe un plongement (unique) s
de KL dans C tel que s|x = s1, 8|, = 5.

Soient R, S, T les anneaux des entiers algébriques (sur Z) des corps K, L, K'L.
On notera RS le sous-anneau de 1" engendré par R, S.

Soient 1y, ...,7,, une Z—base de R et si,...,s, une Z—base de S.

La famille {r,-sj :1<i<m,1<j<n} engendre le Q—espace vectoriel
K L. Comme KL est de dimension mn, cette famille est donc une base.

Sia € T, alors il existe des entiers ¢, j,q € Z tels que :

Ci,j
a = Z p riS; -

i?j

Quitte a simplifier les fractions on peut supposer que ¢ est premier avec
I'ensemble des ¢; ;.

Notons o1, ..., 0, les Q—plongements de L dans C.

Comme on 'a déja vu précédemment, chaque o; peut se prolonger en un
unique Q—plongement de K L dans C qui est I'identité sur K. On note encore
0; un tel prolongement.



On a donc :

oi(a) = zn:ldjai(sj)

pour tout 7 ol : d; := Y[, %rk,.
Donc :

ou A est la matrice (0;(s;))1<ij<n € #n(S). Cette matrice est bien inversible
car
dét A* = Disc(S) .

1
dét A

Puisque A~ = tA, on a :

1 1

di,....d c
Lo @ € G819 S Dise(9)

S

en particulier :

> Disc(S)—2ry,
k=1 q
est entier sur Z pour tout j (et c’est aussi un élément de K'). Donc :
> Disc(S)—2ry € R
k=1 q

pour tout j.
Puisque les r; forment une Z—base de R, on a forcément :

Disc(S)@ €
q

pour tous k, j. Donc ¢g|Disc(S) puisque ¢ est premier avec I’ensemble des ¢y ;.
De méme on peut montrer que ¢ divise Disc(R). Donc :

RSCTCd'T

ol d est le pged des discriminants de R et S.

Application : On montre par récurrence sur n > 1 que 'anneau des
entiers B,, du corps cyclotomique Q(z,) (2, est une racine primitive n—iéme
de I'unité) est B, = Z[z,).
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C’est facile pour n = 1. Supposons n > 1. Soit p un diviseur premier de
n et p” la puissance maximale de p qui divise n. Soit 1 < n’ < n tel que :

n=pn .

Comme p" et n’ sont premiers entre eux, Q(2z,/)Q(zyr) = Q(2,) et [Q(zy) :
Q] = ¢(n) = ¢(n)o (") = [Q(zw) : QUQLzr) : Q).

Par hypothése de récurrence : B,y = Z[z,/]. D’aprés ce qu’on a montré au
début, on a aussi : Byr = Z[zyr].

Or, le discriminant de Z[z,] = B, est le discriminant du polynémee
®,, et le discriminant de Z[z,] = B, est le discriminant du polynémee
®,. Ces deux discriminants sont donc premiers entre eux (cf. la formule du
discriminant d’un polynéme cyclotomique). Donc on a :

BB, = B,

& Ll Zlzy] = By -

Pour conclure, on vérifie facilement que Z[z,/|Z[zyr] = Z[2y).
q.e.d.



