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I.— Equations cubiques

Exercice 1 (Méthode de Cardan (1501-1576) / Tartaglia (1500-1557))
Sotent p,q € R.
On va résoudre :
(E) 2 +pz+q=0.

— Vérifier que toute équation cubique se raméne a une équation de cette
forme.

a) Soient 2y, 22, z3 les 3 racines de (E) (au sens ot : 2% +pz +q = (2 —
21)(z—29)(2—23) ). Exprimer le discriminant A = (21— 22)* (22— 23)* (21— 23)?
en fonction de p et q.

b) Montrer que :

A=0 & 23+ pz+q aune racine réelle double
A>0 & 23+ pz+q a3 racines réelles simples

A<0 & 23+p2z+q a?2 racines complexes conjuguées et 1 racine réelle

c¢) Montrer que z = u + v est racine de 2° + pz + q si
u? + v = —q
uv = —
d) En déduire que les trois racines de l’équation
P2 4pr+q=0

sont données par les formules de Cardan :

(B g

N |

I

(V)

Il

o

w

N | —
/\
Q

+
Q

+
[\3 =~
\IT&
~

+
.

)

w
DN | —
/\

e
e

N

w

Il

<

o

w
NN
/_\

rQ

+

rQ

+
w ’J;
ﬂ‘@w
~_

+

<.

w
N | —
/_\



(o si A > 0, on choisit les racines cubiques réelles et si A < 0, on choisit
deux racines cubiques de produit -% ).

Applications

e) Résoudre 2> +3z+1=0¢et 2> =32+ 1=0.

f) Vérifier que :
A 2|7
1=qJ1424/=+4]1—24/=
J T3 3+J 3V3

en considérant ['équation 23 + z — 2 = 0. De méme vérifier que

4=vV2+11i+v2—-11i .
g) Apliquer la méthode de Cardan o z3 — 152 — 4 = 0.

Exercice 2 (Méthode de Lagrange) Soient zy, 29, 23 les trois racines du
polynome P = 23 + pz + q.

a) Vérifier que le polynome (X + jY + 522)3 ne prend que deux valeurs
lorsque l'on spécialise X,Y, Z en toutes les permutations possibles du triplet
(21, 29, 23). Montrer que ces deux valeurs sont :

A= (2142 +7%2) et B:= (214 772 + jz3)”

b) Trouver une équation de degré 2 dont A et B sont les racines.
¢) Retrouver les formules de Cardan.

Exercice 3 (Résolution trigonométrique) Soit 2%+pz+q = 0 une équa-
tion cubique réelle de discriminant > 0.
a) Montrer que p < 0 et ‘%‘ < 1.

b) Montrer que les racines de [’équation sont :

2 4
2 =2 —gcosﬁ, 29 =2 —g cos(6 + §>’ z3 = 2\/—72COS(9 + %)

ot 0 est le réel :

(o)
6 = arccos .

2p\/—p
Indication : on rappelle que 4 cos®t — 3 cost = cos 3t.
Exercice 4 Soit P := a,x* 4 asx®+asx® +a1x+ag un polynéme réel de degré

4. Soit A son discriminant. Montrer que A < 0 si et seulement st [’équation
P =0 a exactement deux racines réelles.



