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VII.— Théoréme d’Artin

Exercice 1 (théoréme d’Artin) Soient K un corps et G un sous-groupe
des automorphismes de K. Soit k := K¢,

a) Vérifier que k est un corps.

b) On suppose G fini d’ordre r. Supposons que ug, ..., u, € K sont k—linéairement
indépendants. Montrer que le systeme d’équations en les inconnues x; :

.
Z”ujxj =0 "0 eqd

J=0

a (au moins) une solution non triviale dans K.

c) Soit (ag,...,a,) € K une solution non triviale du systéme précédent
avec le moins de termes non nuls possibles. Quitte a renuméroter les a; et
quitte a diviser par un coefficient non nul, on suppose que ag = 1. Montrer
qu’il existe T € G et 1 < j < r tels que "a; # a;.

d) En déduire une contradiction.

e) Montrer que [K : k| est fini si et seulement si G est fini et que dans ce
cas, |G| = [K : k.

On dit que lextension K/K© est galoisienne finie de groupe de Galois G.

Exercice 2 Le groupe S,, agit sur le corps des fractions rationnelles k(X1, ..;, X;,)
par permutations des coordonnées. On note o == X1 + ... + Xy, ...,0,, =
X4...X,, les fonctions symétriques élémentaires.

a) Montrer que k(X1, ..., X,)% = k(o1,....,00).

b) On pose A := [li<ijcj<n(Xi — Xj). Montrer que k(X1 ..., Xp)4 =
k(oy, ..., on, A).

c¢) On pose Yy, := X1 + j*Xo + j2 X3 € C(X1, Xo, X3) pour k =1,2,3.

Montrer que :

Y? Y?
X1, X0, X3) =C | =, 2.V
C( 1, A2, 3) C<}/27Y17 3)
(indication : Y2 = (Y2 /Y2)2 Y2 /Y] et
C(X17X27X3) = C(Y12/Y2>Y22/Y17Y37Y1))

Exercice 3 Soit G le sous-groupe de Auty(k(t)) engendré par t — —t et
t— (1—1).

a) Si k est de caractéristique nulle montrer que G est infini et que k(t)% =
k.

b) Si k est de caractéristique p > 0, montrer que G est fini et que k(t)¢ =
k(tP — t%P).



Exercice 4 Soit G le groupe PGLy(F,).
a) Montrer que G est d’ordre ¢*> — q.

b) Montrer que I ()¢ = IF, <(tq —Or

(tq_t)q2+1
des inclusions, trouver un systéme de générateurs « simples » de G ).
(On rappelle que PGLo(k) agit sur k(t) via les homographies)

) (indication : pour montrer une



