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Fiche IV, exercice 3 :

Soit K := Q(+v/2, /3, V/5). Comme /5 est de degré au plus 5 sur Q(v/2, v/3),
comme /3 est de degré au plus 3 sur Q(v/2), comme /2 est de degré 2 sur
Q, K est de degré au plus 2 x 3 x 5 sur Q. Or, K contient v/2 qui est de
degré 2 sur Q, v/3 qui est de degré 3 sur Q et ¥/5 qui est de degré 5 sur Q.
Donc le degré de K sur @ est un multiple de 2, de 3 et de 5 ¢.e. un multiple
de 2 x 3 x 5. Conclusion : [K : Q] = 30.

Un plongement o de K dans C est entiérement déterminé par

o(V2),0(V/3),0(V5) .

Or,
0(V2) = £V2, o(V3) = j'V/3, o(V5) = (" V5

ol j = €23 ( = e¥/5 et | € 7./3%,m € Z/57.

Cela fait au plus 2 x 3 x 5 = 30 plongements. Or, il y a exactement [K :
Q] = 30 plongements de Q dans C donc toutes les possibilités sont réalisées :
les plongements de K dans C sont les o m, k € Z/27,1 € Z./3Z,m € Z /57
oll 0k 1.m est le plongement de K dans C qui envoie V2 sur (—1)k\/§, /3 sur
jl\g/g et v/5 sur Cm\f)/g

Soit 2 := v/2 4+ /3 4+ ¥/5. Montrons que K = Q(z). 1l suffit de montrer
que x est de degré > 30 sur Q, il suffit donc de montrer qu’il existe au moins
30 plongements de Q(x) dans C. Or, les oy, () sont deux a deux distincts.

En effet, on a :

O (T) = Ohs 1 (T)
& (12 + VB 4+ (Vb = (—1)FV2+ 5" VB + (VB

en particulier, si m # m/mod5, alors V5 € Q(v/2,7,V3,¢) et 5 divise
[Q(V2,4,V3,¢) : Q).

Or, v/2,j sont de degrés 2 sur Q, v/3 est de degré 3 sur Q et ¢ de degré
4 sur @ (annulé par le polynome irréductible X* + X? + X2+ X +1). Donc

[Q(V2,5,V3,¢) : Q] =
[Q(V2,4,V3,() : Q(v2,4,V3)] [Q(vV2,7,V3) : Q(v2,/)] [Q(V2,]) : Q]

<4 <3 <4

qui ne peut pas étre un multiple de 5. Donc m = m’ mod 5. De méme, on
voit que [ = I"mod 3 et kK = k' mod 2.

Fiche V, exo 1 : On a:

X3 —2=(X—)(X — )X —a3)



oil oy, == j*71/2. Le corps de décomposition de X®—2est : K := Q(ay, g, ai3) =
Q(j,V/2) qui est de degré 6 sur @ car ¥/2 est de degré 3 sur Q et j de degré
2 sur Q(v/2).

Soit G le groupe de Galois de X3 —2 sur Q. comme G permute les racines
o, g, iz, on peut 'identifier a un sous-groupe de Ss.

Soit 7 la restriction de la conjugaison complexe a K et o € Gal(K/Q(7))
qui envoie v/2 sur j¥/2. Alors 7 correspond & la transposition (23) et 0 au
3—cycle (123). Ces deux permutations engendrent S3 donc G = Ss.

Voici le diagramme des sous-groupes de GG = S5 et le diagramme corres-
pondants des sous-corps de K = Q(j, v/2) :

s

(o) (r) oT (0®7)

AN

S3

{Id}

LU = Q(j, ¥?)

Les « traits » relient deux groupes (respectivement deux corps) qui n’ont
pas de sous-groupes (respectivement pas de sous-corps) intermédiaires.

Pour la suite rappelons le théoréme d’Artin (que nous démontrerons au
prochain td) :

Théoréme 0.0.1 Soit K un corps. Soit G un sous-groupe fini du groupe des
automorphismes du corps K. Alors Uestension K¢ C K est finie de degré
lordre de G. On dit qu’une telle extension est galoisienne de groupe de Galois
G (c’est une définition).

exo 2 : Soit p un nombre premier et ¢ = p” une puissance de p. On
considere I'extension de degré n de corps finis : Iy C Fgn. Soit F': Fyn — Fyn
x — x9. Comme I, est de caractéristique p, F' est bien un morphisme de
corps donc injectif donc surjectif (car au départ et a arrivée, on a le méme
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cardinal). De plus z? = x pour tout z € IF,. Le groupe engendré par F est

cyclique d’ordre n et il est clair que ]Fép ={relFp :29=2}=F,

Donc F /I, est galoisienne cyclique.

exo 7 : On note uy, le point de coordonnées (cos(2k7/n), sin(2km/n)) sur
le cercle unité (ce sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés). Par
exemple si n = 4 on obtient le carré de somets (£1,0), (0,+1).

On note Ds, le sous-groupe de GLy(RR) formé des matrices qui laissent
stable I'ensemble {uy, ..., u,_1}. Le groupe Dy, est d’ordre 2n engendré par

la rotation d’angle 27 /n :

cos(2m/n) —sin(2m/n)
sin(2w/n)  cos(2mw/n)

R =

et la symétrie :

S =
10

On appelle Dy, le groupe diédral d’ordre 2n.
Remarque si G est un groupe engendré par deux éléments 7, r tels que :

" =1,5=1,(rs)?

alors l'application R — 7,5 — s se prolonge (de maniére unique) en un
morphisme de groupes D», — G.

En particulier, les automorphismes ¢ +— (t,t — t~! du corps C(t) en-
gendrent un groupe G isomorphe & Day,.

Donc 'extension C(t)¢ C C(t) est galoisienne de groupe de Galois G =~
Dy, et de degré 2n.

Or, C(t" +t") C C(t)“. De plus :

[C(t): C(t" +t7™)] = [C(t) : C(t"))[C(t") : C(t" +t7")]

<nx2=2n

car X" —t" € C(t")[X] annule t et (X —¢")(X —t™™) € C(t" + t7")[X]
annule ¢".

Donc C(t)¢ = C(t" +t7™).

exo 8 :

a) Notons e; := ¥(1,0) et e := (0, 1) la base canonique de k.



Si g € GLy(k) laisse fixes les droites keq, ke, k(e; + e3), alors il existe
A0

A € kX tel que g = . On note Z le sous-groupe formé par ces

0 A

matrices.
b) Le sous-groupe G de GLy(k)/Z engendré par les matrices

-1 1 01

modulo Z opére sur I’ensemble des droites de k? qui passent par 0 et per-
mutent les droites [y := keq, [y := keg,l3 := kes.

On a donc un morphisme de groupes G — S3. Ce morphisme est injectif
d’aprés la question a). Or par ce morphisme, o correspond a la transposition
(23) car o(ly) = l3,0(l3) = la,0(l1) = l; et 7 a la transposition (12). Or ces
transpositions engendrent S3 Donc GG est isomorphe a Sj.

a b
c¢) Notons la classe d’une matrice modulo Z.

c d
a b
Si A= € GLy(k)/Z, on note H, I'endomorphisme de corps :
c d
k(t) — k(t), f(t) — f (‘C‘fj:s) (on voit facilement que H4 ne dépend que de

la classe de A modulo 7).

Ona Hyo Hg = Hpy et H;, = Id. En particulier, H4 est un automor-
phisme du corps k(t) (d’inverse H4-1).

On a donc un morphisme de groupes :

GLy(k)/Z — Auty(k(t)) A Har .

Ce morphisme est injectif car Hy(t) =t < a=detb=c=0.

De plus H, et H, sont les automorphismes qui envoient ¢ sur 1 — ¢ et
t sur ¢t~ (respectivement). Donc le groupe engendré par les matrices o et
7 modulo Z est isomorphe au sous-groupe H des automorphismes de k(t)
engendré par f(t) — f(1 —t) et f(t)— f(t71).

Donc l'extension k(t)¥ C k(t) est galoisienne de groupe de Galois iso-
morphe & S3 d’aprés le théoréme d’Artin. C’est une extension de degré 6. De

plus, k ((g(_tt_%f) C k(t)H. Or, le polynéme

e -1 (e Bl - e x e (G )
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est de degré 6 et annule ¢. Donc :
(t*—t4+1)3
E(t)  k{———-1]1<6
ek (U <

k() = & ((ﬁ —t+ 1)3>

£2(t — 1)2
Plus généralement, on peut montrer que si p(t), ¢(t) sont des polynomes
premiers entre eux dans k[t], alors le polynome ¢(X)2 —p(X) € k (%) [X] est
le polynéme minimal de t sur k (g) et que son degré est max{degp, degq}.



