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Fiche 7, exercice 1 :
Soit K un corps. Soit G < AutK un sous-groupe.
Soit k := KG. Soit Ω un corps algébriquement clos contenant K. On sait

déjà (cf. cours) que le nombre de k−plongements de K dans Ω est fini de car-
dinal ≤ [K : k]. Or, comme k = KG, G ⊆ {k−plongements de K dans Ω}.
Donc |G| ≤ [K : KG].

En particulier, si [K : KG] est fini, on a déjà que |G| ≤ [K : KG] <∞.
Montrons que |G| ≥ [K : KG], si G est fini d’ordre r.
Par l’absurde : si r > [K : KG], alors il existe u0, ..., ur ∈ K qui sont

k−linéairement indépendants.
Le système :

∀σ ∈ G, σ(u0)a0 + ...+ σ(ur)ar = 0(1)

à r équations et r+1 inconnues a0, ..., ar a au moins une solution non triviale
dans Kr+1.

Soit (a0, ..., ar) ∈ Kr+1 \ {(0, ..., 0)} une solution avec un nombre de
coefficients ai 6= 0 minimal.

Quitte à renuméroter et à diviser par le premier coefficient non nul, on
peut supposer a0 = 1.

On a : (pour σ = 1) : u0 + u1a1 + ... + urar = 0. Comme les ui sont
k−linéairement indépendants, l’un des coefficients ai /∈ k = KG, par exemple
a1. Soit τ ∈ G tel que τ(a1) 6= a1.

On a donc :

∀σ ∈ G, τ(σ(u0) + σ(u1)a1 + ...+ σ(ur)ar) = 0

⇔ ∀σ ∈ G, τσ(u0) + τσ(u1)τ(a1) + ...+ τσ(ur)τ(ar) = 0

⇔ ∀σ ∈ G, σ(u0) + σ(u1)τ(a1) + ...+ σ(ur)τ(ar) = 0(2)

car τG = G.
Donc : (1)− (2) donne :

∀σ ∈ G, σ(u1)(τ(a1)− a1) + ...+ σ(ur)(τ(ar)− ar) = 0

ce qui donne une solution non triviale (τ(a1) − a1 6= 0) avec un nombre
de coefficients non nuls < au nombre de coefficients non nuls parmi les
(1, a1, ..., ar). Contradiction !

Donc [K : KG] ≤ |G|.
En particulier on a montré que si G est fini, alors [K : KG] <∞.
exo 2 :
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On pose s1, ..., sn ∈ k[x1, ..., xn] les polynômes tels que :

(T − x1)...(T − xn) = T n − s1T n−1 + ...+ (−1)nsn ∈ k[x1, ..., xn][T ] .

Les si sont les polynômes symétriques élémentaires.
On a k(s1, ..., sn) ⊆ k(x1, ..., xn)Sn ⊆ k(x1, ..., xn). Or :

[k(x1, ..., xn) : k(x1, ..., xn)Sn ] = n! .

D’un autre côté, le polynôme (T − x1)...(T − xn) ∈ k(s1, ..., sn)[T ] donc
x1 est de degré ≤ n sur k(s1, ..., sn). En faisant une division euclidienne
sur le corps k(s1, ..., sn, x1), on voit que le polynôme (T − x2)...(T − xn) ∈
k(s1, ..., sn, x1)[T ]. Donc x2 est de degré ≤ n− 1 sur k(s1, ..., sn, x1), etc

Donc :
[k(x1, ..., xn) : k(s1, ..., sn)] ≤ n!

⇒ k(x1, ..., xn)Sn = k(s1, ..., sn) .

exo 3 : Soit G le sous-groupe des automorphismes de k(t) engendré par
les changements de variables t 7→ −t et t 7→ 1− t. Soit f(t) ∈ k(t)G. On a :
f(1 + t) = f(t). Soit p(t), q(t) ∈ k[t] premiers entre eux tels que f = p/q.
On a : p(t)q(t + 1) = p(t + 1)q(t). D’après le lemme de Gauss, p(t) divise
p(t+1) donc p(t) = p(t+1). De même q(t) = q(t+1). On peut donc supposer
f(t) ∈ k[t] pour la suite. En particulier, si k est de caractéristique nulle, le
polynôme f(t)− f(0) s’annule pour tout t = n1k, n ∈ Z. Donc ce polynôme
est constant et f(t) ∈ k.

Remarque : Contrairement au cas fini, on a donc k(t)G = k = k(t)Autk(k(t))

mais G 6= Autk(k(t)).
Si k est de caractéristique p, alors k(tp − t2p) ∈ k(t)G. Pour l’inclusion

réciproque, On remarque que : Xp −X2p − (tp − t2p) ∈ k(tp − t2p)[X] est un
polynôme de degré 2p qui annule t. Donc t est de degré ≤ 2p sur k(tp − t2p).
Or [k(t) : k(t)G] = |G| = 2p. En effet, G = {t 7→ ±t+ i : i ∈ Z/pZ}.

à propos des polynômes cyclotomiques :
Soit Φn(X) :=

∏
0≤k≤n−1
k∧n=1

(X − e2ikπ/n) ∈ C[X].
On a aussi : Φn(X) =

∏
(X − z) où le produit se fait sur les racines

primitives n−ièmes de l’unité i.e. les éléments z d’ordre n dans le groupe
C×.

Toute racine n−ième u est une racine primitive d−ième pour un d qui
divise n (unique car d est l’ordre de u).

Donc
∏
d|n Φd(X) = Xn − 1.

Par récurrence, montrons que Φn ∈ Z[X]. On a Φ1(X) = X − 1 et si
on suppose tous les Φd(X) ∈ Z[X] pour tout d < n, alors comme Q(X) :=∏
d|n,d<n Φd(X) est unitaire à coefficients entiers, on peut faire la division
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euclidienne de Xn−1 par Q(X) en restant dans Z[X]. Le résultat est unique
et c’est forcément le même que celui de la division euclidienne sur C. Donc
Φn(X) ∈ Z[X].

Inversion de Möbius :

Soit µ(k) :=

 (−1)r si k = p1...proù p1 < ... < pr premiers

0 si p2|k pour un premier p
.

On a :
∑
d|n µ(d) = 1 si n = 1 et 0 si n > 1. En effet, si n = pa11 ...p

ar
r > 1

où les pi sont des nombres premiers distincts, alors :

∑
d|n
µ(d) =

r∑
k=0

∑
1≤i1<...<ik≤r

µ(pi1 ...pik)

=
r∑

k=0

∑
1≤i1<...<ik≤r

(−1)k

=
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)k

= (1− 1)r = 0 .

On en déduit la formule d’inversion de Möbius qui donne Φn(X) en fonc-
tion des Xd − 1 : ∏

d|n
(Xn/d − 1)µ(d) =

∏
d|n

∏
k|n/d

Φk(X)µ(d)

=
∏
k|n

∏
d|n

k|n/d

Φk(X)µ(d)

=
∏
k|n

Φk(X)

∑
d|n

k|n/d

µ(d)

or, ∑
d|n

k|n/d

µ(d) =
∑
d|n/k

µ(d)

car d|n et k|n/d ⇔ d|n/k. D’où :∑
d|n

k|n/d

µ(d) = 0

si n/k > 1.
Donc : ∏

d|n
(Xn/d − 1)µ(d) = Φn(X) .
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Application : Φ8(X) = (X8 − 1)1(X4 − 1)−1(X2 − 1)0(X − 1)0 = X8−1
X4−1 =

X4 + 1.
D’après le cours, Φ8(X) est irréductible sur Z donc sur Q.
Pourtant Φ8(X) = X4 + 1 est réductible modulo p pour tout nombre

premier p.
En effet, si p = 2, X4 + 1 = (X + 1)4 mod 2.
Si p est un nombre premier impair, alors : ...
Si −1 est un carré dans Z/pZ, alors : X4 + 1 = (X2−

√
−1)(X2 +

√
−1).

Si 2 est un carré, alors X4 + 1 = (X2 −
√

2X + 1)(X2 +
√

2X + 1).
Si −2 est un carré, alors X4 + 1 = (X2 −

√
−2X − 1)(X2 +

√
−2X − 1).

Or, le sous-groupe des carrés de (Z/pZ)∗ est d’indice 2 (car c’est l’image
du morphisme (Z/pZ)∗ → (Z/pZ)∗ de noyau {±1}).

Donc si −1 n’est pas un carré, si 2 n’est pas un carré, −2 = (−1) × 2 ∈
((Z/pZ)∗)2.

Donc dans tous les cas, X4 + 1 est réductible mod p.


