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Fiche 7, exercice 1 :

Soit K un corps. Soit G < AutK un sous-groupe.

Soit k := K%. Soit  un corps algébriquement clos contenant K. On sait
déja (cf. cours) que le nombre de k—plongements de K dans (2 est fini de car-
dinal < [K : k]. Or, comme k = K% G C {k—plongements de K dans Q}.
Donc |G| < [K : K.

En particulier, si [K : K] est fini, on a déja que |G| < [K : K] < oo.

Montrons que |G| > [K : K9], si G est fini d’ordre 7.

Par labsurde : si r > [K : K9], alors il existe ug,...,u, € K qui sont
k—linéairement indépendants.

Le systéme :

(1) Yo € G, o(ug)ag+ ... + o(u)a, =0

a r équations et 7+ 1 inconnues ay, ..., @, a au moins une solution non triviale
dans K"+,

Soit (ag,...,a,) € K™ \ {(0,...,0)} une solution avec un nombre de
coefficients a; # 0 minimal.

Quitte & renuméroter et & diviser par le premier coefficient non nul, on
peut supposer ag = 1.

On a : (pour ¢ = 1) : uy + wja; + ... + up,a, = 0. Comme les wu; sont
k—linéairement indépendants, I'un des coefficients a; ¢ k = K, par exemple
ay. Soit 7 € G tel que 7(ay) # a;.

On a donc :

Vo € G, m(o(ug) + o(u)ar + ... + o(u.)a,) = 0

&0 e G, to(ug) + To(uy)t(ay) + ... + 7o (u,)7(a,) = 0
(2) =% € G, o(u) +o(w)r(ar) + ... + o(u)r(a,) =0

car TG = G.
Donc : (1) — (2) donne :

Yo € G o(uy)(t(ar) — ay) + ... + o(u,)(7(a,) —a,) =0

ce qui donne une solution non triviale (7(a;) — a; # 0) avec un nombre
de coefficients non nuls < au nombre de coefficients non nuls parmi les
(1,a4,...,a,). Contradiction !

Donc [K : K¢ < |G|.

En particulier on a montré que si G est fini, alors [K : K¢] < co.

exo 2 :



On pose $1, ..., S, € k[x1, ..., ;] les polynomes tels que :
(T —21) (T —2,) =T" — ;7" + ..+ (=1)"s,, € k[z1, ..., 3,][T] .

Les s; sont les polynomes symétriques élémentaires.
On a k(sy, ..., 8n) C k(z1, ..., )% C k(xy,...,x,). Or :

k(1,0 2p) s k(21 .y 20) ] = 0! .

D’un autre coté, le polynome (1" — xq)...(T — x,) € k(s1,...,8,)[T] donc
x1 est de degré < n sur k(sy,...,s,). En faisant une division euclidienne
sur le corps k(si, ..., Sn, 1), on voit que le polynoéme (7" — z3)...(T — x,) €
k(s1, ..., Sn, x1)[T]. Donc 5 est de degré < n — 1 sur k(sy, ..., $p, 1), etc
Donc :
[E(x1, ..y @)t k(s1, ...y sn)] < nl

= k(21,00 )7 = k(51,000 80) -

exo 3 : Soit G le sous-groupe des automorphismes de k(t) engendré par
les changements de variables t — —t et t — 1 —t. Soit f(t) € k(¢)¢. On a :
f(1+1t) = f(t). Soit p(t),q(t) € k[t] premiers entre eux tels que f = p/q.
On a : p(t)q(t + 1) = p(t + 1)q(t). D’aprés le lemme de Gauss, p(t) divise
p(t+1) donc p(t) = p(t+1). De méme ¢(t) = q(t+1). On peut donc supposer
f(t) € k[t] pour la suite. En particulier, si k est de caractéristique nulle, le
polynéme f(t) — f(0) s’annule pour tout t = nlg, n € Z. Donc ce polyndéme
est constant et f(t) € k.

Remarque : Contrairement au cas fini, on a donc k(t)¢ = k = k(t)
mais G # Autg(k(t)).

Si k est de caractéristique p, alors k(t? — t??) € k(t)¢. Pour l'inclusion
réciproque, On remarque que : X? — X% — (2 — t?P) € k(1P — t*?)[X] est un
polynoéme de degré 2p qui annule ¢. Donc ¢ est de degré < 2p sur k(t? — t%P).
Or [k(t) : k(t)°] = |G| = 2p. En effet, G = {t — *t+i : i € Z/p7Z}.

a propos des polynémes cyclotomiques :

Soit q)n(X) = Hoéi%ﬁfl (X - 62ik7r/n) S (D[X]

On a aussi : ®,(X) = [I(X — 2) o le produit se fait sur les racines
primitives n—iémes de 'unité i.e. les éléments z d’ordre n dans le groupe
C*.

Toute racine n—iéme u est une racine primitive d—iéme pour un d qui
divise n (unique car d est l'ordre de u).

Donc T[]y, ®4(X) = X" — 1.

Par récurrence, montrons que ®, € Z[X]. On a ®1(X) = X — 1 et si
on suppose tous les ®4(X) € Z[X]| pour tout d < n, alors comme Q(X) :=
[Tajn,a<n Pa(X) est unitaire a coefficients entiers, on peut faire la division

Auty (k(t))
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euclidienne de X™ —1 par Q(X) en restant dans Z[X]|. Le résultat est unique
et c’est forcément le méme que celui de la division euclidienne sur C. Donc
o, (X) € Z[X].

Inversion de Mobius :

—1)" si k= p;...pr00 p; < ... < p, premiers
Soit u(k) := =1 ' "
0 si p?|k pour un premier p
Ona: >y, u(d) =1sin=1et0sin>1 Eneffet, si n=pi'..pir > 1
ou les p; sont des nombres premiers distincts, alors :

Z/L(d) = i Z /J'(pil"'pik)

d|TL k=0 1<i1<...<ip<r

-5 (1)
= (I— 1)"=0.

On en déduit la formule d’inversion de M6bius qui donne @,,(X) en fonc-
tion des X4 —1 :

H(X"/d _ 1)u(d) — H H (I)k(X)“(d)

dn dn k|n/d
:H H cpk(X)u(d)
kin k(\irl:/ld

:Hcpk(X) kln/d

kln
or,

> u(d) =Y uld)
din dln/k
kln/d

car d|n et kln/d < din/k. D’ou :
> u(d)=0

dln
kin/d

sin/k > 1.
Donc :
[T(x™* = 1)) =9, (X) .

dln



Application : ®g(X) = (X® — DI(X* = 1)7H(X2 - 1)°(X — 1) = =1 =
X'+ 1

D’apreés le cours, ®g(X) est irréductible sur Z donc sur Q.

Pourtant ®g(X) = X* + 1 est réductible modulo p pour tout nombre
premier p.

En effet, sip=2, X*+1= (X +1)* mod 2.

Si p est un nombre premier impair, alors : ...

Si —1 est un carré dans Z/pZ, alors : X4+ 1 = (X2 —/=1)(X%2+v/-1).

Si 2 est un carré, alors X4 +1 = (X2 — v2X + 1)(X2 +2X + 1).

Si —2 est un carré, alors X* +1 = (X2 — /=2X — 1)(X? +/-2X —1).

Or, le sous-groupe des carrés de (Z/pZ)* est d'indice 2 (car c’est I'image
du morphisme (Z/pZ)* — (Z/pZ)* de noyau {£1}).

Donc si —1 n’est pas un carré, si 2 n’est pas un carré, —2 = (—1) X 2 €
(Z/pZ)")

Donc dans tous les cas, X* + 1 est réductible mod p.



