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Le groupe des automorphismes du corps k(X)

Soit k un corps. Soit k(X) le corps des fractions rationnelles en une variable
X : c'est le corps des fractions de anneau de polynémes k[X].

Soit f(X) = % avec p(X), q(X) deux polynomes premiers entre eux. On
suppose que f(X) n’est pas constante.

On définit le degré de f : deg f := max{degp, degq}.

Remarque : Disons que f(X) a un zéro en oo si la fraction rationnelle
f(%) s’annule en 0. Si k = C, deg f est le nombre de zéros de f comptés avec
mutiplicité, et en comptant le zéro éventuel & I'infini.

En effet, si par exemple p(X) et ¢(X) sont unitaires, on a :
p(X) = (X —a1)™. (X —a.)* et ¢(X) = (X —b1)P..(X —by)Ps

pour certains nombres complexes a;,b; deux a deux distincts et certains
entiers a;, 8; > 1. On a :

degp=a1+..+aret degg=51+...+ 6, .

De plus,
f(i B Xdega(1 — g1 X)) .. (1 — a, X))
X7 Xdegp(1 — by X)Ar. (1 — by X)Ps

Donc le nombre de zéros de f est :

a1+ ...+ o, =degp
si degp > degq et
a1+ ...+ a +degq — degp = degq

si degp < degq.

Lemme : Si f est une fraction non constante alors k(X) est une extension
finie de k(f) et [k(X) : k(f)] = deg f.

démo : On a k(X) = k(f)(X). Soient p(X),q(X) € k[X] deux polynoémes
premiers entre eux tels que f = p/q. Si on pose :

P(T) = q(T)f(X) = p(T) € k(/)[T],

alors P(X) = 0. Comme f est non constante, P(T) est non nul donc X est
algébrique sur k(f). Soient d, e les degrés de p et q. On a : p(T) = agT? + ...,
q(T) = b.T° + ... avec aq,be non nuls. Donc le terme dominant de P(T) est
—agT?sid> e, (baf(X)—aa)T¢sid=-ecet b f(X)T%sid<e.

On a donc : deg P(T) = max{degp, degq} = deg f.

Ainsi : [k(X) : k(f)] < deg f.

Pour montrer 1’égalité, il suffit de vérifier que P(T) est irréductible sur k(f)
(ce qui entraine que P(T') est le polynome minimal de X sur k(f) (& multipli-
cation par un élément non nul de k(f) prés)).

Comme f est non constante, le morphisme d’anneaux :

EY] = k(f) F—~ Fof
est injectif. En effet, si F' = co + C1Y + ... + ¢ Y* € k[Y], alors :
FOf:0<:>co+clf+...—|—ckfk:0

s +ad p+ . +apt =0

= qlp

= fek[X].



Or si f est un polynoéme F o f =0 < F =0 (pour des raisons de degrés).

On obtient donc un morphisme injectif de corps : k&(Y) — k(f) F+— Fo f.

Ce morphisme est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que le poly-
nome :

q(T)Y —p(T)

est irréductible sur le corps k().

Or le polynome ¢(T)Y — p(T') est de degré 1 en Y. Donc il est irréductible
dans k[Y,T] = k[Y][T] (comme ¢(T'),p(T) sont premiers entre eux, il n’existe
pas de polynéme non constant en T qui le divise). Par conséquent, ¢(T)Y —p(T)
est irréductible sur k(Y") (car k[Y] est principal et ce n’est pas un polynéme
constant en 7).

Soit ¢ : k(X) — k(X) un automorphisme qui laisse fixe les constantes.

On a :k(4(X)) = k(X). Donc la fraction rationnelle ¢(X) est non constante
et d’apres le lemme son degré est 1 = [k(X) : k(¢(X))].

Donc ¢(X) = fﬁgig pour certains a,b,c,d € k. Comme ¢(X) est non
constante, les couples (a,b), (¢, d) ne sont pas proportionnels i.e. ad — be # 0.
. . a b
Réciproquement, si A =
c d

est une matrice inversible & coefficients dans k, le changement de variables
X — 2X+% induit un morphisme de corps :

cX+d
aX +0b
CR(X) = k(X X)—
oa s KOX) k(X)) 1 (57)
qui est un isomorphisme. En effet, 'image est le corps engendré par figig et

R(X) sk (255 = 1.

On remarque que si A, B sont des matrices inversibles, alors :

$AB = ¢BoPa .

De plus, g4 =Id & (aX +b)/(cX +d) =X ©aX +b=cX?’+dX & b=
c=0eta=d.
On a donc un morphisme surjectif de groupes :

GLy(k) — Aut(k(X)) A dpa
de noyau les matrices diagonales inversibles. Donc :

PGLo (k) ~ Auty,(k(X)) .



