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Fiche V, exercice 1 :

Soit f(X) = X+a; X" '+... un polyndme irréductible sur k avec n racines
distinctes dans une extension algébrique de k. On pose : L := k(z1,...,z,) le
corps de décomposition de f sur k.

On pose G := Galg(f) := Gal(L/k). On peut identifier G a un sous-
groupe de S, : si 0 € G on note encore o la permutation de {1,...,n} telle
que pour toute racine x;, O’(Ii) = Zo(i)-

Soit A := [[i<jcjen(i — x;)* € k le discriminant de f. On note : § :=
[Ti<i<j<n(®i — x;) une racine carrée de A.

Alors A est un carré dans k < 6 € k< "o € G, o(d) = 6.

Or, 0(6) = e(o)d. En effet : e(o) = (=1)") ou I(c) est le nombre de
couples (7,7) tels que 1 <i < j <mneto(i) > o(j) (c’est le nombre d’inver-
sions de o).

Donc A est un carré dans k si et seulement si G C A,, = kere.

Comme f est irréductible, f est le polyndme minimal de x; sur k pour
tout ¢ donc k(z;) ~ k[X]/(f) pour tout . Donc si 1 < i < n, il existe
un k—isomorphisme de corps o : k(z1) — k(z;) qui envoie z; sur x;. Cet
isomorphisme se prolonge en un automorphiseme que l'on note encore o :
L — L. Donc il existe o € G tel que o(z1) = x; i.e. (1) = i.

Ainsi G est un sous-groupe transitif de S,,. Donc 'ensemble {1,...,n} est
une seule orbite de G et n||G].

En particulier sin =3, G = A3 ~ Z/3Z ou G = S;.

On a donc pour un polynéme irréductible f sur k de degré 3 séparable
(si f est irréductible, le pged de f et f’ est 1 ou f. Pour des raisons de
degrés, cette derniére possibilité n’a lieu que si f/ = 0 ce qui est impossible
en caractéristique # 3) :

Galy(f) = Ay & A; € &2
Galk(f) = Sg = Af € l{Q .

Par exemple : si f = X3 — X — 1, f est irréductible sur Z en effet, le pged
des coefficients de f est 1 et si f se factorisait on aurait au moins un facteur
de degré 1 :

XX -1=(X-a)(X?+aX +0)

avec «,a,b € 7. Mais alors, ab = —1 = o« = +1. Or, ni 1 ni —1 ne sont
racines. Donc f est irréductible sur Z donc sur Q.

On a Af =—-23 g QZ = GalQ(f) =S53.

Sig= X3+ X?—-2X —1, g est irréductible sur Q. de plus ¢ a le méme
discriminant que g(X —1/3) = X® —7/3X —7/27. Donc A, = 49 = 7% €
Q2 = GalQ(g) = Aj.



Fiche V exo 3 :

Soit V := {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < S,.

Soit G’ un sous-groupe de Sy transitif. Alors, 'ordre de G divise 24 et est
divisble par 4. Donc |G| = 24,12, 8 ou 4.

Si |G| =24, G = 5,. Si|G| =12, alors G = Ay. Si |G| =8, alors GNV
est d’ordre 1,2 ou 4. Or G/G NV est un sous-groupe de S;/V ~ S3. Donc
G/G NV est d’ordre qui divise 6.

Donce GNV est dordred et GNV =V =V CG.

Comme G est d’ordre 8, G n’est pas contenu dans Ay. Soit g € G\ Ay.
Alors g est soit un 4—cycle soit une transposition. De plus, comme g € V' et
comme G est d’ordre 8, G est engendré par V et g.

Si g est un 4—cycle, par exemple g = (1234), alors (13) = (1234)~' (12)(34) €

——
eV

G et G =((1234),(13)) =~ Ds.

Rappelons que Dg est le groupe des isométries du carré.

Si g est une transposition, par exemple (13), alors (1234) = (13)(12)(34) €
G et G = ((1234), (13)) ~ Ds.

Si G est d’ordre 4, alors G NV est pour les mémes raisons que ci-dessus
d'ordre 2 ou 4. Si |GNV|=4,alors VCG=G=V.

Si|GNV|=2,s0it g€ G\ V.On a g d’ordre 2 ou 4. Si g est d’ordre 4,
c’est un 4—cycle et G = (g) ~ Z/AZ.

Si g est d’odre 2, g est une transposition. Supposons par exemple que
(12)(34) est ’élément non trivial de GNV.on a 1 # g(12)(34)g7' € GNV =
g(12)(34)g7 = (12)(34) = g = (12) ou (34). Mais alors G = {1, (12)(34), (12), (34)}
qui n’est pas transitif!

Soit X* 4+ pX? +¢X +r € k[X] un polynéme irréductible sur k. On note
x1, 9, T3, Ty ses racines (dans un corps de décomposition) que I'on suppose
deux & deux distinctes.

On pose 0y := (1 + x2) (23 + x4),02 = (2 + x3)(21 + 4),05 := (23 +
.2131)(1‘2 + 274).

On a:

91 + 0 + 93 = 21’11‘2 + 2.731%3 + ... = 2p .
8102 + 6193 + 9293 = I’%ZL‘% —|— JI%ZL‘% —I—
+3xfa:2x3 + 3901:1:%953 + 3:1:13:2:13% + 33:%1’23:4 + ...
+6$1I2.§L’3$4

=p>—4r .

919293 = —(1’1 + 332)2(331 + x3)2(:1:1 + .1'4)2
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= — (2} 4+ 23 (29 + 23 + 24) + 21 (0273 + Toxy + T374) + ToT374)>
= — (2% — 2% + 217973 + 1107y + T1T3T4 + ToT374)>
=—q
On a donc :
R(X) = (X —01)(X — 02)(X — 63) = X° —2pX* + (p* —4r)X + ¢ .
On a:
01—0y = (x3—x1)(v2—24),00—03 = (x1—22)(x3—14),03—01 = (xo—2x3)(x1—24)

donc :

Ap= JI (zi—2)*= (61 —62)%(6; — 65)°(61 — b5)°

1<i<j<4
—AR#0 .
Soit L := k?([)’}l, Lo, T3, ZL‘4). On a ]{7(01, 02, 93) Q LGQV. Soit M = k’(lgl, 927 63)
Si g € Gal(L/M), alors :
"i=1,2,3, g(6;) = 0;

Soit H := (V,(12)). C’est un sous-groupe de Sy d’ordre 8. On a de plus
Sy/H = {H,(123)H, (132)H}. Or, pour tout h € H, h.6; = 01, (123)h.0, =
0y, (132)h.0; = 03. Donc gH = H i.e. g € H. Or H/V = {V,(12)V'}. Comme
pour tout v € V., (12)vfy = 03, on a forcément gV =V i.e. g€ V.

Donc Gal(L/M) CV et Gal(L/M) C GNV. Mais alors :

M = LGal(L/M) D) LGﬂV

et finalement, M = LV,

On a le diagramme suivant avec a gauche les groupes de Galois et a droite
les degrés des extensions :

L
/,4V 20u4
G \ M
1ou2si Rauneracine

3 ou6sinon




Si P(X) est irréductible (et séparable), alors G est un sous-groupe tran-
sitif de Sy done G = Sy, Ay, V ou G ~ Dg ou Z/4Z. Si R(X) est irréductible
sur k, alors 0 est de degré 3 sur k. Donc [M : k] est divisible par 3. Donc
[L : k] = |G| est dividible par 3 donc G = Sy ou Ay.

D’ott les 2 premiéres lignes du tableau ci-dessous.

Si R(X) est scindé sur k, alors M = k(6y,02,03) = ket G = Gal(L/M) =
GNV = G =V cae G est d’ordre au moins 4. Dans ce cas forcément A € k?
car V C A, d’out la troisiéme ligne du tableau.

Si R(X) n’a qu'une seule racine dans k, par exemple 0; € k, alors R(X) =
(X —61) (X —02)(X —05). Donc 0,4 05 € k et M = k(s,03) = k(62) est de

ek[X]
degré 2 sur k.

Le corps L est aussi le corps de décomposition de Lsur M. Si P(X) est
irréductible sur M, alors le groupe G NV = Gal(L/M) agit transitivement
sur les racines 1, X2, x3, x4 de P. Donc G NV est d’ordre 4 et G est d’ordre
8.

Si P(X) est réductible sur M, alors GNV = Gal(L/M) n’est pas un
sous-groupe transitif de S; donc GNV % Vet |GNV]|=2= G ~7Z/4Z.

On a ainsi les deux derniéres lignes du tableau.

A ¢ k*| R(X) irréductible sur k G=25,
A € k*| R(X) irréductible sur k G=A,
Aek? R(X) scindé sur k G=V
A ¢ k* | R(X) a une racine dans k | P(X)irréductible sur M | G ~ Dy
A ¢ k* | R(X) a une racine dans k | P(X)réductible sur M | G ~ Z/4Z

Applications : si P(X) = X* 4+ 0X? + d € k[X]. Les racines d'un tel
polynome sont de la forme o, +8 ot « et 3 sont les deux racines de T? +
bT + d. Donc les factorisations possibles en deux polynémes de degré 2 sont :

P(X) = (X?—a®)(X* - 57
P(X)=(X?—(a+B)X +af)(X?+ (a+ B)X + ap)
PX)=(X?*—-(a—B)X —af)(X?+ (a— )X —ap) .

Donc

(0 ¢ ketatp¢h)
= P(X)irréductible sur k .
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La réciproque est vraie car 2a3 = (a + )% — a? — 32 = (a + ()? +b.
Or,a?c ke b —4d € k? et (a £ B)? = —b =+ 2v/d. Donc

P(X)irréductible sur k .

S —4d gk —b2Vd g k> .

Ona R(X) = X3 —20X2 + (1 — 4d)X = X (X2 — 2bX + (b* — 4d)). Donc
si P(X) est irréductible sur k (et séparable), alors le groupe de Galois G de
P sur k est V ou isomorphe & 7Z /47 ou Dg. C'est V si et seulement si le
discriminant de P est un carré dans k.

Or Ap = Ap = 16(b* — 4d)*d. Donc G =V & d € k*. Si d & k?, alors
G = 7,/47Z < P(X) est réductible sur M = k(v/d) < b* — 4d, —b + 2v/d ou
—b—2v/d € k(\/d)?. Or, =b+2vd = (z + yVd)? avec z,y € k < :

? +dy? = —bet vy = £1

= b —4d = (2% — dy*)? € K?

ce qui est impossible si P(X) est irréductible sur k. Donc G ~ 7 /47 <
v — 4d € k(Vd)?.
Or, b —4d = (x + yV/d)? avec =,y € k < :

WV —dd=2*+dy* et 2y =0

&b /d—4ck?
car b — 4d & k>



