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Calcul du discriminant du polynéme cyclotomique :

Soit n > 2. Soit A le discriminant de ®,(X), le n—iéme polynoéme cycloto-
mique. On connait déja le signe de A : c’est (—1)¥(/2 car ®,,(X) n’a que des
racines complexes conjuguées (cf. la fiche X).

Calculons |A] :

Al =TT 2% ()]

ou € décrit les racines primitives n—iémes de ’unité.
Or, d’aprés la formule d’inversion de Md&bius :

®,(X) = [J(x? - 1yp/)
d|n

= X" -1 [](x? =1/

dln
d<n

(=1)" sin/d = p;...pr avec p; < ... < p, premiers
ou p(n/d) =
0 sinon
Donc :
@, (X) =nX""' JT(X* = D)**/% mod (X™ — 1)

d|n
d<n

= &/ (e) = ne" ! H (e —1)nn/d)

pour toute racine primitive n—iéme de 'unité e.

Ainsi :

|A| = ne™ H H |e? — 1|p(n/d)

d|n €
d<n

or, lorsque € est une racine primitive n—iéme de I'unité, €? est une racine
primitive (n/d)—iéme de 'unité. Plus précisément, si on note II; l'ensemble
des racines primitives k—iémes de 1'unité, le morphisme :

I, — I, /q € — el

est surjectif.
En effet, posons k := n/d; on peut identifier I1,, & (Z/nZ)* et Il a (Z/kZ)*
et le morphisme ci-dessus au morphisme de groupes :

(Z/nZ)* — (ZJKZ)* zmodn — xmodk .

Ce morphisme est surjectif! C’est facile si n = p” pour un certain nombre
premier p. Pour le cas général : n = p'...pi* pour des nombres premiers dis-
tincts p;, k = pi*...p;* avec s; < r; et on utilise le théoréme des isomorphismes
chinois :

(Z/nZ)* ~ (Z/py")" x .. x (L/pY)
... on obtient un produit cartésien de morphismes surjectifs.

Donc le morphisme (de groupes (on munit IT,,, IT; des structures de groupes
de (Z/n)*, (T/KT)")) :

I, —» II; e— e?

est surjectif de noyau de cardinal :

L, |

noyau| =
| | TT|




= @(n)/eo(k) = ¢(n)/e(n/d) .

Par conséquent :

H le? —1| = _ 1‘¢(n)/w(n/d)

11
€ €
ou €' décrit les racine primitives (n/d)—iémes de 'unité.
Donc :

A/l — g (1)P(m)/ e )

[T~ 1 =]

r > 1, p premier

psim=p’,
. En effet

Or pour un entier m, ®,,(1) =
1 sinon
d’une part :
Dy (X) = Dp(XP )= 14X7 44X D
et d’autre part, si n = pJ*
distincts :

...p2r. avec des nombres premiers p; deux a deux

—lxm = [T 2a)

dln
d>1

~The T w0

ot d décrit les diviseurs de n qui ne sont pas une puissance d’un nombre
premier. Ainsi ®4(1) = %1 si d n’est pas une puissance d’un nombre premier

et donc dans ce cas ®4(1) =
de voir que ®4(1) > 0).
Pour résumer :

1 (par la formule d’inversion de Mébius il est facile

|A| = ne H H H pP (/o) )up”)
p premier a>0 n/il:pa
= 'nfp H p n)/(p—1) .

pln
p premier

Conclusion le discriminant du polynoéme cyclotomique ®,,(X) est donné par

la formule :
nen)

A = (_1)90(71)/2

P /(=1)

[T o

ppremier

Anneau des entiers d’une extension cyclotomique

Soit p un nombre premier et soit z une racine primitive p" —iéme de l'unité.
On va montrer que 'anneau des entiers de Q(z) est Z|z].

On note B lanneau des entiers de Q(z). Le polynéme minimal de z sur @
est le polynoéme :

Tl p-1)

D, (X)=dp)(XP  =14+XP 4. 4+ XP

Soit m:=1—2.0na:

i

No)/q(m) =
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ol les z; sont les conjugués de z i.e. les racines primitives p” —iémes de ['unité.
Donc :

Nq@)/q(m) =@pr(1) =p .

Soit e := (ey,...,e,) une Z—base de B (ou n = p"). Soit P la matrice
de passage de (eq,...,e,) dans z := (1,...,2"71) (ce sont deux bases de Q(z)
comme Q—espace vectoriel).

Soit J := Z[z]. C’est un sous-Z—module libre de B. Donc d’aprés le théoréme
de la base adaptée, il existe une base f := (f1, ..., fn) de B, d1, ..., d,, des entiers
tels que : N

dlldg‘ldn et f/ = (dlel, veny dnen)

est une base de J. Alors :
B/J~7/dy x ....x ZL]d,

= |B/J| =dy...d,, .

Soient P ¢, Py yr, Py . les matrices de passage de e a f, de f a f’ et de f" &
z. Alors:
P="PeyPryPys

donc dét P = +dét Py y» = £d,...d,, (car P s et Py, sont des matrices dans
GL,(Z) (donc de déterminants +1) en tant que matrices de passage entre deux
bases d’'un méme Z—module libre).

On consideére la forme bilinéaire :

b:Q(2) x Q(2) = Q, (z,y) — Tr(xy)

ou Tr est la trace relativement a l'extension Q(z)/Q.

Dans la base 1,...,2" "1, le déterminant de b est Disc(1,...,2"~!). Donc, en

utilisant les formules de changement de bases pour les matrices des formes
bilinéaires, on trouve :

Disc(1, ..., 2"~ 1) = dét P?%d

ol d est le discriminant de la base eq, ...
Donc :

’e’ﬂ‘

Disc(1,...,2" ') = |B/J|*d .

Or, Disc(1,...,2" 1) est aussi le discriminant du polynéme cyclotomique
®,(X) = &,-(X). Cest donc un puissance de p. Donc B/J est groupe fini
d’ordre p" pour un certain N. On a alors pYB/J =0 i.e. pN B C J.

Comme N(7) = p, p € nB. Donc pZ C 71BN Z. Comme N(m) # 1, ® n’est
pas inversible dans B et :

pZ CwBNZ ; Z

d’ou : pZ = 7B N Z car pZ est un idéal maximal de Z.
Donc on a un morphisme injectif d’anneaux :

Z/pZ — B/mBB kmodp— kmod 7B .

Or, |B/mB| = |N(m)| = p donc ce morphisme est un isomorphisme.

Soit b € B. 1l existe donc ag € Z C Z[z], by € B tels que b = by + wb;. Donc
B =7[z] + 7B.

De méme, il existe a1 € Z, by € B tels que :

b1 = ai +7Tb2

éb:a0+7ra1+7rzbg



= b€ Z[z] + B
car m = 1 — z € Z[z]. Par récurrence, on en déduit facilement que :
B=7Z[z]+ "B

pour tout m.

On a:
p -1
N = T a-2)=p
inpm1
p’—1 j
- 1-—2
— (")
T [[1 1—=z
inp=1
Or N (11—};) — 1 et comme 11_72; =1+..+2"1¢€B, 1{}! est inversible

dans B. Donc 7#(®") = pu pour un certain v € B*. .
On a donc pour tout m, Z[z] + p™B = Z[z] + ¥ )" B = B.
En particulier pour m = N :

Z|z)+p"B="1Z[z] =B .

Soient K, L deux extensions de Q de degrés respectifs m,n contenues dans
C. On suppose que extension KL est de degré mn sur Q.
Notons #i 'ensemble des Q—plongements de K dans C. On définit de
méme X, et Pir.
L’application :
QKL — @K X (@L

s+ (s|lk,slL)

est injective puisque K, L engendrent K L. Or comme on est en caractéristique
nulle, on a :

| Pk =[KL:Q=mn=[K:Q|L:Q]=|2||ZL]| .

Donc P'application ci-dessus est aussi surjective , autrement dit, pour tous
plongements s1, so de K et de L dans C, il existe un plongement (unique) s de
KL dans C tel que s|g = $1,8|1 = sa.

Soient R, S, T les anneaux des entiers algébriques (sur Z) des corps K, L, K L.
On notera RS le sous-anneau de T engendré par R, S.

Soient 71, ..., 7, une Z—base de R et s1,..., s, une Z—base de S.

La famille {r;s; : 1 <i<m, 1 < j < n} engendre le Q—espace vectoriel
KL. Comme KL est de dimension mn, cette famille est donc une base.

Sia €T, alors il existe des entiers c; j,q € Z tels que :

Ci
a= g d riS; -
q

0]

Quitte a simplifier les fractions on peut supposer que ¢ est premier avec
I’ensemble des ¢; ;.

Notons 071, ..., 0, les Q—plongements de L dans C.

Comme on 'a déja vu précédemment, chaque o; peut se prolonger en un
unique Q—plongement de K L dans C qui est 'identité sur K. On note encore
o; un tel prolongement.

On a donc :

oi(a) = Zdjai(sj)

pour tout i ou : dj := Y1,
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Donc :

ou A est la matrice (0;(8;))1<i j<n € #n(S). Cette matrice est bien inversible
car

dét A? = Disc(9) .

1t

Puisque A~ = z—'A, on a:

€ ! S C !
" T dét AT T Disc(9)

dy,....d S

en particulier :
m Chi
Z Disc(S) —Lry,
k=1 q

est entier sur Z pour tout j (et c’est aussi un élément de K). Donc :
ZDisc(S)ﬁrk €ER
k=1 q

pour tout j.
Puisque les 7 forment une Z—base de R, on a forcément :

Disc(S) 22 ¢ 7
q

pour tous k, j. Donc ¢g|Disc(S) puisque ¢ est premier avec 'ensemble des ¢y ;.

De méme on peut montrer que ¢ divise Disc(R). Donc :
RSCTCd'T

ou d est le pged des discriminants de R et S.

Application : On montre par récurrence sur n > 1 que I’anneau des entiers
B,, du corps cyclotomique Q(z,) (2, est une racine primitive n—iéme de l'unité)
est By, = Z[zy).

C’est facile pour n = 1. Supposons n > 1. Soit p un diviseur premier de n et
p" la puissance maximale de p qui divise n. Soit 1 < n’ < n tel que :

n=pn .

Comme p" et n’ sont premiers entre eux, Q(z,/)Q(zpr) = Q(zy,) et [Q(zn) :
Q] = ¢(n) = () (") = [Qzn) : QQzr) : Q-

Par hypothése de récurrence : B, = Z[z,/]. D’aprés ce qu’on a montré au
début, on a aussi : Bpr = Z[z,r].

Or, le discriminant de Z[z,/] = B, est le discriminant du polynémee ®,,
et le discriminant de Z[z,»] = B,r est le discriminant du polynémee ®,-. Ces
deux discriminants sont donc premiers entre eux (c¢f. la formule du discriminant
d’un polynéme cyclotomique). Donc on a :

BBy = B,

& Lz Lzpr) = By, .

Pour conclure, on vérifie facilement que Z[z,/|Z[zpr] = Z[zy].
g.e.d.



