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Fondamentaux des mathématiques 2

Feuille 3
Applications linéaires

Exercice 1.
Parmi les applications suivantes, déterminer celles qui sont linéaires (avec a € R).
2 f:R? > R? b) f:R? > R? 0 f:R? > R? d) R? - R?
,y) » (y,%) x,y)~ (x,a) (x,y) » (ax,ay) ,y)» (x+a,y+a)
e) R3 - R? f R? > R3 0 R - R
,y,z)» (x+2,y+2) (x,y) » (2x,0,x — ) x +~ sin(x)

Correction exercice 1.
a) Soientu = (x,y) € R?etu’ = (x,y") € R? et soient 4, A’ deux réels
Au+Au =Ax,y) + A y") = Ax+ A x", Ay + A'y")
fAu+2Au) = fAx+ A'x", 2y + Ay )= Ay + A’y Ax + 'x") = Ay, x) + V' (y', x")
=Af(w) + A'f(w"))
Donc f est linéaire.
b) Sia # 0alors £(0,0) = (0,a) # Oz donc f n’est pas linéaire.
Sia = 0alors
Soientu = (x,y) € R?etu’ = (x',y") € R? et soient A, ' deux réels
Au+2u =2x,y) + A, y)=QAx + AV'x", Ay + A'y")
fAQu+Au) =f(Ax + A'x" Ay + Ay") = (Ax + A'x",0) = A(x,0) + A'(x',0) = Af (w) + A f(u"))
Donc f est linéaire.
c) Soientu = (x,y) € R?etu’ = (x',y") € R? et soient 4, A’ deux réels
Au+2u =2x,y) + A y)=QAx + A'x", Ay + A'y")
fAQu+Au) = f(Ax+ A'x" Ay + 'y') = (a(lx +A'x"),a(Ay + A’y’)) = A'(ax,ay) + V' (ax',ay")
=f(w) + A'f ()
Donc f est linéaire.
d) Sia = 0alors f = Idgz c’est une application linéaire
Sia # 0alors £(0,0) = (a,a) # (0,0) donc ce n’est pas une application linéaire.

Exercice 2.
Soient f et g deux applications linéaires de R? dans lui-méme définies par

fOy)=(x0) et gly)=(0y)
Déterminer f + g, f o g, % et g°.

Correction exercice 2. Pour tout (x,y) € R?

f+9)xy)=flxy)+9kxy)=(x0)+0,y) = (x,y) = ldg2(x,¥)
Donc f + g = Idge, I’application identité de R?
fogtxy) =f(g(xy)=r(0,y)=(0,0) = Op(x,y)
Donc f o g = Oz, I’application nulle de R?
f2ey) =fef@y) = f(f(x¥) = f(x,0) = (x,0) = f(x,y)

Donc f2 = f, on verra plus tard qu’il s’agit d’une projection
g*xy)=g°9(y) =g(g(xy) =g(0,y) = (0,) = g(x,)
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Donc g? = g, on verra plus tard qu’il s’agit d’une projection

Exercice 3.
On consideére B = {ey, e, e5} la base canonique de R3 et I’endomorphisme f de R3 défini par
fle) = e, f(er) =—ey, f(e3) =e3
1. Déterminer I’image par f d’un élément u = xe; + ye, + ze; de R3.
2. Déterminer le noyau et I’image de f et donner une base de chacun d’eux.
3. Montrerque fof =f

Correction exercice 3.
1. Premiére méthode, sans les matrices, pour tout u = xe; + ye, + zes
f(w) = f(xe; +ye, +ze3) = xf(ey) + yf(ey) +zf(e3) = xe; —yey + zez3 = (x — y)e; + ze;
=(x-y,0,2)
Deuxieme méthode
La matrice A de f dans la base 8 = (e, e,, e3) est

1 -1 0
A= (0 0 O)
0 0 1
Donc I’image d’un vecteur u = (x, y, z) donc les coordonnées dans la base 8 sont évidemment

B
e 90-(7

fw) =(x-1y,0,2)

Sont

Ce qui montre que

2.
x—y=0
u = xe; +ye, + ze; € ker(f) © f(u) = Oz © (x —,0,2) = (0,0,0) (:){ 0=0 < {}Z]; 0
z=0
Un vecteur u € ker(f) est donc de la forme u = (x,x,0) = x(1,1,0)
Donc ker(f) = Vect((l,l,O)) = Vect(e, + e;) il s’agit de la droite vectorielle engendrée par le
vecteur e; + e,.
D’apres le cours
Im(f) = VeCt(f(e1)»f(ez);f(e3)) = Vect(ey, —ey,e3) = Vect(ey, e3)
La famille (eq, e3) est libre, soit parce que e; et e; ne sont pas proportionnels, soit parce que ¢’est une
sous famille de (e4, e,, e3) qui est une base donc libre.
La famille (e;, e3) engendre Im(f) et elle est libre, ¢’est une base de im(f)
3.

fofle)= f(f(e1)) = f(ey)
fofle) =f(fle) = f(=e) = —f(er) = —ey = fez)
fofles) = f(f(es)) = f(e3)
On verra au fur et a mesure que cela suffit a montrer que f2 = f
Pour I’instant, on en reste aux bases, comme f2 est linéaire, pour toutu = (x,y,z) = xe; + ye, + ze;

f2(w) = f2(xes + ye, + ze3) = xf2(e1) + yf2(ex) + zf2(e3) = xf(e1) + yf(ex) + zf (e3) = f(w)

Ce qui montre que 2 = f



Exercice 4.
Soit f I’endomorphisme de R3 défini par
f(e1) = 13eq + 12e, + 6e3, f(ey) = —8ey — 7e, — 4e;, f(e3) = —12e; — 12e, — 5ey
OU B = {ey, e,, e3} est la base canonique de R3.
1. Démontrer que F; = {u € R3, f(u) = u} et F, = {u € R3, f(u) = —u} sont des sous-espaces vectoriels
de R3 et déterminer la dimension de chacun d’eux.
2. Montrer que F; et F, sont supplémentaires.

Correction exercice 4.
1. Premiére méthode
f(Ogs) = Ops
Donc Ogs car f est linéaire.
Soientu = (x,y,z) € Fyetu’ = (x',y’,2z") € F; etsoient A et A’ deux réels.
Onaf(u)=uetf()=u'
fQu+Au) =2f(w) + A f@')
Car f est linéaire, puis
fQAQu+Au) =Au+Au

Ce qui montre que Au + A'u’ € F;, donc F; est un sous-espace vectoriel de R3.
Deuxiéme méthode

ueEF,eofw=ue f(u)—u=0g & f(u) —Idgz(u) = 0gs & (f — Idgz)(u) = Ogs
Comme f — Idgs est une application linéaire, F; = ker(f — Idgs) il s’agit donc d’un sous-espace
vectoriel de R3.
Troisieme méthode

Ona
fler) flez) f(e3)
13 -8 -—-12\¢€
A = matg(f) = (12 -7 —12) )
6 —4 -—-5/¢€3
13 -8 —12\ /x X
u=(x,y,z)EF1<:>f(u)=u<:>AX=X<:><12 -7 —12)(}/):(}/)
6 —4 -5 z A

©{12x -7y —-12z2=y < 3{12x -8y —12z2=03x -2y —-3z=0
6x —4y —5z =2z 6x —4y—6z=0
Puisque les trois équations sont proportionnelles
Donc

13x — 8y — 12z =x {12x—8y—12220

2 2
u=Wy2) €EF, ©x =§y+z Su= (§y+z,y,z> =§(2,3,0) +2(0,0,1)

Ce qui montre que
F; = Vect((2,3,0),(0,0,1)) = Vect(2e, + 3e,, e3)
F, est un sous-espace vectoriel de R3.
(2e; + 3e,, e3) forment une famille génératrice de F;, les deux vecteurs ne sont pas proportionnels, ils
forment une base de F;, et alors dim(F;) = 2, c’est un plan de R3.
Pour F,
Premiére méthode
f(Ogs) = 0gs = —Ops
Donc Ogs car f est linéaire.
Soientu = (x,y,z) € F,etu' = (x',y',z") € F, et soient A et 1’ deux réels.
Onaf(u)=—-uetf(u')=—-u'
fQu+Au) =2f(w) + A f@')
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Car f est linéaire, puis
fQu+Au') =-Au—-Au = —-(Au+ A'u')

Ce qui montre que Au + A'u’ € F,, donc F, est un sous-espace vectoriel de R3.
Deuxiéeme méthode

ueFh,ef(W=—-ue fw+u=0g e f(uw) +Idgs(w) = 0gs & (f + Idgs)(w) = Ogs
Comme f + Idgs est une application linéaire, F, = ker(f + Idgs) il s’agit donc d’un sous-espace
vectoriel de R3.
Troisiéme méthode

Ona
fle1) f(ez) f(es)
13 -8 -—12\¢€
A=matﬁ(f)=<12 -7 —12)32
6 —4 -—-5/¢€3
13 -8 =12\ /x X
u=(x,y,z)EFzﬁf(u)z—u(:)AXz—X<:><12 -7 —12)()/):—(}/)
6 -4 -5 z z
13x — 8y — 12z = —x 14x — 8y —12z=0 Ly (7x—4y—6z=0
@{12x—7y—122=—y(:){le—6y—122=0<:>L2{2x—y—22=0
6x —4y —5z = —z 6x —4y—4z=20 L3\3x —2y—-2z=0
by (7x=dy=62=0 o 4y _6z=0 (7x=4y+6z
s 7L, — 2, y—2z=0 (:){ — 2y :}{ oy
2L — 3L, —y+2z=0 Y y
7x = 14z x =2z
{y=22 {y=22
Donc

u=(x,y,2z)€EF, & {;C] z 3; o u=2z2z7z2) =1z02,2,1)

Ce qui montre que
F, = Vect((2,2,1)) = Vect(2e, + 2e; + e3)
F, est un sous-espace vectoriel de R3.
(2e4 + 2e, + e3) est une famille génératrice de F,, ce vecteurs est non nulc’est une base de F,, et alors
dim(F,) = 1, ¢’est une droite de R3.
2. Premiére (et méthode pas terrible)
Il faut montrer que F; N F, = {Ogs}

u€EF

wEF, X =2z x=2zx=0

3x—2y—-3z=0 z=0 z=0
u=(x,y,z)eF1nF2=>{ { (:){ [
y =2z y =2z y=20
Deuxieme méthode
u€F, fu)=u
u€kF, {f(u) =—-u
Ce qui montre que F; N F, = {03} les deux espaces sont donc supplémentaires

De plus comme dim(F;) + dim(F,) = 2 + 1 = 3 = dim(R?) on a F;®F, = R3

ueFlan(:»{ SU=—Uu>uU=0ps

Exercice 5.
On considére I’endomorphisme f de R3 défini par
fler) =e; f(e) =e3 f(e3) =e
Ol B = {e,, e,, e3} la base canonique de R3.
1. Montrer que f est bijective.
2. Montrer que f3 = Idgs.
3. Démontrer que F = {u € R3, f(u) = u} est un sous-espace vectoriel de R3 et déterminer sa dimension.



Correction exercice 5.

1.

Soitu = (x,y,z) € R3,

fw) = f(xey + ye; + zes) = xf(e1) + yf(ez) + zf (e3) = xe; + yez + ze; = (2,x,y)
En utilisant la définition de la bijection réciproque
Pour tout u’ = (x',y’,z') € R3, (I’ensemble d’arrivée) on va montrer qu’il existe un unique u =
(x,y,z) € R3 (I’ensemble de départ) tel que u’ = f(u)

!

X=y
u=fwefW=ueEZxy =K,y,2)e{y=2
z=x'

Chaque u’ admet bien un unique antécédent, f est bijective.

f3(e) =fofof(er) =f°f(f(e1)) =fof(ez) =f(f(ez)) =f(e3s) = e,

f3(ex) =fofof(e) =f°f(f(ez)) = fof(es) =f(f(€3)) =f(er) = e,

f3(e3) =fofof(es) :f°f(f(33)) = fof(es) :f(f(e1)) = f(e) = e
On verra au fur et a mesure que cela suffit & montrer que f3 = Idgs
Pour I’instant, on en reste aux bases, comme f3 est linéaire, pour tout u = (x,y,z) = xe; + ye, + ze;

f3w) = f3(xey + ye, +zes) = xf3(ey) + yf3(ey) + zf3(e3) = xe; + ye, + zes = u = Idgs(w)
Ce qui montre que f3 = Idgs
Premiére méthode
f(Ogs) = Ogs
Donc Ogs car f est linéaire.
Soientu = (x,y,z) € Fetu' = (x',y’,2z') € F etsoient A et 1’ deux réels.
Onaf(u)=uetf(u)=u'
fQu+Au) =2f(w) + A f@')
Car f est lineaire, puis
fQAQu+Au") =u+Au
Ce qui montre que Au + A'u’ € F;, donc F; est un sous-espace vectoriel de R3.
Deuxiéme méthode
ueEFe flw=ue f(u)—u=0g & f(u) —Idgs(u) =0gs & (f — Idgs)(u) = Ogs

Comme f — Idgs est une application linéaire, F; = ker(f — Idgs) il s’agit donc d’un sous-espace
vectoriel de R3.
Troisieme méthode

Z =X
u=@yeFefW=us@Gry)=xy) e X=yox=y=1
y=z

Donc un vecteur de F s’écritu = (x, x,x) = x(1,1,1) = x(e; + e, + e3)
Ce qui montre que F = vect(e; + e, + e3), F est un sous-espace vectoriel de R3, e; + e, + e5 est un
vecteur non nul qui engendre F, c’est une base et dim(F) = 1, c’est une droite de R3.

Exercice6. K=RouK=C

HwbdhpeE

Soit f un endomorphisme de K" tel que f? = f (on dit que f est un projecteur).
Démontrer que Idgn — f est un aussi un projecteur.

Démontrer que ker(Idgn — f) = im(f).

Démontrer que ker(f) et im(f) sont supplémentaires.

Donner un exemple de projecteur p dans R™.

Correction exercice 6.

1.



(Idgn — f)? = (Idgn — f) o (Idgn — f) = Idgn o Idgn — Idgn o f — f o ldgn + f o f
=ldgn—f—f+f2=Ildgn —2f + f2=Idgn —2f + f = Ildgn — f
Donc Idgn — f est un projecteur de K"
2. Soitu € ker(Idgn — f)
(Idgn — )W) = Ogn © Idgn(u) — f(u) = Oxn © u — f(u) = Ogn © u = f(u)
Comme u est de la forme f(v) avec v € K", ici v = u, alors u € im(f)
Cela montre que ker(Idgn — f) < im(f).
Soit u € im(f), il existe v € K™ tel que u = f(v), ce que I’on compose par f
fW=f*w)=fw) car f?=f
Puis f(u) = u car f(v) = u. Etenfin
fW =ueu-fuw =0k & ldgn(w) — f(u) = 0gr © (Idgr — f)(w) =0k © u
€ ker(Idgn — f)
Cela montre que im(f) c ker(Idgn — f)
Par conséquent Cela montre que ker(Idgn — f) = im(f).
3. Soitu € ker(f) nim(f) = ker(f) nker(Idgn — f)
Ona
{f (u) = Ogn
fw =u
D’apreés ce que I’on a vu plus haut. Par conséquent u = Ogn. Cela montre que
ker(f) nim(f) = {Ogn}
Montre que ker(f) et im(f) sont supplémentaires.
4. Soitp définie par
p(e;) =e; etVk € [2,n],p(ex) =0
On vérifie facilement que Vk € [1,n], p?(ex) = p(ex) donc pour tout u = x,e; + - + x, e,
p*(w) =p@)
Comme on I’a vu dans les exercices précédent.

Exercice 7.
Soit f une application linéaire de R™ dans R™.
Montrer que Si vy, v,, ..., v, engendrent R™ alors f (v,), f(v,), ..., f (v,) engendrent im(f).
Montrer que si f(v,), f(v2), ..., f (v,) forment un systeme libre alors vy, v,, ..., v, est libre aussi.
3. Montrer que si f est injective et si v;, vy, ..., v, est un systeme libre alors f(vy), f (v), ..., f (vp) est
libre aussi.

Correction exercice 7.
1. vq,v, ..., v, engendrent R™ signifie que pour tout € R™ , il existe 4,, ..., 4,, réels tel que :
v=~4v+ o+ A0,
Soit f(v) un vecteur quelconque de im(f), il existe 44, ..., 4, réels tel que :
fF@) = (v + -+ ,1) = 4 f W) + -+ A,f(v)

Ce qui montre que f(vy), f(v2), ..., f (v,) engendrent im(f)

2. Pourtous 4y, ..., 4, réels
Mvy + -+ vy = 0gn = fF(A4 vy + -+ A1) = f(Ogn) = A f(01) + -+ A, f(vp) = Ogn = 44
==2,=0

Car f(vy1), f (v2), ..., f(vp) forment un systeme libre.

3. Pourtous 4y, ..., 4, réels
Mf@) + -+ A,f(vy) = Ogn = fF(4 vy + -+ A,1) = Ogn = 4,05 + - + 4,0, € ker(f)
= {Ogn}



4. Car f estinjective. vy, vy, ..., v, est un systeme libre entraine que : 4; = -~ = 4, = 0, ce qui montre que
f (), f(w3), ..., f(vp) est libre aussi.

Exercice 8.
Soient u, v € L(K™) tels que u e v = 0. Montrer que : im(v) € ker(u)
En déduire que : rang(u) + rang(v) <n

Correction exercice 8.
Soit y un vecteur de K", il existe x € K" tel que y = v(x), ce que I’on compose par u :
u(y) =uov(x) = 0gn
Ce qui montre que y € ker(u), on a bien : Im(v) < ker(u).
On rappelle que rang(u) = dim(im(u)) et que rang(v) = dim(im(v))
dim(im(u)) + dim(im(v)) < dim(im(u)) + dim(ker(u))
Carim(v) € ker(u) = dim(im(v)) < dim(ker(u))
D’aprés le théoréme du rang appliqué a u, dim(im(u)) + dim(ker(u)) = dim(K™) = n
Ce qui montre 1’inégalité demandée.

Exercice 9.
Soit u I’application de R* dans R3 définie, pour tout (x,y, z,t) € R*, par
ul,y,z,t)=x+y+z+ty—t,x—2z+3t)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base et la dimension du noyau de u. Est-elle injective ?
3. En déduire que u est surjective.

Correction exercice 9.
1. Soienta = (x,y,zt) € R*eta’ = (x',y’,z',t') € R* et soient A, A’ deux réels.
Aa+Aa =Ax,y,z,t) + A (x',y', 2", t")) = Ax + A'x" Ay + Ay, Az+ V2", At + A't")
Etonnote (X,Y,Z,T) = Ax + A'x", Ay + A'y', Az + A'z", At + A't")
u(la+Aa)=X+Y+Z+T,Y—-T,X—2Z+3T)
=((x+Ax)+ Wy +Ay)+ Az + 22 + (At + A't), Ay + A'y")
—(At+At),Ax+AVx")—2(Az+ A'z") + 3(At + A’t’))
= (A(x +y+z+t)+ VX +y' +2+t) Ay —-t)+ A (' —t'),A(x — 2z + 3t)
+A(x' =22+ 3t’))
=AMx+y+z+t,y—tx—2z+3t)+ A" +y' +2' +t',y' —t',x' -2z +3t")
=u(x,y,zt) + Aulx’,y’, z',t") = Au(a) + Vu(a’)
Ce qui montre que u est linéaire.
2. Soita = (x,y,z,t) € ker(u)
x+y+z+t=0
u(@) =0ps o (x+y+z+t,y—t,x—2z+3t) = (0,0,0)@{ y—t=0
x—2z+3t=0

Li(x+y+z+t=0 Ly x+z+2t=0 x=—=zt—2t
s L, y=t s L y=t S Y ¢
L3i\x—2z+3t=0 Ly —L\-3z—y+2t=0 z=3
(_ 7
¥ 73
o!{ y=t
L t
73



_ 7 t _ t
a= (—gt, t,g, t) = § (—7,3,1,3)
Donc
ker(u) = Vect((—7,3,1,3))
Il s’agit d’une droite, et donc dim(ker(u)) = 1
3. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(im(u)) = dim(R*) = 4
Ce qui entraine que dim(im(u)) = 3, comme im(u) c R3 et qu’ils ont la méme dimension, ces
espaces vectoriels sont égaux donc Im(u) = R3 et donc u est surjective.

Exercice 10.
Soit E le R-espace vectoriel des applications de classe C*. On note ¢ et y les deux applications de E
vers E définies respectivement (pour tout f € E) par :

o) = f'; vx € RY(H(R) = f F(O)dt
0

1. Vérifier de ¢ ety sont lineaires.
2. Exprimeryoq@etpo.
3. Discuter la surjectivité, I’injectivité et la bijectivité respectives de ¢ et .

Correction exercice 10.
1. Soient f et g deux fonctions de classe C* et soient A, u deux réels

PAf +ug) = Af +ug) =Af"+ug' = 29(f) + ne(g)
Cela montre que ¢ est linéaire.
Soient f et g deux fonctions de classe C* et soient A, u deux réels

vx e RYOS +u)0) = | Gf +ugd)©dt = [ (5@ +rg@)de =1 [ f@de+p | g@ae
0 0 0 0

=W () + up(g)(x)
Par conséquent Y (Af + ug) = AW (f) + uyp(g) ; ce qui montre que Y est linéaire.
2. Soit f une fonction de classe C*

Vx € R, (o 0)(HX) = P(p(H))(x) = p(F)(x) = f f'®)dt = [f(OIZE = f(x) — £(0)
0

vx € R, (9 e () = p(¥(H) ) = (W) () = Fx)
3. Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x) = x + 1 et g définie par g(x) = x
Alors ¢(f) = @(g) et pourtant f # g donc ¢ n’est pas injective.
Soit u une fonction définie sur R, de classe C* donc elle admet une primitive U (méme une infinité
égale a une constante pres) telle que Vx € R, U'(x) = u(x), ce qui montre que ¢(U) = u, ¢ est
surjective.
Soient f et g deux fonctions de classe C®

vx € RY(HE) = p(g)x) = f FOdt = f g(Ddt
0 0

On dérive cette derniere égalité pour trouver que Vx € R, f'x) = g(x) et que donc f = g, ce qui
montre que y est injective.
Soit u la fonction définie pour tout x € R par u(x) = x + 1, s’il existe f de classe C* telle que

vx € RyY(f)(x) = fxf(t)dt =u(x)=x+1
0
Est impossible car pour x = 0, Y(f)(0) = foof(t)dt =0 = u(0) = 1, ce qui est impossible.
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Remarque : On a ¢ oy = Id de I’espace vectoriel des fonctions de classe C* qui est de dimension
infini, or en dimension finie si u et v sont des applications linéaires tellesque u e v = Id alorsv o v =
Id et alors u et v sont des bijections réciproques 1’une de 1’autre et que v = u~?! et que bien siir

u = v~1, ce qui est faux en dimension infinie.

Exercice 11.
Soit H le sous-espace vectoriel de RR engendré par les fonctions sin et cos .
1. Déterminer une base de H et préciser sa dimension.
2. SOitF = {f € H|f( ) } Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H. Quelle est sa

dimension ? Déterminer une base de F.
3. Soit ¢ I’application de H vers R? définie pour toute f € H par

o0 =(r(-3r)

Montrer que ¢ est une bijection linéaire.
4. Soit y ’application de H vers H définie pour toute f € H par ¥ (f) = f'. Montrer que i est un
automorphisme de H.

Correction exercice 11.
1. H =Vect(sin ,cos ), (sin , cos ) est une famille génératrice de H et ces deux fonctions sont
intendantes, c’est évident mais on vérifie quand méme
Asin(0) + pcos(0) =0 u=0

Vx € R,Asin(x) + pcos(x) =0 = Lsin (2) + 1 cos (72T) 0> {/1 _ 0
(sin , cos ) est donc une famille libre et génératrice de H puisque H = Vect(sin , cos ), ¢’est une base
de H.
2. L’application nulle de H notée 04, c¢’est-a-dire Vx € R, 04 (x) = 0 Vérifie 0y (g) = 0 donc ®y EF.
Soient f et g deux fonctions de F et soient A, u deux réels

(/1f+ug)(g)=lf(3)+,ug( ) AX0+ux0=0
CarfeF:f(§)=OetgeF:g(§) = 0. Donc Af + ug € F, ce qui montre que F est un sous-

espace vectoriel de 1’espace vectoriel des fonctions de classe €.
D’autre par si f € F c H, il existe a et B réels tels que f = asin + B cos , autrement dit
Vx € R, f(x) = asin(x) + B cos(x)

f(g)—0®a51n(3)+ﬁcos(3)—0@%a+§ﬁ=0@a=_\/§ﬂ

Ce qui entraine que Vx € R, f(x) = —/38 sin(x) + B cos(x) = ﬁ(—\/§ sin(x) + cos(x))
Et que donc F = Vect(—V3sin + cos ). F est donc la droite engendré par la fonction —v3 sin +
CcosS .

3. Soient f et g deux fonctions de H et soient A, u deux réels

PO +pg)(x) = ((Af +ug)(-7), OF +19) ( )) ((Af +ug)(-7), OF +19) (5 ))
= (D +us (-9 () +u (7))
=2 <f (- %) f (%)) +u (g (- %),g (%)) = 29(f) + no(g)

Ce qui montre que ¢ est linéaire.
Il reste @ montrer que le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul.

9



f(—%) =0 asin(—%) +ﬁcos(—%) =0
i e . (T s
f(z)=0 a51n(z)+ﬁcos(z) =0

(V2 2
@4—“7“”7—0 {—a+ﬁ= {a—O
NN a+pf= B=0

Cela montre que ker(¢p) = {04} donc ¢ est injective et comme les dimensions de I’ensemble de départ
et d’arrivée sont les mémes (= 2) ¢ est bijective, alors linéaire et bijective « égal » automorphisme.
4. Soient f et g deux fonctions de classe C* et soient A, u deux réels
YAf +pg) = QAf +pg)' = A" +pug’ = W(f) + mp(g)
Cela montre que v est linéaire.
fEeEH S 3aR, AP € R, Vx € R, f(x) = asin(x) + B cos(x)
Montrons gque le noyau de v est réduit au vecteur nul de H
Vx ERY(HHx) =0 VxeR,f'(x) © 0o Vx € R acos(x) —Bsin(x) =0
acos(0) —Bsin(0) =0 a=0
= acos(g) —Bsin(g) —0~ {3 =0
ker(y) = {04}
Y est injective et les ensembles de départ et d’arrivée sont les mémes ¢ est bijective, alors linéaire et
bijective et méme ensemble de départ et d’arrivée « égal » isomorphisme.

Exercice 12.
Soit u: R* - R* I’application définie pour tout x = (x4, X5, x3,%,) € R* par :
ulx) = (g — x5+ x3,0,x; + X, — X3 + X4, %)
Soit E = {(xq, x5, x3,%x,) € R*, x; + x, — x3 + x, = 0}
Donner une base de ker(u) et sa dimension.
Donner une base (La plus simple possible) de Im(u) et sa dimension.
A-t-on ker(u) ®Im(u) = R*?
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et sa dimension.
A-t-on ker(u) ®E = R* ?

a s wbNh e

Correction exercice 12.

1.
x1—32)zj-6c3=0 X1 =X tx3=0 x; =0
x = (xq,Xx5,%3,%4) € Ker(u) © Xy 4%y — x5 + 24 = 0 = {xl +x,—x3=0¢& {xz = X3
X4 — 0 x4 = O X4, = O
Donc x = (0, x3,x3,0) = x3(0,1,1,0), si on pose a = e, + e5 alors ker(u) = vect(a) et donc la
dimension de ker(u) est 1.
2.

u(e;) = (1,0,1,0) = e; + e5; uley) = (—1,0,1,0) = —e; + e3;
u(e;) = (1,0,—1,0) = e; — e3; ule,) = (0,0,0,1,1) = e3 + e,
Im(u) = Vect(e, + e3,—e; + e3,e, —e3,e3+e,) =Vect(e, +e3,e; —ez,e3+e,)
Car u(ey) = —u(esz)
Im(u) = Vect(e, + e3,e; —es +e; +es,e5 +e,) =Vect(e; + ez, 2eq,e5 + €4)
= Vect(es, e, e5 +e,) = Vect(es, e1,€4)
Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base
de Im(u)
10



Autre méthode, d’apres le théoréme de rang
dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R*) = dim(Im(u)) = 3
Par conséquent (e; + es, e; — ez, e5 + e,) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de
dimension trois, ¢’est une base et donc dim(lm(u)) = 3.
3. Comme dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R%)
Le tout est de savoir si a = e, + e3 appartient a Im(u), si c’est le cas ker(u) < Im(u) etil n’y a pas de
somme directe et sinon ker(u) N Im(w) = {Og+} et il y a somme directe.
Soit on montre que (e, + e, e; + e3, e, — e3,e3 + e,) est libre et donc une base de R* puisqu’il s’agit
d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a
ker(u) ®Im(u) = R*
Soit
ker(u) + Im(u) = vect(ey, e3, €4, 6, + €3) = Vect(ey, ey, e3,e4) = R*
Ce qui montre que ker(u) ®Im(u) = R*.
4. 0+0—-0+0=0doncOys €EE.
Soient x = (xq,x5,%3,x4) EEety = (y1,¥2,V3, Ys) €EE,Ona
X1 +x—x3+%x,=0 et Yi+Y2—=y3+y.=0
Pour tous A et u réels
Ax + py = (Axg + py1, Ax; + py2, Axz + pys, Axy + 1ys)
(Axy + py,) + (Axy + pyz) — (Axs + uys) + (Axy + py,)
= Ay +x; —x3+ %) + (1 +y, —y3+ya) =0
Ce qui montre que Ax + uy € E donc E est un sous-espace vectoriel de R*.
x=(x1,%2,%3,%,) EE,ONax; + X, —x3+x, =0dONCx; = —x; +x3 — X,
X = (—x3 + X3 — X4, X5, X3, %) = x%,(—1,1,0,0) + x5(1,0,1,0) + x,(—10,0,1)
On pose b = (—1,1,0,0), c = (1,0,1,0) et d = (—10,0,1), la famille (a, b, c) engendre E

—a+pf—-y=0
@b+ fe +yd = Ogs & a(=1,100) + BLOLO) +7(-1001) = 0gs & { £ ¢
y=0
a=0
<=0
y=20

Ce que signifie que (b, ¢, d) est une famille libre. Par conséquent (b, ¢, d) est une base de E.
5. ker(u) = Vect(a) aveca = e, + e; = (0,1,1,0) donc0+ 1 — 1+ 0 = 0 ce qui montre que a € E,
autrement dit ker(u) c E, on n’a pas : ker(u) ®Im(u) = R*

Exercice 13.
Soit f un endomorphisme de R3 dont l'image de la base canonique 8 = (eq, e, e3) est :
f(e1) = —7e; — be,
f(e;) =8ey + 7e,
f(e3) = 6e; + 6e; —e3
En déduire que f est inversible (c'est-a-dire bijective) et déterminer f~1.

Correction exercice 13.
La matrice de f o f dans la base 8 est Matg(f) x Matg(f)
-7 8 6

-7 8 6 -7 8 6 1 0 O
Or Matg(f) = (—6 7 6 )donc Matg(f?) = <—6 7 6 )(—6 7 6 > = (0 1 0) =]
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
Il existe g telle que g o f = Id donc f est bijective et f~1 = f.
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Exercice 14.
Soit u: R® - R3 ’application définie par :
u(xq, xz,x3) = (—2x1 + 4x, + 4x3, —x1 + x3, —2x1 + 4x, + 4x3)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-onker(u) @ Im(u) = R3?

Correction exercice 14.
1. Soient x = (x4, x5, x3) €ty = (y1,¥,, y3) deux vecteurs de R3. Soient A et u deux réels.
Ax + py = (Axg + py1, Axz + 1y, Axz + 1ys)
u(Ax + py)
= (—2(Axy + puy1) + 4(xy + pyz) + 4QAx3 + pys), —(Axg + puyr) + Ax;
+ pys, —2(Axy + pyy) + 4(Ax + uyz) + 4(Axs + uys))
= (A[—2x1 + 4x, + 4x3] + u[—2y, + 4y, + y3l, Al—x1 + x3]
+ul=y1 + ysl, A[=2x; + 4%, + 4x3] + u[—2y, + 4y, + y3])
= A(—2x; + 4x, + 4x35, —x1 + X3, —2x; + 4x, + 4x3)
+u(=2y, + 4y, + 4y3, —y1 + ¥3, —2y1 + 4y2 + 4y3) = 2u(x) + pu(y)
Donc u est linéaire.
X1
2. Soitx = (xq,x5,x3) € ker(u) etX = (xz) ses coordonnées dans la base canonique.
X3
—2x1 + 4‘X2 + 4‘X3 = O _ _ _ 1
x € ker(u) & { —x1+x3=0 & { Xt )26x2:+x2x3 =0 {in-i_:xic_ 0 {xz = 75X
_le + 4‘X2 + 4‘x3 = O 1 3 1 3

1 X
X = <x3,—5x3,x3) = ?3(2,—1,2)

a=(2,—-1,2) = 2e; — e, + 2e5 est un vecteur non nul qui engendre ker(u), ¢’est une base de ker(u).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))
D’apres le théoréme du rang,
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(R3) 1+ dim(]m(u)) =3 dim(lm(u)) =2
u(e;) = —2e; — e, — 2e3 = (—2,—1,-2) et u(e,) = 4e; + 4e; = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(w) qui est de dimension 2, (u(el),u(ez)) est
une base de Im(u).
3. ker(w) ® Im(w) = R® & (a,uley),ule,)) est une base de R.
Il est presque évident que
u(e;) +uleg) =a
Sinon on calcule aa + Bu(e;) + yu(es) = Ogs et on s’apercoit que « = 1, § = —1 ety = —1 est une
solution non nulle.
(a, u(ey), u(ez)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3

Exercice 15.
Soit (e, e,, e3) la base canonique de R3
Soit f: R® —» R3 I’application linéaire telle que :
fley) = —§€1 + %ez + §e3 = é(—el + 2e; + 2e3), f(ey) = %el - %ez + %eg = §(261 — e, + 2e3) et
fes) = 291 +§ez —§e3 = %(231 + 2e; — e3)
Soient E_, = {u € R®| f(w) = —u} et E; = {u € R3| f(u) = u}
1. Montrer que E_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3.
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Montrer que e; — e, et e; — e3 appartiennent a E_, et que e; + e, + e appartienta E;.
Que peut-on en déduire sur les dimensions de E_, et de E; ?

Déterminer E_; N E;.

At-onE_, DE, =R3?

Calculer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f~1.

SN

Correction exercice 15.
1. Soient u,u’ deux vecteurs de E_q, alors f(u) = —u et f(u') = —u'. Soient A, A" deux réels.
fQu+2Au) =Af(w) + A f@') = A(—u) + A(—u") = —(Au + A'u’)
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E_;,
La troisieme montre que Au + A'u’ € E_;
f(Og3s) = Oz = —0ps
La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, la
seconde égalité montre que Ogs € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u, u' deux vecteurs de E;, alors f(u) = u et f(u') = u'. Soient 1, A" deux réels.
fAu+2Au) =Af(w) + A f@W') = u+ A’
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E;,
La seconde montre que Au + A'u’ € E;
f(Ogs) = Ogs
La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul,
cela montre aussi que Oz € E;.
E; est un sous-espace vectoriel de R3.

fles—ez) = f(ey) — f(ex) = —%91 +§92 +§e3 - (%91 —%92 +§33) =—e1t+e;=—(e; —ey)
Donce; —e, EE_4
fles—e3) = f(ey) — f(e3) = —%91 +§ez +§ez - <§e1 +§e2 —%93) = —e;+e3=—(e; —e3)
Donce; —e3; €E_4
fleg +e;+e3)=f(e) + flex) + f(es)
2 2 2 1 2 2 2
= —§e1 +§ez +§e3 +§e1 —gez +§e3 +§el +§ez —§e3 =e t+e;tes
Donce; +e; +e3 € E;
3. Les vecteurs e; — e, et e; — e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E_,, donc la
dimension de E; est supérieur ou égal a 2.
E; aun vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1.
4. Soitu € E_{NE;, f(u) = —uetf(u) =udonc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur de
E_; N E; est le vecteur nul.

E—l n E1 = {0R3}

5.
dim(E_; + E;) = dim(E_;) + dim(E;) — dim(E_; N E;) = dim(E_;) + dim(E;) =22+ 1=3
Comme
E.,+E cR3
Ona
dim(E_; + E;) <3
Finalement

dim(E_1 + El) = 3
Remarque : cela entraine que dim(E_;) = 2 etdim(E;) = 1
13



L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a
E,®E =R3
6. On peut calculer f2(e;), f2(e,) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement e,
e, et e3. Mais c’est long.
Autre méthode

D’aprés la question précédente (e; — e,,e; — e3,e; + e, + e3) est une base de R3.
(Une base de E_; collée a une base de E; donne une base de R3 si et seulement si E_; @ E; = R3).
Tous les vecteurs de R3 s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs, il suffit de montrer que f2(e; —e,) = e; — ey, f2(e; —e3) = e; —ezetque f2(e; + e, +
e3) =e; +e, +es
En fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fz(e1 —ey) = f(f(e1 - ez)) = f(_(e1 - 92)) =—f(e1—e) = —(—(91 - 32)) =e;— €&
Care; —e, €EE_;

f?(eg —e3) = f(f(€1 - 93)) = f(—(e1 - 33)) =—f(e; —e3) = —(—(31 - 93)) =€ —¢€3
Care; —e3 €E_4

fillestes+e)=f(fles+er+e))=f(es+e,+e3) =e; +e,+e;
Care; +e, +e3 EE;
Par conséquent 2 = idps
Cela montre que f~1 = f et que f est bijective.
Remarque :

Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement.

Exercice 16.
Soit f: R* - R I’application définie pour tout x = (xq, x,, X3, x,) € R* par
fxX) =21 +x+ x5+ x4
On appelle B = (eq, e,, e3, e4) la base canonique de R*.
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension de im(f).
2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

Correction exercice 16.

1.
fle)) =1
fle) =1
flez) =1
fley) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) =1
2. Dr’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(ker(f)) = 3
x = (xq1, %3, X3,%4) € ker(f) © x = (—x3 — X3 — X4, X2, X3, X4)
= x,(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et c = (—1,0,0,1)
(a, b, c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc (a, b, ¢) est
une base de ker(f).

Exercice 17.
Soit u une application linéaire de E dans E, E étant un espace vectoriel de dimension n avec n pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes
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(@) u? = Og (ol O est I’application linéaire nulle) et n = 2 dim(]m(u))
(b) Im(u) = ker(u)

Correction exercice 17.
Supposons (a)
Siy € Im(u) alors il existe x € E y = u(x) alors u(y) = u?(x) = 0y alors y € Ker(u)
Donc Im(u) < ker(u)

D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dirn(lm(u)) = dim(F) & dim(ker(u)) + g =n & dim(ker(u)) = g

Im(u) c ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’aprés le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dimE © 2 dim(lm(u)) =n& 2rg(u) =n
Pour tout x € E, u(x) € Im(u) donc u(x) € ker(u) donc u(u(x)) = 0 donc u? = O.

Exercice 18.

Soit u: E — E une application linéaire et A1 un réel.
1. Soit E; = ker(u — Aidg). Calculer u(x) pour x € Ej

Montrer que est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit F c E un sous-espace vectoriel de E, montrer que w(F) est un sous-espace vectoriel de E.
3. Si A # 0, montrer que u(E;) = E;

Correction exercice 18.

1. (u—2idg)(x) =0 @ u(x) —Ax = 05 © u(x) = Ax
u(0g) =0 =A%x0;=>0; €EE;
Soient x; et x, deux vecteurs de E;, on a u(x;) = Ax, et u(x,) = Ax,
Soient a et a, deux réels.

u(axqy + azxy) = agu(xy) + aulxy) = adxg + azAx, = Aaxq + azxy)

Donc a x; + a,x, € E;
E; est un sous-espace vectoriel de E.

2. F est un sous-espace vectoriel de E donc 0 € F par conséquent u(0g) = 0z € u(F)
Pour tout x; et x, dans F. Pour tout a; et a, réels. Ona a;x; + azx, € F
Soient y; et y, dans u(F), il existe x; et x, dans F tels que y; = u(x;) ety, = u(x,)
Alors

a1y1 + azy; = aqulxg) + apulx;) = ulax; + azx;)
Car u est linéaire, donc
a1y1 + azy; = u(ayx; + azx;) € u(F)

Car a;xq + azx, € F.
Par conséquent u(F) est un sous-espace vectoriel de E.

3. Six€E;alorsx = %u(x) =u Gx) € u(E,) donc E; c u(Ey)

Siy € u(Ey) il existe x € E, tel que y = u(x) donc y = Ax € E;, ce qui montre que u(E,) c E;
Finalement
u(Ey) = E

Exercice 19.
Soient f et g deux endomorphisme de R™. Montrer que

f(ker(g ° f)) = ker(g) n Im(f)
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Correction exercice 19.
Soity € f(ker(g o f)), il existe x € ker(g o f) tel que y = f(x)
Donc y € Im(g),
D’autre part x € ker(g o f) donc (g o f)(x) = g(f(x)) = Ogn, par conséquent g(y) = g(f(x)) = Ogn,
ce qui montre que y € ker(g).
Onadonc y € ker(g) n Im(f), on a montré que
f(ker(g ° f)) < ker(g) n Im(f)
Soit y € ker(g) N Im(f)
y € Im(f) donc il existe x € R™ tel que y = f(x)
y € ker(g) donc g(y) = Ogn
On en déduit que Ogn = g(¥) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(g o f) et comme y = f(x) cela

montre que y € f(ker(g o f)).

Exercice 20.
Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i) ker(u) Nnim(u) = {0z}
(i)  ker(u) = ker(u ou)

Correction exercice 20.
Supposons que ker(u) N im(u) = {05} et montrons que ker(u) = ker(u o u)
Si x € ker(u) alors u(x) = 0y alors u(u(x)) = u(0g) = 0 alors x € ker(u o u)
Cela montre que ker(u) < ker(u o u)
Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = 0g, on pose y = u(x) € Im(u) et comme u(y) = 0z, y € ker(u) N
im(u), d’apreés (i) y = 0y et donc u(x) = 0g ce qui signifie que x € ker(u)
Cela montre que ker(u o u) < ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)
Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0z}
Soit y € ker(u) N Im(w), il existe x € E tel que y = u(x) etu(y) = 0, cela entraine que u(u(x)) = O,
autrement dit x € ker(u o u), d’aprés (ii) x € ker(u) donc y = u(x) = 0g, cela montre bien que
ker(u) Nnim(u) = {0z}

Exercice 21.
Pour une matrice A = (a; ;) € M, (K) et K = R ou K = C. On définit la trace de A par :

n
tr(4) = z ai
i=1
1. Montrer que tr est une application linéaire de M, (K) dans K, et que tr(AB) = tr(BA) pour toutes
matrices A, B € M, (K).
2. Montrer que si A et B sont deux matrices semblables dans M, (IK), alors tr(4) = tr(B).
3. Pour A, B € M,,(KK), telles que tr(A) # —1, déterminer toutes les matrices X € M, (KK) telles que
X+tr(X)A =B.
4. Montrer que I’on peut pas trouver 4, B € M,,(K) telles que AB — BA = I,.

Correction exercice 21.

1. Soient A et B deux matrices de M, (KK), soient A et u deux réels
Comme
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A = (aij)ienm

jelin]
Alors
AA + B = ayj)iennn + #(bi ) ienny = (Aaij + ubyj)iegin
jel1,n] jel1,n] jelin]
n n n
tr(/lA + ,LLB) = Z(/lai,i + ,ubl-,l-) = /12 a;; + MZ bi,i =21 tr(A) +u tr(B)
i=1 i=1 i=1

Donc tr est linéaire.
Soient 4 et B deux matrices

A= (a;)ienny et B =(bij)icqn

jelin] jelin]
Alors
n
AB = (Z ai,kbk,j>
k=1 iE[[l,n]]
jel1n]
Donc
n n n n n n n
tr(AB) = Z (Z al,kbk,l> = (Z al,kbk,l> = z aypbr, = z (Z bk,lal,k> = tr(BA)
=1 \k=1 =1 \k=1 =1 k=1 \1=1

2. Deux matrices A et B sont semblables s’il existe P € M, (K) telle que A = P"1BP (ou B = PAP 1) ce
qui revient au méme.
tr(A) = tr(P~'BP) = tr(P~X(BP) ) = tr((BP)P~*) = tr( B(PP™')) = tr(BI ) = tr(B)
3. Comme tr est linéaire
tr(tr(X)A4) = tr(X)tr(4)
Donc X + tr(X)A = B = tr(X) + tr(X)tr(4) = tr(B) = tr(X)(1 + tr(4)) = tr(B)
Comme tr(4) # —1

tr(B)
tr(X) = ———
&) 1+tr(4)
soit X = (Xi,j)ie[[l,n]], A= (ai,j)iE[[l,n]] etB = (bi,j)ie[[l,n]]
jelin] jel1,n] jel1,n]
n
X +tr(X)A =B & (x;)iean + (Z xk,k) (ai)iernm = (bij)ieny © Vi,j
C - tr(B) -
€ [[1,n]].xij + ;xk,k a;j=Db;; & VijE [[1,n]],xl-j + mai’j =b;; © Vi,j
tr(B)

€ [[1,n]],xl-j = +bi,j

T1tu@)
Il'y a une unique solution

4.
AB — BA = I, > tr(AB — BA) = tr(I,) > tr(AB) —tr(BA) =n=>tr(AB) —tr(AB) =n=0=n
Ce qui n’est pas possible.
Exercice 22.

Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes.

Soit ¢ ’endomorphisme de M, (R) définie pour toute matrice A de M, (R) par
dA)=A-"t4

1. Rappeler la dimension de M, (R).
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2. Déterminer le noyau de ¢, c’est-a-dire les matrices telles que ¢p(A) = O la matrice nulle de M, (R),
quel est sa dimension ?

3. Déterminer I’image de ¢, ¢’est-a-dire I’ensemble des matrices de la forme ¢(A4) avec A € M, (R). En
déduire que pour toute matrice A € M, (R) il existe 2 € R et une matrice J, a déterminer tel que

¢4 = A].

Correction exercice 22.

1. dim(M,(R))=2%x2=4
a ¢

2. SoitA=(b d)eker(¢)
¢(A)=0=>A—tA=O=>(Z ;)—(‘C‘ Z):(g 8)(:>b=c
4= @)=e(p +r( o)+ 1)
La famille de matrices

((é 8)((1) (1))(8 2)) engendre ker(¢) et

o(§ 9rsC D@ 9= Dol D= Dowmperer

Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de ker(¢) et dim(ker(¢)) = 3

3 SoitAz(Z 2)

Donc

o=, 2= D=2 G)=0-a@ )

Par conséquent I’image de ¢ est la droite engendrée par la matrice J = (2 _01)

Im(¢) étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle a J.

Exercice 23.

On notera E I’ensemble des matrices réelles dans M5 (IK) qui ont la propriété suivante : les trois sommes
de ses trois lignes de A, les trois sommes des trois colonnes de A et les deux sommes des deux
diagonales de A sont toutes les huit égales.

Montrer que E est un sous-espaces vectoriel de M; (KK).

Constater que si A € E alors ‘A € E.

Déterminer les matrices symétriques qui sont aussi dans E.

Déterminer les matrices antisymétriques qui sont aussi dans E.

En utilisant les questions précédentes et la formule A = %(A + tA) + %(A — tA), déterminer la
dimension de E.

a o

Correction exercice 23.

Ly (Mataztaz=10 | (agst+aptaz=10 | (aq+a,;+a3=1
L, I 1 +az, tazs=10 [, I a1 +az, +a3=1 |, I A1+ az, + a3 =1
Lz3<ayjz3tazstazs=lo Llz{ajzstastazs=1le L3{aj3+a3+azz=1
Ly lay,4+az,+asz3=1 Lylags+a,+az3=1 Lilags+a,+azs=1
Ls a1zt az,+a;3=1 Ls 2a13ta, =1 Ls az, =1—2a;3
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Ly @ataztaz=I L (Mataptagz=10 | ragi+a,+a;z;=I1

L, I a1, +l—-2a13+a,3=1 |, I Q2 —2a43+a3=0 |, I A2 —2a13+a;3=0
S Ly ajz3tazstass =1 e L3 ayz3taztazz=1 &Lz azz=1—a;3—az3

Ly Lylay; —2a13+a33=0 Ly| ay; =2a;3—asz;3

Lal‘l + l - 2a1,3 + a3’3 = l
L5 a2,2 = l - 2a1’3
L1 ( 2a1’3 - a3’3 + al,z + a1’3 = l
L,|  @2-2a13+a,3=0
S Ly {
Ly | a;1 = 2a13 — (l — 13— a2,3)

Ls Ls \

Ly (@33 =313+ a;; —1

a2 =1—2ay3 Az, =1—2a;3
L, (3a13—azz+a;; =1
L, I a1z —2a13+0a3=0 [, I A2 = 2013 — Az3
S Lz azz3=l—ay3— a3 © Lj
Ly|ay; =3a;3+az3—1

azz = l— 13— Qa3 az3 = [ — a3 —0az3

Lylaj, =3a;3+az3—1

Ls Az, =1—2ay3 5 az, =1—2a,3 Ls k az, =1—2a,3
Ly (@33 =313+ 2013—a3—1 [ (G33=5a13—0a3—1
L, I Q12 = 2013 — A3 L, I 12 = 2013 — Q3
o L3 4 azz=l—a;3— a3 © L3 azz=1l—a;3—ay3
Ly l a1 =3a;3+az3;—1 Ly Lam =3a,3+ a3 —1
Ls Ay, =1—2a4 Ls Ay =1—2a;4
L, | az3 = 5033 — az3 — | Ly (3= Say3—az3 —1
L, | i, = 2013 — Ay3 L, A1, = 2013 — Az3
=>L3—L14O=l—a1’3—a2,3—(5a1,3—a2,3—l) oLl;—L 0=20—6a,3
Ly | a;1 =3a13+ a3 — 1 Ly lays=3a;3+az;—1
Ls k az, =1—2a;3 Ls az, =1—2a;3
(
azz =5l—az3
L (%33 = 5ai13 —az3—1 Ly 21 Ly (33 = 2013 — A3
L, a2 = 2013 — Ay3 Ly lay, == —azs L, I 1, = 2013 —dy3
o L;— Ly [l =3a,3 o L4 _ o Ly l=3a;3
Ly la,s=3a3+ta;—1 La P=3ms Ly a11=a'23
' ’ ’ 1,1 = Az3 ' '
L Az, =1—2a;3 L ' l’ Ls z2 = 0413
L az2 = 3
Donc
az;s 2a13 —az3 ay3 1 -1 0 0 2 1
A= 2a1,3 — a3 a3 az;s =a3;|—-1 O 1 |+a;3(2 1 O
a3 azs 2013 — Q3 0 1 -1 1 0 2
Remarque :

C’est deux matrices étant indépendantes, elles forment une famille libre et génératrices de 1’espace des
matrices symétriques de E, elles forment une base de ce sous-espace vectoriel de E. Et alors dim(E) = 2.
1.

Une matrice A est antisymétrique si

(41,1 = —Ad11
a1 =—a
2,1 1,2 (a;;=0
azq1 = —dq,3 '
- _ dz1 = —A1,2
a1 d12 13 a1 Azq QAza A2 = —04z1 Oar = —q
— 31 = —Q13
A=-tAe |01 G2 G3z|=—(02 G2 AG2|o{0= "0 &4 =0
azq Qzp 0433 a3 Qz3 0Azg a3z = —Az3 a 2.2 —a
a1’3 — _a3'1 k 3,2 — 2,3
_ asz =—a
az,3 = —a32 S R
\d33 = —d33

Si de plus A est dans E alors ses coefficients vérifie (x), en combinant ces deux systémes, on trouve
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L, (A1qtap+az =1 Ly ( Q1,2 +a,3=1

Ly |21t et az=1 | l-a,+a3=1 [, (@2%33=0 | ra,+a;3=0
Ly |@31+a3p+az3 =1 [;]|-ai3—a,;3=1 L,|~@12%03=0 [,|-a;,+a,;=0
L4< a1t az; +az; =1 - L4,< —aip— a3 =1 Ly |—ay3—a;3=0 L3< 0=
Ls |ay;+az,+az, =1 Ls Qo — g3 =1 Ly)l—a;,—a;3=0 "L, 0=
Lo ja;3+az3+azz=1 Le A3+ a5 =1 Ls | a1, —a,3=0 Ls 0=0
Ly ay1+az, +azs =1 L ' 0= ’l Le \ a;3+a3=0 Le \aj3+a3=0
Lg \d31+ay, +a;3 =1 Lg \ 0=1
Az t+a;3=0 a3 = —Q1,2 a;3 = —0a;,
{4 taz=0s { 3 =012 o { Q3 =04,
a;3+a3=0 a3 +az3; =0 0=0
Donc
0 Ai12 —0Q12 0 1 -1
A= —aq,2 0 a2 =a;; <_1 0 1 )
A1, —Qy12 0 1 -1 0

L’espace vectoriel des matrices symétriques de E est la droite vectorielle engendrée par cette matrice.
2. On constate que%(A + tA) +§(A —t4) = %A +%tA +§A —%tA =A
Puis que (4 + tA) = ‘A + A € S(R3), I’espace des matrices symétriques et que t{(4A —tA) = A — A =
—(A —tA) € A(R3), ’espace des matrices antisymétriques.
Cela montre que M'(R3) = S(R3?) + A(R3), comme A € S(R3) N A(R3?) = {0}, puisque 4 € S(R3) n
A(R?) entraine que ‘A = Aet ‘A = —A et que donc A = 0. On a donc
M(R?) = S(R?) @ A(R?)
D’aprés les questions précédentes

1 -1 0 0 2 1 0 1 -1
ENS(R3) =Vect||-1 o0 1 ),{2 1 0 et ENA(R3) =Vect||-1 0 1

0o 1 -1 1 0 2 1 -1 0

1 -1 0 0 2 1 0 1 -1
E=Vect||-1 0 1,2 1 0f,(—-1 O 1
0 1 -1 1 0 2 1 -1 0

Ces trois matrices sont indépendantes car S(R3) et A(R3) sont en somme directe. Alors dim(E) = 3
Remarque : Cet exercice résous le probleme des carrés « magiques »

Par conséquent
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