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Feuille 4
Applications linéaires et matrices

Exercice 1.
Soit f: R* - R3 I’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* et R3 est

1 2 1 3
A=l1 1 2 1
1 -2 5 -5

1. Déterminer une base du noyau de f.
2. Déterminer une base de I’'image de f. Quel est le rang de A ?

Correction exercice 1.

X1
X2
X3
X4

1 2 1 3 j:; O xl+2xZ+X3+3X4=O
xEker(f)@AX=0R4<:>(1 1 2 1) 2 =(O)<:){ X1 +x,+2x3+x, =0

1. soitx e R*etX = ses coordonnées dans la base canonique.

X
1 -2 5 —-11 xi 0 Xy — 2%, + 5x3 — 11x, = 0
Ll x1+2x2+X3+3x4:O x1+2x2+X3+3.X4:0
@Lz_Ll{ —x2+x3—2x4=0 @{ _x2+x3_2x420
L3_L1 —4-x2 +4x3_14x4:0 _2x2+2x3_7X4:0

@Lg—sz{ 2 +_J3€fc4 :2364 -0 e
x = (—3x3,x3,%3,0) = x3(—3,1,1,0)
On pose = (—3,1,1,0) ker(f) = Vect(a), c’est une base de ker(f).
2. D’apres le théoréme du rang

X1 +2x, +x3+3x, =0 {xl = —3x3

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*)

Donc
dim(Im(f)) =3
Comme
Im(f) c R3
Ona
Im(f) = R®
Et
rg(A) =3
Exercice 2.
Déterminer le rang de la matrice
1 1 2 1 1
21 1 1 1
=11 11 2 1
2 1 1 1 1
1



Correction exercice 2.

X1 X1
(5) o [r TR0 B
Xy +x, +x3+ x4+ x5 =
X—|§i|€ker(z4)=> 111 2 1 |§i|_ 0] T Yoy + 2+ 23+ 25 + x5 =0
\xS/ 2 1 1 1 1 \XS/ 0 21+ X3 + X3+ x4 +x5=0
Li(xq1+x; +2x3+x4+x5=0 Ly X1+ Xy +2x3+x4 +x5=0
@L2{2x1+x2+x3+x4+x5=0(:>L2—2L1{ —Xy; —3X3— X4 — x5 =0
Ly\xy + x5 +x3+2x4, +x5=0 Ly — L4 —x3+x,=0
X1+ Xy +2x3+x4 +x5=0 X1 = —Xy — 2X3 — X4 — Xg
S =X —3x3—x3—x5 =0 (:){ Xy, = —3X3 — X4 — X5
X3 = Xy X3 = Xy
X1 = —Xy — 2X4 — X4 — Xsg X1 = —(—4x, — X5) — 2Xx4 — X4 — Xs
S Xy =—3x4— X4 — X5 @{ X, = —4x, — Xsg
X3 = Xg X3 = Xg
X1 = Xy
Xy = —4x, — X5
X3 = X4

Donc

(xll xZP x3t x4! xS) = (.X4_, _4x4 - x5; x41 x4l xS) = x4—(1' _4)1)1)0) + xS (O; _1F0IO)1)
Les vecteurs (1,—4,1,1,0) et (0,—1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc

ker(A) est de dimension 2.
D’apres le théoréeme du rang

dim(ker(A4)) + dim(lm(A)) =5
Ce qui montre que rang (4) = dim(Im(4)) = 3.

Exercice 3.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u I’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
A=|-1 -3 —3)
0 2 3

Soienta = e; —e, + e3, b = 2e; — e, + e; et c = 2e; — 2e, + ey trois vecteurs de R3
1. Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.
2. Déterminer la matrice de passage P de 8 a '. Calculer P71,
3. Déterminer la matrice R de u dans la base .
4

a) Calculer P~1AP en fonction de R
b) Calculer R*
c) En déduire les valeurs de A*™.

Correction exercice 3.
1. Pourtous a, B,y réels

Ly(a+28+2y=0
aa+ Bb +yc=0g: = a(1,—1,1) + (2,—1,1) +y(2,-1,2) = (0,0,0) = L |—a — B —2y =0

Ly

Ll ﬁ=0 a=0
L3+L2 —y:O V=0

a+p+y=0



(a, b, ) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base.
Autre méthode

1 2 2 1 2 2 1 ?
det(a,b,c)=|-1 -1 —2|= -1 -1 —2|=-|., 4|=-C1+2=-120
1 1 1l G=CGlg o -1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3.
2.
1 2 2
P=<—1 -1 —2)
1 1 1
1 2 2\/x1 V1 Ly (%14 2%+ 2x3 = ¥4
PX=Ye& (—1 -1 —2) <x2> = <YZ) o L, {_x1 — X, —2X3 =Y,
1 1 1 X3 V3 L\ x1 +x, + X3 =y3
L, X1+ 2xy + 2x3 =y, X1 = —2Xx, —2x3+y;
@L2+L1{ X2 =3’1+Yz@{ X =y1t+ Y
Ly + L, —X3 =Y, tY3 X3 ==Yy — Y3
X1 = —2y1 =2y, + 2y, + 2ys + yq X1 ==Y + 2y;
@{ X2 =Y1 1t Y2 @{x2=y1+y2
X3 = —Y2—Y3 X3 = —V2—Y3
Donc

-1 0 2
P1l=1|1 1 0
0 -1 -1

3. Les coordonnées de u(a) dans la base p sont
1 4 4 1 1
3 36)-6)
0 2 3 1 1
Donc u(a) = a
Les coordonnées de u(b) dans la base 8 sont
1 4 4 2 2
3 6)-G
0 2 3 1 1
Donc u(b) = ¢
Les coordonnées de u(c) dans la base g sont

1 4 4 2 -2
(3 2)0)-C)
0 2 3 1 -1
Donc u(c) = —b
Par conséquent

a)

-1 0 2 1 4 4 1 2 2
PlAP = 1 1 0 -1 -3 -3])|-1 -1 -2
0 -1 -1 0 2 3 1 1 1

1 0 O
={0 0 —-1)=R
01 0

-1 0 2 1 2 =2
1 1 0 -1 -2 1
0 -1 -1 1 1 -1

b)



1 0 O 1 0 O 1 0 0
R? = (0 0 —1) (O 0 —1) = (0 -1 0 )
0 1 0 01 0 0 0 -1
1
0

1 0 0 0 0 1 0 0
R*=R?R*=(0 -1 0 -1 0 |]=({0 1 0)=1
0 0 —-1/\0 0 -1 0 0 1

C) R= P71AP & A = PRP™!
A* = PRP™'PRP'PRP'PRP™ ' = PR*P-1 =pPIP 1 =]
Donc
A4n — (A4)n — ITL =]

Exercice 4.

Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.

Soit u une application linéaire de R3 dans R3 définie par :

u(e;) = —3eq + 2e, — 4es

u(e,) =e; —e, + 2e5

u(es) = 4e; — 2e, + 5e;

1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique.

2. Montrer que E = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3. Montrer que la dimension de
E est 1 et donner un vecteur non nul a de E.

3. Montrer que F = {(x1, x5, x3) € R3,—2x; + 2x, + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
Donner une base (b, c) de F.

4. Montrer que B’ = (a, b,u(b)) est une base de R®.

5. Montrerque E @ F = R3.

6. Déterminer la matrice R de u dans la base '.

Correction exercice 4.

-3 1 4
1. A= Matg(u) = < 2 -1 —2)
-4 2 5
2. u(Ogs) = Oz donc Ogs € E
Soient x € E et y € E et A et u deux reels, u(Ax + uy) = Au(x) + pu(y) = Ax + py, donc Ax + uy €
E, E est un sous-espace vectoriel de R3.
-3 1 4\ /% X1 —3x1 +x; +4x3 =x;
x = (x1,x3,x3) EE & ( 2 -1 —2) <x2> = <x2> =4 { 2X1 — Xg — 2X3 = X,
-4 2 5/ \X3 X3 —4x1 + 2x, + 5x3 = x3
—4x; +x, +4x3 =0 Li(—4x1 +x; +4x3 =0
(:»{ 2x1 — 2x, —2x3 =0 (:)LZ{ X1 —%x—x3=0
—4x; +2x, +4x3 =0 L3 \=2x; +x, +2x3=0

L1 —4x1 + xz +4x3 == O X = x
@4’L2+L1{ —3x2=0 c}{x:,l :03
2L3_L1 x2:0 2

Une base de E est le vecteur a = (1,0,1) et bien sur dim(E) = 1.
3. Il est clair que le vecteur nul est dans F.
Soient x € F ety € F et A et u deux réels
Ax + py = (Axg + uy1, Axy + uy,, Axz + uys),
—2(Axy + py1) + 2(Ax; + pyz) + 3(Axs + pys) = A(=2x1 + 2x, + 3x3) + p(=2y; + 2y, + 3y3)
=0
Donc Ax + uy € F. F est un sous-espace vectoriel de R3.
4



3 X3
x=(x1,x,%3) EF & x = (xz + §x3,x2,x3) =x,(1,1,0) + 7(3,0,2)

Onpose b = (1,1,0) etc = (3,0,2)
(b, c) est une famille génératrice de F formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est

donc libre.
-3 1 4 1 -2
-4 2 5 0 -2
a+f—-2y=0

Une base de F est (b, ¢).

4. u(b) a pour coordonnées dans 3 :
aa + Bb + yu(b) = Ogs = «(1,0,1) + (1,1,0) + y(—-2,1,-2) = (0,0,0) = { B+y=0
a—2y=0

B=-v B=-vy B=0

a =2y a=2y y=20
(a, b, c) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base.
Autre méthode

a+pf—-2y=0 2y—y—-2y=0 a=0

11 -2
det(a, b,u(b)) = Tl =2 ol
et(a, b, u(b) (1) é _12 |0 _2|+|1 1| 2+43=1%#0

Donc (a, b, u(b)) est une base de R3.

5. dim(E) + dim(F) = 1+ 2 = 3 = dim(R?)
(101)¢Fcar—2x1+2%x0+3x1=1#0doncENF = {Os}
DoncE @ F = R3.

6. u(u(b)) a pour coordonnées dans f3.

-3 1 4\ /-2 -1
(2 2 2)0)-()
—4 2 5/\=2 0

u(a) u(b) u(u(b))

a

matﬁr(u) = (1 0 0 b
0 0 -1

0o 1 o/ )

Donc u(u(b)) = —b

Exercice 5.
Soit u I’endomorphisme de R3 défini pour tout x = (x, x5, x3) par
u(x) = (—10x; + 3x, + 15x3, —2x; + 3x3, —6x1 + 2x, + 9x3)

1. Déterminer la matrice A de u dans la base canonique de R3,

2. Déterminer la dimension du noyau et de I’image de u. On donnera un vecteur directeur a de ker(w).

3. A-t-onker(u) @ Im(u) = R3?

4. Déterminer un vecteur b tel que a = u(b).

5. Montrer que E_; = {x € R3,u(x) = —x} est un sous-espace vectoriel de R3, déterminer un vecteur
directeur de E_; que I’on notera c.

6. Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.

7. Déterminer la matrice A’ de u dans la base g’ et donner la relation reliant A et A'.

Correction exercice 5.
1.



-10 3 15
A= -2 0 3
-6 2 9

2.
—10x1 + 3X2 + 15x3 = 0
x = (xq,%3,%3) € ker(u) © u(x) = Oz & { —2x1+3x3=0
—6x1 +2x, +9x3 =0
_10x1 + 3x2 + 15x3 = 0 _ _ 3
L3_3L2 2x2=0 2= x2=

3 X3
x = (Exg, 0, x3) = 7(3,0,2)

On pose a = (3,0,2) et alors ker(u) = Vect(a) et dim(ker(u)) =1
D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(u)) + dim(]m(u)) =dim(R?®) & dim(]m(u)) =2

3. Le probléme est de savoir si ker(u) N im(u) = {Ogs} car dim(ker()) + dim(Im(w)) = dim(R?)

Premiére méthode :

On cherche une base de Im(u) (ce qui revient a choisir deux des trois vecteurs parmi u(e;), u(e,) et
u(es3) car ces vecteurs sont deux a deux non proportionnels et que la dimension de I’image de u est 2,
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de R3, ¢’est long, on passe)
Deuxiéme meéthode
D’aprés la matrice, il est clair que a = u(e,), comme ker(u) = Vect(a) on a ker(u) c im(u) et donc
ker(u) N Im(u) # {Og3}, ce qui montre que I’on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3.

4,
Premiére méthode
3 X1
On pose X, = (O) et X, = <X2> les coordonnées de a et de b dans la base canonique et on résout le
2 X3
systeme
-10 3 15\ /*1 3
u(b) = a  AX, =Xa<:><—z 0 3><x2>=<0>
-6 2 9 X3 2
C’est long

Deuxiéme methode
On remarque que u(e,) = a donc un vecteur b qui vérifie u(b) = a est par exemple b = e,
Remarque :
Ce n’est pas le seul mais 1’énoncé demande « un vecteur b tel que u(b) = a »
5. u(Og3) = Ogs = —0gs donc Ogs € E_;
Soitx, € E_; etx, € E_;,onau(x;) = —x; etu(x,) = —x5, alors pour tout 1,,4, € Rona
u(Ayx1 + Azx5) = ulxy) + ulxz) = 4 (=x1) + A2(—=x2) = —(A1x1 + A2x3)
Donc
Ax1 +Ax, EE_4
Et E_, est un sous-espace vectoriel de R3
Autre méthode :
E_, = ker(u + id) donc E_ est un sous-espace vectoriel de R3.
X1
On pose X, = <X2> les coordonnées de ¢ dans la base canonique
X3



10 3 15 —10x; + 3x, + 15x3 = —x;
u(c)z—c@AXcz—XC@< 3)( ) < )(:){ —2x; + 3x3 = —Xx,

9 —6x1 + 2x5 + 9x3 = —Xx3

—9x; + 3x, + 15x3 =0 3x1 +x, +5x3=0
@{ —2x1+x, +3x3=0 (:){ 2x1+x2+3x3—0<:>{

—6x1 +2x, +10x3 = 0 3x1 +x, +5x3=0
- Ly {—3x1+x2+5x3— { 6x3 + x5 +5x3 =0 {x2=X3
L, — L4 X, —2x3 =0 X1 = 2X3 X1 = 2x3

x = (2x3,x3,x3) = x3(2,1,1)
Onprendc = (2,1,1) etona E_; = Vect(c)

3x1 +x2+5x3:0
2x1 +x2+3X3:0

6.
Li(Ba+2y =0
aa+ Bb + yc = 0gs © «(3,0,2) + 3(0,1,0) + y(2,1,1) = (0,0,0) & Lz{ B+y=0
L3\ 2a+y =0
2
e
ol p=y o {ﬁ =
la=—3r 7~
a=-cy
(a, b, ¢) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base de R3.
7.
u(a) = Ogs,u(b) = a,u(c) = —
Donc
0 1 O
A = <0 0 O )
0O 0 -1
A"=PAP
Oou
3 0 2
po (0 1 1)
2 0 1
Exercice 6.

Soit B = (ey, e,, e3, e4) la base canonique de R*.

Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice par rapport a la base g est : A = 8 (3) _03 _36
0o 0 0 O

Soit B’ = (a, b, ¢, d) une famille de R* définie par :

a=e —e;,b=e —e,—e3,c=2e —2e, +ez3+e,etd =—e; + 2e,

1. Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.

2. Calculer f(a), f(b), f(c) et f(d) et les exprimer dans la base 8’ = (a, b, ¢, d).
3. Déterminer la matrice de f dans la base g’

Correction exercice 6.
1. Pourtous a, B,y etd réels



aa + Bb +yc + 8d = Og+ = a(1,-1,0,0) + p(1,-1,1,0) + y(2,-2,1,1) + 6(—1,2,0,0) = (0,0,0,0)

a+p+2y—6=0 a—6=0 a=20

N —a—,B—Zy+25=O:> —a+26=0:> 6=0
B+y=0 B=0 g=0

y=0 y=0 y=0

En faisant la somme des deux premiéres lignes. Donc (a, b, ¢, d) est une famille libre de 4 vecteurs dans
un espace de dimension 4, c’est une base.

Autre méthode
1 1 2 -1

-1 -1 -2 2 11
det(a,b,c,d) = 0o -1 1 ol=" —1 —1 2| en développant par rapport a la derniére
0 0 1 0 0 -1 0
ligne. Puis det(a, b,c,d) = — |_11 _21| = —1, de nouveau en développant par rapport a la derniere
ligne. Ce déterminant est non nul donc (a, b, c, d) est une base de R*.
2.
-6 -3 0 6 1 -3
, | 6 3 0 —-6|\[-1)_1 3
Les coordonnées de f(a) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 o 1=\ o
0 0 0 0 0 0
f(a) = —3e; +3e, = —3(e; —e;) = —3a
-6 -3 0 6 1 -3
, | 6 3 0 -6 11 _|[ 3
Les coordonnées de f(b) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 1171 3
0 0 0 0 0 0
f(b) - _391 + 362 + 393 = _3(81 - ez - 93) = _3b
-6 -3 O 6 2 0
, | 6 3 0 -6 -21_10
Les coordonnées de f(c) dans la base 5 sont : 0 0 -3 3 1 1510
0 0 0 0 1 0
-6 -3 O 6 -1 0
. 16 3 0o —-6\[2)_]0
Les coordonnées de f(d) dans la base § sont : 0 0 -3 3 o =10
0 0 0 0 0 0
-3 0 0 0
[0 -3 0 0
3. Matﬂ,(f) =1 o 0 0 0
0 0O 0 O
Exercice 7.

Soit R,[X] = {a, + a; X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndomes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X] ? On considére 1’application
[ Ry[X] — Ry[X]
P— X+ 1P
1. Montrer que f est lineaire.
2. Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

0 1 0
0 1 2
0 0 2

8



Montrer que B’ = (1,X + 1, (X + 1)2) est une base de R,[X].
Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.
Calculer A2, A3 et B¥ pour tout k € N.

Déterminer le rang de f.

Trouver une base de I’image de f.

Trouver une base de noyau de f.

© No g hs~w

Correction exercice 7.
1. Si€ Ry[X],d°(X +1)P' <1+ 2—1=2donc f est bien une application de R,[X] dans R,[X].

FP 4 2,P) = (X + D) (4P + 4,P,) = (X + D(AP; + A,P,) = 1,(X + 1Py + 1,(X + 1)P,
= Alf(P1) + Azf(Pz)

donc f est linéaire, c’est méme un endomorphisme de R, [X].

2.
f(1)=(X+1)><0=0=0><1+O><X+0><X2
fX)=X+1)x1=0=1%x1+1xX+0xX?
fXH=X+1Dx2X=0=0Xx1+2xX+2xX?
f) fXx) f&x?
Donc A = <O 1 0) X
0 1 2] 2
0 o 2/ %
y=0
3 a+BfX+D+yX+1)2=00yX2+B+2)X+a+p+y=03 B+2y=0 &
a+p+y=0
a=20
b
y=0
Donc B’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dim(R,[X]) = 3, ¢’est
une base de R, [X].
4,
f=X+1D)x0=0=0x1+0xX+1)+0x(X+1)?
f(X+1)=(X+1)><1=0:O><1+1><(X+1)+0><(X+1)2
fF(X+DH=X+1D)x2X+1)=0=0%x1+0x X +1)+2x(X+1)?
Donc
fO fE+D fE+DD
B = <0 0 0) X+1
0 1 0 5
0 0 2 X+1
5.
0 1 0N/0 1 O 0 1 2
A2=<O 1 2)(0 1 2>=<0 1 6>
0 0 2/\0 0 2 0 0 4
0 1 0N/0 1 2 0 1 6
A3:AA2=<O 1 2)(0 1 6)=<0 1 14)
0 0 2/\0 0 4 0 0 8
Sik>0
0 0 O
Bk—<0 1 0)
0 0 2k
EtB° =1



6. La premiere colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou égal a 2, les deux

suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A est au moins 2.
rg(4) =rg(f) =2

7. Im(f) estengendré par f(X) = 1+ X et f(X?) = 2X + 2X?, cette famille constitue une base de
Im(f).

8. D’apres le théoréme du rang, la dimension du noyau de f est 1, car

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dimR,[X] = 3
Or f(1) = 0, donc le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire le
polynéme constant égale a 1).
Exercice 8.

Soit u: R,[X] - R[X], I’application définie pour tout polynéme de R, [X] par :

u(P) = 2P — (X — DP’

Soit B = (1, X,X?) la base canonique de R, [X].

No gk~

Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer la matrice A de u dans 8.

Déterminer le noyau de u. On notera P, un vecteur directeur du noyau.
Donner une base de I’image de u.

Déterminer un polynéme P; tel que u(P;) = P;

Montrer que B’ = (1, P;, P,) est une base de R, [X].

Déterminer la matrice D de u dans la base S3'.

Correction exercice 8.

1.

Sid°P < 2alorsd°P’' < 1letd°(X—1)P' <2doncd°u(P) <2
D’autre part
u(AP +pQ) = 2(AP + pQ) — (X — D(AP + pQ) = 2(AP + uQ) — (X — D)(AP" + uQ")
=A2P — (X — DP) +u(2Q - X - 1DQ") = u(P) + uu(Q)
Cela montre que u est un endomorphisme de R,[X].

u(l)=2x1-(X—-1)x0=2;

uX)=2X-X-1)x1=X+1;
w(X?) =2X%2 — (X — 1) x 2X = 2X

2 1 0
A=10 1 2
0O 0 O
SoitP =aX?+bX +c

u(P) = au(X?) + bu(X) + cu(l) =2aX +b(1+X) +2c = 2a+b)X + b + 2¢

Par conséquent

Donc
b
a — —
_ 2a+b=0 2
uP) =0 (%77 o b
“=732
Et
b b b b
_ _Zy2 2 _Z(y2_ — 2 (Y — 1)2
P==-X?+bX—> S (X2 —2X +1) S X -1

Le noyau de u est la droite vectorielle engendrée par le polynéme P, = (X — 1)?

10



|

a=20
=0
y=0

4. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R,[X])
Donc
dim(lm(u)) = dim(R,[X]) — dim(ker(u)) =3—-1=2
u(1) = 2 etu(X) = 1 + X sont deux polyndmes non proportionnels de 1’image de u, ils forment donc
une famille libre dans un espace de dimension 2, (2,1 + X) est une base de Im(u).
5. SoitP =aX?+bX+c
a=0
u(P)=P<:>(2a+b)X+b+2c=aX2+bX+c<:>{2a+b=b<:>{2a=0
b+2c=c c=-b
P=bX-b=b(X-1)
Pp=X-1
6.
a—Ff+y=0
a+ﬁ(X—1)+y(X—1)2=O=>a—ﬁ+)/+(,8—2y)X+yX2=0=){ B—-2y=0 &
y=0
B' est un famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R, [X]
7. u(l) =2x1,u(Py) =P, etu(P,) =0, donc
u(®) u(P) u(P)
2 0 0o\ 1
D = (0 1 0) Py
0 0 0/ P
Exercice 9.

Soit f: R,[X] —» R[X] définie par f(P) =P — (X — 2)P’

No abkwn e

Montrer que f est une application linéaire

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer le noyau et I’image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base (1, X, X2).

Montrer que B’ = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de R, [X].
Déterminer la matrice de passage P de 8 a 8'. Calculer P71,
Quelle est la matrice de f dans la base ’.

Correction exercice 9.

1.

Soient P;, P, € R,[X], soient 2,4, € R

fPy + A2P;) = (M Py + A,P;) — (X — 2)(A4Py + A,P,)" = APy + A,P, — (X — 2)(A1 Py + A, P;)
= APy — (X =2)P) + A,(P, — (X — 2)P;) = A, f(Py) + A,f (P2)

Donc f est linéaire.

2. f estun endomorphisme si I’image de R,[X] par f est R,[X], autrement dit il faut que 1’image d’un
polynéme de degré inférieur ou égal a 2 soit un polyndme de degré inferieur ou égal a 2.
Premiere méthode

flaX? +bX +c)=aX?+bX+c—(X—2)(2aX + b)

=aX?+bX +c— (2aX? + bX — 4aX — 2b) = —aX?*+4aX +c—2b

C’est bon, f est un endomorphisme de R,[X] (parce qu’il est clair que f est linéaire d’apres la premicre

question).

Deuxieme méthode

d°P<2>=>d°P' <1
Donc
11



d°(X—2)P'<1+1=2
Par conséquent
d°f(P) <2
Troisiéme méthode
Comme f(aX? + bX +¢) = af (X?) + bf (X) + cf (1), il suffit de vérifier que d°f (X?) < 2,
d°f(X) <2etqued°f(1) < 2, cequiest le cas car
f(X?H) =X%2—(X—2)x2X =—X%+4X;
f=X-X-2)x1=2;
fM=1-X-2)x0=1

3.
—-a=0 ~0
Peker(f)o f(P)=0 —aX?+4aX+c—-2b=01 4a=0 @{a—
c—2p=0 =2

P=bX+2b=b(X+2)
Les polynémes de ker(f) sont proportionnels aux polyndmes X + 2, il s’agit d’une droite vectorielle
dont une base est le polynéme X + 2.
D’apres le théoreme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R,[X]) & 1 + dim(Im(f)) = 3 & dim(Im(f)) = 2
f(X?) = —X2+4X; f(X) =2
Ces deux polyndmes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(f) qui est de
dimension 2, c’est une base de Im(f).
Remarque :
f(1) = 1 est proportionnel au vecteur (polynéme) f(X) = 2.

4,
fX?) =4X = X% fX)=2;f(1) =1
Par conséquent
fa X fx?
1 2 0\ 1
A= Mat(l’X’XZ)(f) = <0 0 4) X
XZ
0 0 -1
5.
axX1+fX—-2)+yX -2 =00 a+pX—-20+yX?—4yX+4y =0
y=20 y=0
(:)yX2+(,B—4y)X+a—2ﬁ+4y=0=){ pf—4y =0 :}{ﬁzo
a—2+4y =0 a=0
B' est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base.
6.

12



1 -2 4 X1 V1 X1 — 2xy +4x3 =y X1 = 2x; —4x3 + Y1
PX=Yoe|0 1 —-4]||lx]=(»]|e X —4x3=y, & X, =4x3+y,

0 0 1 X3 V3 X3 =Y3 X3 = Y3
x1 =20y, +4y3) —4y; + 1 Xp =y1+2y; +4y; X1
‘:’{ Xo =y, +4y3 @{ X =Y, +4ys3 (:)(ch)
X3 =Y3 X3 =1Y3 X3

1 2 4\ /M
0 0 1/ \y3
1 2 4
P—1=<0 1 4)
0 0 1
Remarque :

On rappelle que P! est la matrice de passage de B’ a B, cela signifie que
1=1
X=2x1+1xX-2)
X?=4x14+4xX—-2)+1x(X-2)?

f(=1
FX-2)=X-2-X-2)x1=0
fAX-2))=X-2)-X-2)x2(X-2)=—-(X-2)*

Donc
F) FX=2) fK-2
_ _ N 0 0
D = Matg (f) = 0 0 0 X-2
0 o -1 =27

Deuxiéme méthode
On calcule

1 2 4\/1 2 O 1 -2 4 1 2 4\/1 0 —4
D=P'AP=|0 1 4|0 0 4 0 1 —-4)]=(0 1 4]){0 0 4
0 0 1/\0 0 —-1/\0 O 1 0 0 1/\0 0 -1

1 0 O
=10 0 O
0 0 -1

On trouve bien sir le méme résultat (cela fait partie du cours).

Exercice 10.
Soit u : R,[X] —» R[X] une application définie pour tout P € R,[X] par
u(P)=P+ ({1 —-X)P' +2P"
Onappelle P, =1—X,P, =1etP; =1+ 2X — X2
On appelle B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] et B’ = (P, P,, P3)
Montrer que u est une application linéaire.
Montrer que u est un endomorphisme de R,[X].
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
Montrer que B’ est une base de R, [X].
Déterminer la matrice D de u dans la base g’.

o s wn e

Correction exercice 10.
1. SoientP,Q € R,[X], soient 4, u € R
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u(AP +puQ) = (AP + pQ) + (1 = X)(AP + uQ)' + 2(AP + uQ)"
=AP 4+ uQ + (1 = X)(AP' + uQ") + 2(AP" 4+ uQ")
=AP+ (1 —-X)P'+2P")+u(Q+ (1 —-X)Q'+2Q") = Au(P) + uu(Q)
Donc u est linéaire.

2. Sid°P <2alorsd°(1—X)P' < 2etd°P" < 0donc d°u(P) < 2. Alors u est un endomorphisme de
R, [X].
3. u)=1+1-X)x0+2x0=1;u(X)=X+(1-X)x1=1et
UXH) =X+ (1 =-X)X2X+2%X2=-X>+2X+4=4+2X—-X?
u(l)  ulX) uX?)
. <1 1 4))1(
0 0 2|4
0 o -1/%
4. Pour tous 14, 1, et A5 réels
Py +2,P 40P =02 41— X))+ A, x 1+ 23(1+2X —X2) =0
—13=0 A3 =0
= X2+ (A +22)X+ A+ 2, +23) =0 :{ -1, +22;=0 :{Al =0
M+A,+43=0 WU, =0
Donc (P, P,, P3) est une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base.
5.
uPP=u@-X)=u)—uX)=1-1=0
ulP) =u(l)=1=P",,
u(P) =u(1+2X—-X?*)=u(@)+2uX) —uX?*) =1+2—-(4+2X—-X?)=-1—-2X + X?
=—P,
u(Py) u(P,) u(P3)P
0 0 0\ 1!
D= P
<0 1 0) 2
0 o -1/Ps
Exercice 11.

Soit B = (ey, e,, e3, e4) la base canonique de R*
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base S est :

o wnE

2 -1 0 1
(1 o0 o0 1
A=l 0 1 o

-3 1 0 -2

Déterminer un vecteur a qui engendre le noyau de u.

Soit 1 € R. Montrer que E; = {x € R* u(x) = Ax} est un sous-espace vectoriel de R*.
Trouver un vecteur directeur b de E_,. Déterminer une base (c,d) de E;.

Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.

Déterminer la matrice de u dans la base §’.

Correction exercice 11.

1.
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2 -1 0 1\ /% 0
X
x = (xq,%2,%3,%,) Eker(u) @ u(x) =0pe © AX =0 & (1) 8 (1) (1) xi = 8
-3 1 0 -2 X4 0
( le_xZ+x4=O le_x2+x4:0 —2x4—x2+x4=0
x1+X4=0 x1=_X4 X1 = —Xy
) x3=0 < x3=0 (:){ x3=0
K_3x1+x2_2x41,=0 _3x1+xZ_2.X4_=0 BX4_+XZ_2.X4=O
X2 = =Xy
X1 = TXy
@< x3:O
\ X2 = —X4

x = (x1,%2,Xx3,%4) = (—X4,—%4,0,%4) = x,(=1,-1,0,1)
a = (—1,—1,0,1) engendre ker(w).
2. u(OR4) = Ogs = AOps, donc Ops € Ej
Soient x et y deux vecteurs de E;, onau(x) = Ax et f(y) = ly
Par conséquent
u(ax + By) = au(x) + pu(y) = atx + By = Alax + By)
Ce qui montre que ax + Sy € E;
E; est un sous-espace vectoriel de R*.

3.
2 -1 0 1 X1 X1
— _ _ 1 0o 0 1 X2\ _ [ *2
x = (x1,%,%3,%) EE,0ux) =—x o AX=-X & o 0 1 0 o |= -
_3 1 O _2 x4 x4
2X1 — Xp + X4 = —X4 3x; —x;+x, =0 3%y — %y + 24 = 0
x1+x4:_x2 x1+x2+x4=0
— And S1x+x+x,=0
X3 = —X3 2x3 =0 Je = 0
—3x1+ X3 — 2X4 = —Xy —=3x1+x,—x,=0 3~
3x;1 =%, +x,=0 3x; —x;+x, =0 Xy = X1
= LZ + L]_ 4X1 + ZX4 =0 & Xg4 = —2x1 = {x4 = —Zx1
X3=O x3=0 x3=0

x = (X1, %X2,%3,%4) = (x1,%1,0,—2x,) = x,(1,1,0, -2)
b = (1,1,0,—2) engendre E_;.

2 -1 0 1\ /t X1
X X
x=(x1,%,%3,%) EE;oux)=xeoAX=X& (1) 8 (1) (1) Xz = xz
-3 1 0 -2 X4 Xg
2X1 — Xy + X4 = X4 X1 — Xy +x4 =0
x1+x4=x2 o xl_x2+x4=0 Ll{ xl_xZ+x4=0
X3 = X3 0=0 LZ —3x1+x2—3x4=0
_3xl+x2_ZX4:x4 —3x1+x2—3x4=0
o L]_ {xl_x2+x4:O {xl :__x4.
L2+3L2 —2x2=0 xz—o

x = (%1, %, %X3,%4) = (—x4,0,x3,x4) = x3(0,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose ¢ = (0,0,1,0) etd = (—1,0,0,1), (¢, d) engendrent E;, de plus ils ne sont pas proportionnels,
donc ils forment une famille libre, ¢’est une base de Ej.
4. Premiére méthode
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-1

i
cow™o

S
det(a, b,c,d) = =[=1 1 0
0 0 1 0 . o 1
1 -2 0 1
En développant par rapport a la troisiéme colonne
Ly-1 1 -1 Li+Lzj0 -1 0 0 —1
det@,bed)=Lz[-1 1 0f= L |-1 1 of=|>, |=-1%0
L3111 -2 1 L 1 -2 1
En développant par rapport a la troisiéme colonne
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
Deuxieme méthode
—-a+f—-6=0 —-a+f—-6=0 -6=0 o
_ —-a+p=0 a=pf a=p a
aa+ pb+yc+6d =0 & y=0 o y=0 S y =0 S y
a—20+6=0 a—20+6=0 —-L+56=0 B

(a, b, c,d) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.

5. D’apres les questions précédentes on a
u(a) = Ogs; u(b) = —b;u(c) =c etu(d) =d

Donc
u(a) u) ulc) u(d)
0 0 0 0\ a
Matg(u) =0 -1 0 0|b
0 0 1 0c
0 0 0 1/d
Exercice 12.

Soit B = (ey, e,, €3, e4) la base canonique de R*.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

-1 2 =2 =2
_ (-2 3 -2 =2
A = Matg(u) = 2 2 1 —2
0 0 O 1
Onpose a; = e + 2e, + 3e3 — 2e4,a, = e, +e3,a3 =e; +3e, + 5e3 —3e,etc=—e; —e;, — €3

On pose F = Vect(aq, a,, as).

1. Montrer que B’ = (a4, a,, az, ¢) est une base de R* et donner la matrice P de passage de g a 8’

2. Déterminer la matrice D de u dans la base B’.

3. Montrer que pour tout x € F, u(x) € F en déduire que v: F — F définie par v(x) = u(x) est un
endomorphisme de F, déterminer la matrice de v dans la base 8, = (a4, a,, as).

4. Montrer que R* = F @ Vect(c).

5. Montrer que pour tout x € R* il existe un unique couple de vecteurs (f, g) € F x Vect(c) tels que :
x = f + g, calculer u(x).

Correction exercice 12.
1. Premiéere méthode
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€1 G G G €1 G

1 0 1 -1 1
det(a;,az,a3,¢c)=12 1 3 -=1|l=]2

3 1 5 -1 3

-2 0 -3 0 —2

Ly |2 1 3 1

=L~L|1 0 2|=-|],
Ly 1-2 0 -3

Deuxiéme méthode pour tous a, 8, y, 6 réels

C3

—C; Cy+C

0 0 Lyj2 1 3
-1 1 =L2 3 1 5
-2 2 L3l-2 0 -3
1 -2

-1

aa, + fa, +yas + 8c = Ogs = a(1,2,3,-2) + 5(0,1,1,0) + y(1,3,5,—-3) + 6(—1,—-1,—-1,0)

Ly a+y—6=0 Ly a+y—6=0
_ Ly )2a+B8+3y—6=0 L,—2L;) B+y+d5=0
= 0000 = s B 45y 520" Ly—3L,)B+2y +25=0
L, —2a—3y=0 Ly+ L, p—6=0
Lq a+y—6=0 L4 a+y—6=0 a=0
o L2 )B+y+d=0 L, )B+y+6=0_)B=0
Ly—=L,) y+6=0 L; y+6=0 y=0
Ly—L, y—-6=0 Ly— L3 -26=0 6=0

On aurait pu faire mieux dans le calcul, mais c’est « histoire faire » une méthode de Gauss jusqu’au
bout. Bref, a = 8 =y = 6 = 0, donc (a4, a,, as, ¢) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de

dimension 4, ¢’est une base.

1 0
2 1
P=l3 1
-2 0
-1
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont :g
0
Donc u(a;) = e; + 2e;, + 3e3 — 2e, = a4
-1
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont :;
0
Donc u(a,) = e, + e3 = a,
-1
Les coordonnées de u(as) dans la base 8 sont :;
0
Donc u(a;) = e; + 3e, + 5e; — 3e, = as
-1
Les coordonnées de u(c) dans la base 8 sont :;
0
Doncu(c) =e; +e, +e3=—c
1 0
(o 1
b= 0 0
0 0
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1 -1
3 -1
5 -1
-3 0
2 =2 =2\ /1 1
3 -2 =2 2 | [ 2
2 -1 =2 3/ | 3
0 0 1/ \-2 -2
2 =2 =2\ /0 0
3 -2 =2\[1)_[1
2 -1 =2J\1] |1
0 0 1/\0 0
2 -2 -2\ /1 1
3 -2 =2 31 [ 3
2 -1 =2 5] |5
0 0 1/ \-3 -3
-2 =2\ /-1 1
-2 =2\[-1)_[1
-1 =2J{-1]"1\1
0 1 0 0
0 0
0 0
1 0
0 -1



3. u(ay) =a, € F,u(ay) =a, € Fetu(az) = as € F, (a1,a,, as) est une base de F donc pour tout
x€F,u(x) €F.
Pour tout x € F, v(x) = u(x) € F, et v est linéaire donc v est un endomorphisme de F.
u(a;) wulay) u(az)

1
Mat(al,az'as)(v) = ((1) 2 8) a;
0 0 1/ %
4. (ay,a,,az3) estune base de F, (¢) est une base de Vect(c), et (ay, ay, as, ¢) est une base de R*, donc
R* = F @ Vect(c)
5. Par définition de la somme directe, pour tout x € R* il existe un unique f € F et un unique g €
Vect(c) telquex = f + g.
ux) =u(f+g)=ulf)+ul@=f—-g

Exercice 13.
Soit B = (e, e,, e3) la base canonique de R3. On considére 1’application linéaire f définie par
f(e1) = 2e, + 3es3; f(e;) = 2e; — 5e, — 8es; f(e3) = —ey + 4e, + 6eg

Onnote f2 = f o f.

1. Déterminer la matrice de f dans .

2. Montrer que E; = ker(f — idgs) et que N_; = ker(f? + idgs) sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3. Déterminer a, b deux vecteurs tels que E; = Vect(a) et N_; = Vect(b, f(b)). At-on E; D N_, =

R3 ?
. Montrer que B’ = (a, b, f(b)) est une base de R3.
5. Onappelle B’ = (a, b, £ (b)), quelle est la matrice de f dans 8’
6. Quelle est la matrice de f2 dans B’

Correction exercice 13.
1.
fler) f(ey) f(e3)

€1

/0 2 -1
A= (2 ~5 4) €2
3 -8 6/ €3

2. Soientx €Ey, (f —idgs)(x) =0z © f(x) —x =0z & f(x) =x
f(O]R3) = O]R3 = O]R3 € E;
Soient x, x" deux vecteurs de E; donc f(x) = x et f(x") = x’, soient A, A" deux réels
fAx+A'x") =2Af () + A f(x") = Ax + A'x’
Cela entraine que Ax + A’'x’ € E;, par conséquent E; est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient x € N_q, (f? +idgs)(x) = Opzs © f2(x) + x = Oz © f%(x) = —x
f(ORs) =Ogs = f2(0R3) = f(OIR3) =0g3s = —0p3z > O3z E N_4
Soient x, x’ deux vecteurs de N_; donc f2(x) = —x et f2(x’) = —x’, soient A, A’ deux réels
FPAx+ X)) = 2f2(x) + A f2(x") = A(—x) + ' (—x") = —(Ax + A'x")
Cela entraine que Ax + A'x’ € N_,, par conséquentN_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Remarque :
On peut aller plus vite en remarquant que f + idgs est une application linéaire et en invoquant le fait
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de R3. Et puis pareil pour 2 + idps.
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0 2 -—-1\/*% X1 2x; — X3 = X1
erl@f(x)zx@AX=X<:><2 -5 4 ><xz)= (Xz)@{2x1—5x2+4x3 = Xp
3 -8 6 X3 X3 3x1 — 8x, + 6x3 = x3
—Xx1+2x, —x3=0
S {2x1 —6x, +4x3 =0
3x; —8x, +5x3 =0
Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (a 1’étape d’avant ce n’était pas possible).
Li(—x1+2x, —x3=0 Li(—x1+2x;, —x3=0 Ly —X1+2x, —x3=0
xEEl@L2{2x1—6x2+4x3 =0(:>L2{x1—3x2+2x3 =0 o L,+L; { —x; +x3=0
L3\3x; —8x, +5x3 =0 L3\3x; —8x, +5x3=0 L3+3L;\ —2x,+2x3=0
{—xl +2x, —x3=0 {xl = X3
—X, +x3=0 X2 = X3
x = (x3,x3,%3) = x3(1,1,1)
E, est la droite vectoriel engendrée par le vecteur a = (1,1,1), E; = Vect(a).
XEE & f?(x)=—xo A’X=-X

0 2 -—-1\/0 2 -1 1 -2 2
A2=<2 -5 4)(2 -5 4>=<2 -3 2)
3 -8 6 3 -8 6 2 -2 1
1 =2 2\ /%1 X1 X1 — 2%y +2x3 = —x4 2x1 — 2x, +2x3=0
(2 -3 2) <x2> =— (xz) S {2x1 — 3%y +2x3 = —x;, & {le —2xy +2x3 =0
2 =2 1/ \X3 X3 2X1 — 2Xp + X3 = —Xx3 2x1 — 2x, +2x3=0
S X=X +tx3=0 x; =x3 — X3
x = (xy — Xx3,%2,x3) = x,(1,1,0) + x3(—1,0,1)
On cherche un vecteur de N_;, prenons x, = letxs =0:b = (1,1,0) = e; + e,
f(b) =f(e; +ey) =f(ey) + f(ey) = 2e;, + 3e3 + 2e; — 5e, — 8e; = 2e; — 3e, — Seg
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans N_;, x; — x5, + x3 = 2— 3 + (—=5) = 0, ¢’est bon, f(b) €
N_, ensuite il faut montrer que (b, £(b)) est une base de N_;. dim(N_,) < 3 or (b, f(b)) est une
famille libre (car b et £ (b) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale a
2, cela entraine a la fois que dim(N_;) = 2, qu’alors dim(N_;) = 2 et que (b,f(b)) est une base de cet
espace.
Il'y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrer que (a, b,f(b)) est une base de R3, on
passe, c’est trop facile. Deuxiéme méthode, soit x € E; N N_4,
XEE Lo f(x)=x= f(f(x)) =f(x) =xetx € N_; & f2(x) = —x, cela entraine que
—x = x © x = Ogs, autrement dit E; N N_; = {Ops}
Comme dim(E;) + dim(N_;) = 1+ 2 = 3 = dim(R?), on en déduit que E; @ N_; = R3.
Remarque :
Sans rien faire de plus on peut en déduire que S’ est une base.
4. 1l faut d’abord calculer f(a), f(b) et f(f(b)) dans la base (a, b,f(b))
f(a) =acara€E;.
f(b) = f(b) ca c’estsir et f(f (b)) = f?(b) = —b
On en déduit la matrice de f dans la base (a, b, f(b))
fl@ fb) f2(b)

(1 0 0) Z
o 0 -1
o 1 o f®

5. 1l faut calculer £2(a), f2(b) et f2(f(b)) dans la base (a, b, f(b))
f2(@=f(f@)=f(a)=a
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f2(b) = —b
FAF®) = f3®) = f(F2(B)) = f(~b) = —f(b)
Donc la matrice est

fA@ f2d) f3(b)

(1 0 0) Z
0 -1 0
0 0 _1) F®

Autre méthode la matrice de £2 est la matrice de f au carré
Exercice 14.

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 -1]10 0 —-1]={0 -1 0

0 1 0 0 1 0 0O 0 -1
Partie |

Soit g une application de R;[X] dans R? définie par :
g(P) = (P(-1),P(D))
1. Montrer que g est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer I’image de g.
Partie 11
Soit h une application linéaire de R,[X] dans R? définie par :
h(P) = (P(-1),P(1))

3. Montrer que h est bijective.

Correction exercice 14.
1. Soient P;,P, € R3[X], 24,1, €ER
gA1Py + A,P;) = ((A1P1 + A,P,) (1), (44 P; + Azpz)(—l))
= (A1P1(_1) + A,P,(=1),A,P; (1) + /12P2(1))
= 11 (P1(—=1), (1)) + 2, (P,(—1), P,(1)) = 19(P1) + A,9(P,)
Donc h est linéaire.
2. Soit P € ker(g), (P(—1),P(1)) = (0,0) & {PP((S);OO
Un polynéme de degré inférieur ou égal & 3 qui s’annule en —1 et en 1 est de la forme
P=@@X+b)X+1DX-1)=aXX?-1)+b(X*-1)
(X(X? — 1), X? — 1) forme une famille libre (car les polyndmes ne sont pas proportionnels) qui
engendre ker(g), c¢’est une base de ker(g).
Une base R3 est (1, X, X2, X3)
g(1) = (1,1); gX) = (-1,1); g(x*) = (1,1); g(X*) = (-1,1)
L’image de g est engendré par (1,1) et (—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment
donc une famille libre, bref ¢’est une base de Im(g), comme Im(g) c R? et qu’ils ont la méme
dimension, on en déduit que 7m(g) = R2.
3. Lalinéarité de h est évidente (voir 1°)).

Soit P = aX + b € R,[X] un vecteur de ker(h),

{P(—l) =0 {—a +b=0

P(1)=0 a+b=0
Le noyau de h est réduit au vecteur nul, de plus d’aprés le théoréme du rang
dim(ker(h)) + dim(ﬂm(h)) = dim(R,[X]) & dim(ﬂm(h)) =2
Donc Jm(h) = R,[X], autrement dit h est surjective, finalement h est bijective.
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