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Feuille d’exercices 8
Intégrales theoriques

Exercice 1.
Soit f une fonction de classe C* sur ’intervalle [a, b]. Montrer que

b
lim f f(@)sin(nt)dt =0
n—-+oo a

Correction exercice 1.

[2 f(®)sin(nt) dt
u'(t) = sin(nt) u(t) = —%cos(nt)
v(t) = f(t) v'() = f'(t)

J2 f(©)sin(nt) dt = [~ X cos(nt) f’(t)]b — (- Eeos(o) f1(0dt
b 1 a b 1 b
j £(6) sin(nt) dt = [——cos(nt) f’(t)] o f cos(nt) f'(O)dt

n

= —lcos(nb)f’(b) + —lcos(na)f’(a) + lchos(nt)f’(t)dt
n n nJ,

b b
< %L |cos(nt) f'(t)|dt < %L lf'(t)|dt

b
%L cos(nt) f'(t)dt

Car |f'| est continue donc intégrable.

1 b
lim —f lf'()]|dt =0
n a

n—-+oo

Par conséquent

b
lim lj cos(nt) f'(t)dt =0

n-+on
Comme
li ! b) f'(b ! ! =0
Jlim —ncos(n )f'( )+—ncos(na)f (a) ) =
Ona
b
lim j f(t)sin(nt)dt =0
n—-+oo a
Exercice 2.

Prouvé 1’énoncé suivant :

. . . . N R . b
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b],(oU a < b), a valeurs positives, telle que fa f)dt =
0 alors f est nulle sur [a, b].

Correction exercice 2.
Supposons qu’il existe t, € [a, b] tel que f(t,) > 0, alors
Si ty = a, alors il existe n > 0 tel que Vt € [a,a + 1], f(t) > 0 car f est continue et
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b a+n b a+n
Lf(t)dt=f f(t)dt+j nf(t)dtzfa f(®dt >0

a a+
Ce qui n’est pas possible
Si ty € la, b[, alors il existe n > 0 tel que Vt € [ty — n,to + 1], f(t) > 0 car f est continue et

Lbf(t)dt = La+nf(t)dt + flimf(t)dt + jb f(®)dt = j(imf(t)dt >0

a-n a+n a-n
Ce qui n’est pas possible

Sity = b, alors il existen > 0 tel que Vvt € [b —n,b], f(t) > 0 car f est continue et
b-7 b b

b
f f(®)dt = fdt+ | f®de=>| f®)dt>0

a b-n b-n
Ce qui n’est pas possible
Par conséquent f est identiquement nulle.

Exercice 3.
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] (oU a < b).

Montrer que f est de signe constant si et seulement si f: |f(O)]dt = |f:f(t)dt|.
On posera

f+(t)=trer%3>l§](f(t),0) et f-(t)=trer%g>l§](—f(t),0)

Correction exercice 3.
On remarque que f, et f_ sont des fonctions continues et positives.
De plus
vtelabl, [f@O)=fHO-F@ et [fOI=F0+/f()

Pour cela, il faut envisager deux cas

Si f(t) =0,
f+r@) - @) = trer%%](f (©),0) — Je‘}i’é](_f ©),0)=f()—0=f()
f+@®+ (@) = tgfg;g](f (£),0) + trer%%](—f ©,00=f@®+0=|f@®)I
Sif(t)<o
f+@®) - f2(@) = trer%%](f (),0) — trer%%](—f (0,00 =0-(-f(®) =f(©®
@O+ @) = trer%%](f (£),0) + tg%%](—f (©),0) =0—f() =1f ()l
Cela marche.

Montrons que si f est de signe constant alors on a 1’égalité demandé,
Si pour tout t € [a, b], f(t) = 0 alors

b b
[ irc@nae = | reae =
Car If(Ol = f@) et [ f(H)dt = 0

Si pour tout t € [a, b], f(t) < 0 alors
b b b
[ r@ae = [ (~r@)ae =~ [ porae =
Car If()] = —f(®) et [, F(H)dt < 0

Réciproque, on suppose que on a 1’¢galité

| e

| e




:>fbf+(t)dt+jbf_(t)dt

b
f (fo(®) = f-())dt

b
= J (f+(®) + f2(©)dt =

jbf(t)dt

b
[ @i =

b b
j f+(O)dt — J f~(®)dt
a a
Soit A et B deux réels
A+B=|A-B|=(A+B)?=(A—-B)?>=>A42+2AB+B*>=A?>—-24AB+B?=>AB=0=4
=0ouB=0
Onpose A = f: fi(®)dtetB = f; f-(t)dt, d’aprés la remarque précédente f: fr(®)dt =0o0u

ff fi(t)dt = 0 et d’aprés I’exercice 2, f, ou f_ est identiquement nulle, donc f est de signe constant.

Exercice 4.
Soit f une fonction continue de R* dans R. Prouver que, lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement

positives, xizfox tf (£)dt tend vers %f(O).

Correction exercice 4.
On pose

X

F(x) =f tf(t)dtxjso
0

Donc % est une forme indéterminée, d’apres la régle de L’Hospital, si la limite des dérivées existe et est

finie alors % tend vers cette limite.
F'e)_ @ _f@_ fO)
(x2)  2x 2 x-0 2
Car t — tf (t) est continue implique que F'(x) = xf (x)
Par conséquent

1 F)
22 ), o0 =

Exercice 5.
1. Montrer que u,, = foz sin™(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +oo.

2. Montrer que u,, = foE sin™(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +co.

NIE

R

On coupera I’intégrale entre 0 et ,, et entre a,, et g avec a,, =

Correction exercice 5.
T . . (T _
1. Vte [O'Z] ,|sin(t)| < sin (Z) =

Y

7 z z T (V2\" NN
in(t) dt| < in™(t)|dt = in(t)"|dt < — ) dt=(—= d
fosm ® t<f0|sm (t)|dt Jolsm(t)lt<fo<2> t <2> ) t

(7) 5
=|—)] ——0
2 4 n>+oo
7z

Car—1< 72 < 1, donc

V2
2

|un_0| =

lim u, =0
n—-+oo



2. La méme technique ne marche pas parce que on ne peut majorer sin(t) que par 1 sur [0, g]
T T_y2 ™
w, = [“sinr(e)de = |2 misinn@)de+ | _sin(t) de
" 0 E—@
2 1

n4
Puis on va montrer que ces deux intégrales tendent vers 0.

T

T T

7 _ (7 g 2w [mo N2\ V2
fz_ﬂsm (HHdt| = E_Qsm (Hdt < E_ﬂdt_Z > T|= ln_>+ooo
271 27 1 T

n4 n4 2 n4
2| .. : 2 2

Pour I’autre, Vt € [O,E - £1 ,Isin(t)| < sin (E - ‘/—:) = CoS (£1>
2 n4 2 n4 na

Ce qui entraine que

2
nln(l—@+o(%)>
=e

= e"“‘(l‘\/%*"(ﬁ)) - e"(‘\/_z“’(ﬁ)) _ o—Vato(¥n) __,

n—-+oo

|
|sin” ()| < (Cos <£)>n _ en1n<cos(ﬁ>) _, \

n4

On en déduit que :

m_y2 m_y2 n_V2 T_V2 n
271 271 271 271 V2
f ntsin™(t) dt =j n‘*lsin"(t)ldtsf n4|sin"(t)|”dt§f ni (cos <—1)> dt
0 0 0 0

NG n w2
1
=<C°S (_>> f e < eI g
0

st n—-+oo
n4 2

u, est la somme de deux intégrales qui tendent vers 0 donc elle tend vers 0.

Exercice 6.
1. Calculer = fol In(1 + t?)dt
2. On pose, pour tout n > 1, un entier

1
Uy = f V1 +t2dt
0

Calculer la limite de u,.
3. ATlaide de la formule de Taylor-Lagrange, prouver que pour tout u > 0,

1
le* —1—u| < Euze“
4. En déduire que pour tout t € [0,1],
n 1 1
Vi+t2—1—-=In(1+t3)|<—
n n

Puis trouver un équivalent de u,, — 1.

Correction exercice 6.
1. Par parties

1
1=J 1x1In(1+t?)dt
0
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[ = f011 x In(1 + t2) dt

u'() =1 u(t) = t
v(t) =In(1 +t?) v (t) =
[ 1 (1 + tZ)]l ) 2t2 1+t2
I =|tln —
0 fO 1+t2 dt
Donc
bt 1+t2-1
— 2\71 _ — —_0—
[ =[tln(1+t%)]; zfo 1+t2dt In(2) -0 zfo e dt
1
=1n(2) — 2( dt — dt> = In(2) — 2 + [arctan(t)]}

0

s
=1In(2) — 2+ arctan(1) =In(2) — 2 + 7

1 1 1 1 1
0St£1:1£1+t2SZﬁlﬁS(1+t2)ﬁS2ﬁ:'1£n\/1+t2Seﬁln(z):jdt
0

< f V1 +t2dt < f en"@gr = 1 <y, < en™®
0

0

Comme enln(z) — e% = 1, d’apres le théoréme des gendarmes u,, - 1

. L’exponentielle est indéfiniment dérivable sur R, on peut appliquer le théoréme de Taylor a n’importe
quel ordre. Il existe ¢ € ]0, u[ tel que :

2
f@) = fO) + f'Ou+ ()5, avec f(u) = e

Autrement dit
u? u?
= 1+u+7ec@e”—1—u=7ec

2 u2 u2 2 2

u u
O<c<u=>1<ec<e”=>?<?ec<7e”=>7<e“—1—u<?e“:>0<e”—1—u
u? u? u?
<7e“=>|e”—1—u|<?e“:>|e“—1—uls7e“

On pose u = %ln(l +t2)

1 1 n 1
enn(1+¢%) _q _ ~In(1+¢2) = Y1+~ 1~~In(1+¢?)
1 2
2 =In(1+¢?)) 1
u_eu — (Tl ) eﬁln(1+t2) < (ln(z))zeﬁln(Z) < — (11’1(2))2 In(2) — 1 (ln(Z))ZZ
2 2 2n? 2n?
1 1
= (In(2))? < =
On en déduit que

1
S—

n 1
1+t2—1——ln(1+t2)

—1—j\/1+t2dt—jdt—f 1+t2—1)dt

1 1
« Il mangue » le « zln(l + t?) » dans I’intégrale, mais comme on a calculé I = [ 'In(1 + t?) dt au

.y - N - 1
premierement, cela peut faire penser a introduire — ;I

1 o 1t L 1
un—1—£1=J (\/1+t2—1)dt—;j 1n(1+t2)dt=j (\/1+t2—1—£1n(1+t2)>dt
0 0 0
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Alors

1 L 1 . 1
u, — 1 —;1| = j <\/1+t2 - 1_Eln(1 +t2))dt < j V1+t2-1 —Eln(1+ t2)| dt
0 0
- fl 1 it = 1
~Jon? n?
Si on en savait plus sur les équivalents, cela suffirait pour affirmer que
I
U, — 1~£
On va développer un peu
1 1
Un 1-— ﬁl P 1
=9 =9 L
n n
Donc
unl_ —-1[-0
=1
n
Ce qui montre bien que
u, —1
lim — =1
n—->+oo 1
=1
n
Et que
I
U, — 1~H
Exercice 7.

Soit f de [0,1] vers [0,1] une application continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[. On suppose que :

1
f FOde = £(1)
0

Montrer qu’il existe ¢ € ]0,1[ tel que f'(c) = 0.
On pourra utiliser la fonction g définie sur [0,1] par

900 = xf () — ] F(O)dt
0

Correction exercice 7.
x — foxf(t)dt est continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[, par suite g a les mémes propriétés. De plus
1
g0 =0 et g()=f)- [ r)de=0
0

On peut appliquer le théoréeme de Rolle.
9'(x) =f)+xf'(x) = f(x) = xf"(x)

Il existe ¢ € ]0, x[ tel que g'(c) = 0, autrement dit cf'(c) = 0 etcomme ¢ # 0,ona f'(c) =0

Exercice 8.
On désigne par f une application continue de R* dans R. On suppose qu’il existe un nombre réel k
strictement positif, tel que, pour tout x de R*, on ait :

0<fe <k o
0
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On définit I’application H de R* dans R en posant, pour tout x de R* :
X
H(x) = e‘kxf f(t)dt
0

Montrer que H est dérivable sur R* et calculer H'(x) pour tout x de R™.
Montrer que pour tout x de R, H(x) = 0.
En déduire que f est I’application nulle de R* dans R.

Correction exercice 8.

1.

2.

f est continue sur R* donc x — f;cf(t)dt est dérivable (et méme C1), H est le produit de deux
fonctions dérivable, elle est dérivable.

Vx € RY, H'(x) = —ke™** fxf(t)dt + ek f(x)
0
D’apres les hypothéses
flx) < kf f)dt = —kf fdt+f(x)<0= —ke‘kxf fdt+e ™ f(x)<0=>H'(x) <0
0 0 0

Comme H(0) = 0, celaentraine que Vx € R*, H(x) < 0, mais f(x) = 0 (d’apreés les hypothéses) donc
H(x) = 0, par conséquent H(x) = 0.
On en déduit que Vx € R*, H'(x) = 0 et comme

H'(x) = —ke ¥ fxf(t)dt +e M f(x) = —kH(x) + e **f(x)
0

Cela entraine que e **f(x) = 0, et que donc f est identiquement nulle.

Exercice 9.

Hwbdhe

On définit une application f de [0,1] vers R par :
t—1
f(t)zm, SlO<t<1,f(0)—0,f(1)—1

Et une application F de ]0,1[ vers R par :

F(x) =Lx %dt

Montrer que f est continue en tout point de [0,1].
Soit x dans I’intervalle ]0,1[. Quel est le signe de F(x) ?
Montrer que F est dérivable en tout point de ]0,1][ et calculer sa dérivée.

a) Pour x € ]0,1[, montrer que
2

x 1
fx In®® dt = In(2)

x?In(2) < F(x) < xIn(2)
c) En déduire I’existence et la valeur de la limite
}Ci_r;r} F(x)
x<1
Montrer que F(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 (avec x > 0).

b) Pour tout x € ]10,1[, montrer que

a) Montrer que quand e tend vers 0 (avec 0 < € < 1)



f:_ef(t)dt - jolf(t)dt

b) Déduire de ce qui préceéde la valeur de

folf(t)dt

Correction exercice 9.
1. Pourtoutt € ]0,1[, In(t) > 0 donc f est définie et continue. Il'y adeux probléeme,ent =0ett =1

-1 _

llmf(t) = llm
Donc f est continue en 0
Onposeu=t—1t=u+1
t—1 u _ u _ u _ 1
In(®) In(@+w) u+ow u(l+o0(1) 1+o0(1) 155)
Donc f est continue en 1
2. Vx €]0,1[, x? < x donc on « n’est pas dans le bon sens »

1=f1)

1
Vt € ]0,1[,@ >0

Par conséquent

x q x x?
f dt > 0= f ——dt< 0= F(x) = f —dt<0
X

w2 1n(t) w2 In(t) In(t)
3. t—- m est continue et x — x?2 est dérivable donc F est dérivable (et méme C?1). Pour tout x € ]0,1][
o 2 1 2x 1 x-1
() = In(x?2) B In(x)  2In(x) B In(x)  In(x) f)
4,
a. Vxe€]o1[
x? 1 x? l
L NG) dt = .l; mdt = [ln(ln(t))]ﬁg2 = In(In(x?)) — In(In(x))
— In(2In(x)) — In(In(x)) = In <2 mx)) — In(2)
In(x)
b. vxe]o1]

x> <t<x=x%In(t) > tln(t) > xIn(t)
Carln(t) <0
1 1 1

20 St ~ xIn()

x2<t<x=>0>x%In(t) >tIn(t) > xIn(t) =0 >

Car les trois termes sont de méme signe

, x 1 x 1 <
_ < <
St<x= | me S fx tn(p %¢ = fx xin( &

Carx? < x

<t<x=> f t< fx ! dt < 1fx ! d1::>1 v dt
x* x ln(t) . thn(@) = xJ, In(t) x2 ), In(t)
2

Xt q 1% 1 1 1
fo tln(t)dtZEL l(t)dt:>—F(x)>ln(2)> F(x)

D’apres la premiere inégalité




%F(x) >1n(2) = F(x) = x%1n(2)

D’apres la seconde

In(2) = %F(x) = x1In(2) = F(x)

En réunissant ces deux inégalités on a :
x?In(2) < F(x) < xIn(2)
c. Dr’apres les inégalités du b. et le théoréme des gendarmes
In(2) < }Cl_rg F(x) <In(2)

x<1
Donc

}Ci_r;r} F(x) =1n(2)
x<1
5. D’apres les inégalités du 4 b. et le théoreme des gendarmes

OS}Ci_r)r(l)F(x) <0

x>0
Donc
}Ci_r}(l) F(x)=0
x>0
6.
a. f est continue donc fel_ef(t)dt - folf(t)dt
b. Pour x € ]0,1[, F est une primitive de f, donc
1—€
f fdt=[F@®)]i ¢ =F(1—¢€)—F(e) mln(z) —0=1In(2)
€
Exercice 10.

n
Soit I, = [ ~—dx
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,),en — 0.

2. Calculer I, + I,44.
3. Déterminer

Correction exercice 10.
n

1. Il faut majorer ;ir—x il y a deux options, soit majorer le numérateur, soit minorer le dénominateur, et on
doit pouvoir trouver une primitive du majorant. x™ < 1, je ne vois pas mieux, et alors

xn 1 1xn 1
0< < =>0<f dx<f
0 0

— 1 _
T l+x 14+x 1+x 1+xdx—[ln(1+x)]0—ln(2)

Et la on est coincé, il n’y a plus de n, et la valeur a gauche et a droite sont distinctes cela ne donne rien.
On va minorée le dénominateur ey il'y a deux possibilités :
Pour toutn >0

! 1

= -
0 n+1

0 < 1 - 1 ) 0 ; fl xn p fl ng xTL+1
T14+x71+0 " 01+xx ox S P

Doncl, - 0
Ou
Pour toutn > 1




1 1 1 Loxm Lxm o Mt 1
0< < =—$O<In=f dx<f—dx=Jx"‘dx=[—] =—-0
1+x 0+x «x o 1+x 0 X 0 nly n

Doncl, - 0
Je préfere la premiere possibilité, mais les deux marchent.

2.
1 ym 1 n+2 1yn 4 yntl 1xn(1+x) 1 K1 1
In+1n+1=f dx+f dx=f—dx=f—dx=fx"dx=
o 1+x o 1+x o 1+x o 1+x 0 n+1]
1
Tn+1
3.
- 1—(—x)" 1 x"
_1k k=1_ 2 -1 — — -1 n+1
Z( )ix X x84t (x) Tvx 11z OV 1%
En intégrant entre 0 et 1.
1 x™
k. k — __1\yn+1
fz( 1)%x" dc = f <1+x+( 1) 1+x)dx
1 xn
- f gty — f f
@Z( ) dx = —+ (1) ——dx
k+171
@Z( 1)k lk‘”l [In(1 + x)]3 + (=)™,
PN Z D" _ In(2) — (—1)™1I
k+1 n
k=0
Or
"i(—n"_ -1° D' D DT _i(—nk-l _i(—nkﬂ
k+1 0+1 1+1 2+1 n—-14+1 ko k
k=0 k=1 k=1
Donc
n (_1)k+1
Z =) + (- D™, > ()
k=1
Exercice 11.

Soit F la fonction définie pour tout x > 1 par

x%2-1 dt
Fx) = fx_l In(1+¢t)

1. ATlaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour toutt > 0 :
2

t
t—7<1n(1+t)<t

2. En déduire que pour tout x € |1,v3[:
x—3
In(14+x)<F(x) <In(1+x)+In g
|x? =3
Puis
M F(x)
x>1

3. Calculer, pour tout > 1, F'(x).
4. En déduire que pour tout x > 1, F(x) > In(2).
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Correction exercice 11.
1. Onpose f(t) = In(1 + t) pour tout t > 0. Cette fonction est C* sur R**, on peut appliquer la formule
de Taylor-Lagrange a n’importe quel ordre, donc avec un reste a I’ordre 2.

1 1
f'(t)=1—+t et f”(t):_(1+t)2
Il existe ¢ € ]0, t[ tel que
t2 1
f(t)=f(0)+tf(0)+ f”(C)—t m
Il est clair que f(t) < t et d’autre part
0<c<t=21<14+c<1+t=21<@+)?’<1+1t)?> < ! <1=>_—t2
(14+t)?2  (1+4c)? 2(1+t)2
| t2 —t? t? 1 t?
>—7m>—72t—m>t—7m>t—7

2
L’inégalité de droite montre que In(1 +t) >t — % On a donc montré les deux inégalités.
2. Pour tout x € |1,V3]
1<x<V321<x<x?<330<x-1<t<x?-1<2

2 2
Comme t —% = %(2 — t) est le produit de deux réels positifs (t > 0et2 —t > 0), t —% >0
t2
O<t—?<ln(1+t)<t

1 1 1

1n(1 + t) _t?

2
x%-1 dt x2
= — <
L_l t _fx—l ln(1+t fx _%
21 - -2
= [In() 27" < F(x) < (=2 dt
x—1

2

>In(x*-1)—-In(x—-1) SF(x)Sfx _1(1—L)dt
x—1

= In <x2 ) < F(x) < [In(t) — In|t — 2|]%° 72
x—1

-3
>h(x+1)<F(x)<In(x+1)—In|x?=3|+In|Jx -3 =In(1 +x) + ln(ll;c2 — 3||>

Ce qui est bien I’inégalité demandée.

. |x — 3] |—2] .

}CI_I)I} In <m =In m =In(1) =0 et }CI_I)T% In(1 + x) =1In(2)

x>1 x>1

Par conséquent
}Ci_r)q F(x) = In(2)
x>1
3. Pourtoutx >1
2x 1 2x 1 2x 1 x—1

Fieo) = m1+x2-1) I(1+x—-1 G2 k) 2hGx) hE k)

4. x > lentraineque x —1 > 0 etqueln(x) > 1, donc F'(x) > 0, F est une fonction strictement
croissante sur |1, +oo[ et lim,_,; F(x) = In(2), par conséquent, pour tout x > 1, ona F(x) > In(2).
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Exercice 12.
Soit I = |1, +oo[. On désigne par f l'application de I dans R, définie, pour tout x € I, par
x2
In(t)

flx) = ) mdt

Premiere partie
Dans cette partie on ne cherchera pas a exprimer f a 1’aide de fonctions usuelles
1. Déterminer le signe de f(x).
2. Justifier la dérivabilité de f sur I, et calculer f'(x) pour tout x € I, on exprimera f'(x) de la maniére la
plus simple possible.

a) Montrer que pour tout t € I,

t—1-—

<hlh@®)<t-1

(t—1)?
2

On pourra utiliser la formule de Taylor Lagrange entre 1 et ¢.
b) En déduire I’existence et la valeur de

lim f(x)
x-1t
Deuxiéme partie
In(t)
(t-1)2
2. Exprimer la fonction f a I’aide de fonctions usuelles de la fagon la plus simple possible.

1. Déterminer une primitive de la fonction t +— a I’aide d’une intégration par parties.

Correction exercice 12.
Premiere partie
1. Six > 1lalorsx? > xetsit> x> 1alorsIn(t) > 0donc f(x) >0

2.
In(t)
ECI=EVE
Est continue et x — x? est dérivable donc f est dérivable (et méme C?).
o« In(x?) In(x) 4x In(x) In(x) In(x)
f) = e X T o T e D2 D 12 o DIy D @+ DY
In(x) In(x)
= (x_l)z(x+1)2(4x—x2—2x—1) =—(x_1)2(x+1)2(x2—2x+1)
B In(x)
T (x4 1)2
3.

a) Laformule de Taylor Lagrange pour la fonction In entre 1 et t > 1 dit qu’il existe ¢ €]1, ¢[ tel que

(e -1y In"(c) & In(e) = ¢ — 1 — L= 17

In(t) =In(1)+(t—1)In"(1) +

2c?
1<c<t(:)1<c2<t2@t12<c_2<1®(t2_t21)2 (t2—621)2<(t—21)2
—1)2 12 N2 5 e o
R 21) <_(t2;) <_(t2t21) o1 O 21) <t_1_(t263) <t—1—(t2t21)
@t_l_(t—21)2<ln(t)<t_1_(t2—t21)2

12



(t-1)2 .
Comme t —1—-—==<t—1,onabien

t—1)2
t—1—( 2) <In(t) <t-1

b) On divise par (t — 1)2 > 0
1 1 In(t) 1

— =< <
t—1 2 (t—-1)2 t-—-1

Comme x < x2 on intégre
*,11 X
L (t_—1—§>dtﬁf(X)SL t_ldt'{:)
x? X
& In(x?-1) —7—ln(x— 1) +§ <f(x)<In(x*-1)-In(x—1)

[ln(t -1)— —] < f(x) < [In(t — D]JF

@ln(x+1)+;—x—2<f(x)<ln(x+1)

On fait tendre x vers 17 et on trouve que

Jim () = In(2)

Deuxieme partie

1.
In(t)
|

In(t) dt

1
(t—1)?

) = 1)2 ln(t) dt

w(t) =z 1)2
v(t) = In(t) v'(t) = %

fa =[-22 - -

u(t) = ——

dt

1

In(¢) In(t) In(t)
(t—1)2 I t—1l f (t—l)t :_t—1+ft(t—1)dt

Or
1 a b

=—4
tt—-1) t t—-1

On multiplie par t, puist = 0
a= [t — 1l

On multiplie part — 1, puist = 1

e (o -
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2

fx) = —?I_Lti— In(t) + In(t — 1)

= _ln(agz——l) —In(x?) +In(x? - 1) — (— In(x) —In(x) + In(x — 1))

x4 -1 x—1
= Inx*) + In(x) —2In(x) +In(x) +In <x2 — 1)

x2—1 x-—1 x—1
21In(x) In(x) x+1D(x-1)

:_(x—l)(x+1)+x—1_ln(x)+ln< x—1 )

In(x)
= RO 1)(—2+x+ 1) —In(x) +In(x + 1)
= e _1;1)(2;)_'_ D (x—1)—In(x)+In(x+1) = % —In(x) + In(x + 1)
=In(x+1)— . :C_ 1ln(x)

Exercice 13.

Soit F la fonction définie sur ]Og[ par

2x dt
Fx) = ,fx sin(t)

1. Montrer que F est bien definie sur ]0%[ puis qu’elle est de classe C? sur cet intervalle.
2. Calculer F'(x), en déduire les variations de F sur ]Og[

3. ATlaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout t € [x, 2x] c ]Og[ (c’est-a-dire pour

xE]OE[).
t?
0< t—?<51n(t) <t

4. En déduire que
1 1 1 1
<—-+-—
t 2—-t

< -
t sin(t)

5. Montrer que pour tout x € ]Og[

In(2) < F(x) < In(2) — In (22__2x)

6. En déduire la limite de F(x) lorsque x — 0.

Correction exercice 13.

Remarque : il est sans doute possible de faire cet exercice d’une autre fagon si on sait qu’une primitive de
t>——estt - ln(tan(f))

sin(t) 2
1.

T
xStS2x:>0<xStSZx<2x§=n:>O<sin(t)

Donct — $ est continue sur [x, 2x], ce qui montre que F est définie, continue et dérivable sur ]Og[
2 1 2 1 1 1 1-—cos(x)

sin(2x) B sin(x) —2 sin(x) cos(x) B sin(x) = sin(x) cos(x) B sin(x)  sin(x) cos(x)
14

F'(x) =



Pour tout € ]O,g[ 1 —cos(x) > 0, cos(x) > 0 etsin(x) > 0,donc F'(x) >0
Cette fonction est strictement croissante.
3. comme sin est C* sur R on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 sur [0, %] il

existe ¢ € ]0%[ tel que

£2
sin(t) = sin(0) + ¢t sin’(0) + ?sin "(c)

Donc
2

sin(t) =t — %cos(t)

Pour t € ]Og[ 0 < cos(t) < 1 donc

t2 2
-3 < —?cos(t) <0
Ce qui entraine que
t? t?
t—?< t—?cos(t) <t

Autrement dit
2

t
t—7<sin(t)<t

D’autre part
2t
t— ? = E (2 — t)
T
t>0ett < E <2
2
Entraine que t — % >0
4,
Par conséquent
1t .t _ 2 1.1 1 1
t  sin(t) t_ﬁ_t(Z—t)_t 2—t t t—2
2
A TI’aide d’une décomposition en élément simple.
5.
On integre entre x et 2x (on a bien x < 2x)
2x dt 2x dt 2x 1 1
— - —)dt e @] <F In(t) — In(t — 2)]%
Jx - < L 0o S jx (t — 2)dt [In(1)]5* < F(x) < [In(t) — In(t — 2)]3
2x
& In(2x) — In(x) < F(x) < In(2x) —In(2x — 2) — (In(x) + In(x — 2)) © In (7>
2x 2x —2 2x — 2
<F@<in(Z)-1(Z=) @ m@) < Feo <@ - (=)
X x—2 x—2
6.
Comme
lim1 (2x—2>_1 D=0
i) ==
On a d’apres le théoréeme des gendarmes
lim F(x) = In(2)
x—0
Exercice 14.
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Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur [0, a] telle que £ (0) = 0.

Soit g une fonction définie sur [0, a] par :

x fx)
900 = [ f@ar+ [ frode -2
0 0

1. Montrer que g est dérivable.
2. Calculer g’ et en déduire g.

Correction exercice 14.
1. f estcontinue donc x — foxf(t)dt est dérivable, f est strictement monotone et continue donc admet

une bijection réciproque continue £~ et f est dérivable par conséquent x — f({(x)f‘l(t)dt est
dérivable et enfin x — xf(x) est dérivable, ce qui fait de g une fonction dérivable.

2. ') =fC) + fHFO)f' () = f() —xf'(x) = 0
g est donc constante sur un intervalle donc pour tout x € [0, a],

0 f(0)
900 = g(0) = f fode+ [ Fide - 0f(0) = 0
0 0

Exercice 15.
Soit 0 < a < 1. On considére

1
[ - j‘a In(x) dx

@ 1+x2

j‘a In(x) D = fl In(x) p
1 1+ x? SR PR =i
a

- . 1
On pourra utiliser le changement de variable x = -

1. Montrer que

2. En déduire la valeur de I.

Correction exercice 15.

Remarque : les trois intégrales de cet exercice sont définies car x — % est continue sur R**
1. x=-ot==
t x
dt
dx = —t—z
1=t ! 1
= = = — =
x 1
1
xX=—=>t=a
a
1
G (5 -m@)
1+x2 .17 241
x 1+ 2
Donc
1
a In(x) 2t2(—1In(t)) dt 2 In(t) 2 In(x)
—=dx=| —V——————==— dt =—| ————dx

1 1+ x? . t24+1 0t L t2+1 1 x2+1

16



1 1 1 a a
_ ja In(x) i _J In(x) dx+fa In(x) Dy — _] In(x) dx+jade o
1 1 L

 1Hx27 ) 142 1+ x? 1+ x? 1+ x?

Exercice 16.
Soit F: R — R définie par

er—l,'
F(x) =f —dt
x t

F(0) =1In(2)
1. Montrer que pour tout x # 0, F est dérivable.

a) A l’aide de la formule de Taylor Lagrange, montrer que pour tout t € R il existe ¢ €] — ¢, t[ tel que :
et=1—te*

b) En déduire que pour tout t € [—1,1], t # 0.
1 1 et

—<-——<e
e 't t

c) Trouver un encadrement de F et en déduire que F est continue en x = 0.
3. Pour tout x # 0, calculer la dérivée F' de F. F est-elle dérivable en 0 ? que peut-on en déduire sur
I’allure de le graphe de F ?
4. Etudier les variations de F.
-t
Montrer que pour tout t > 1, ET < e, en déduire une majoration de F et sa limite en +oo.
6. En reprenant I’égalité du 2. a), montrer que pour tout t < 0, e~t > 1 — t en déduire que pour tout x < 0
F(x) > —In(2) — x
En déduire la limite de F en —oo.
7. Tracer I’allure du graphe de F.

Correction exercice 16.

-t
1. Six>0,0<x<2xetpourtoutt € [x,2x],t > eT est continue donc F est de classe C?*.

-t
Six<0,2x <x<O0etpourtoutt € [2x,x],t — ET est continue donc F est de classe C*.

Donc pour tout x # 0, F est dérivable.
2.
a) t — et estsuffisamment dérivable pour admettre une formule de Taylor Lagrange a I’ordre 1.
Il existe ¢ dans I’intervalle 0, t, c’est-a dire |t, 0[ sit < 0 et]0,t[ sit > 0 (doncdans]— |t], |t|[ tel que:
fO=fO0)+tf'(c)eet=1+t(—e)=1—te ¢

b) Comme—-1<c<lona:—-1<-c<letdoncel<e*<el
D’autre part

Ce qui entraine que

c) Six > 0alorsx < 2x

le 2x 1 e—t 2x 1 le
j —dtsf (———)dtsj edt@—(Zx—x)SJ —dt —F(x) <e(2x — x)
x x x e x ¢

e t t
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o g <[In@®)]?*-F(x) <ex o g <In(2x) —In(x) —F(x) < ex & g <In(2)—F(x) <ex

Lorsque x tend vers 07, f et ex tendent vers 0% donc F(x) tend vers In(2) = F(0) ce qui montre que F est
continue a droite.

Six < 0Qalors2x < x

x1 X 1 e—t X 1 x1 xe—t
f —dtsf (———)dtsf edt(:)—(x—Zx)Sf —dt— | —dt<e(x—2x)
2 ax \ L t 2 e t

xe x X 2x 2x
X x x
=3 - <[In@®))3 +Fx) < —ex o s <In(x) —In(2x) + F(x) < —ex & s <-In(2)+ F(x)

< —ex
Lorsque x tend vers 0™, f et ex tendent vers 0~ donc F (x) tend vers In(2) = F(0) ce qui montre que F est

continue a gauche.
Finalement F est continue en 0.
3.

—-2x -X e—2x _ e—x e—x

e e
F'(x) = o X 2— o= = (e™*=-1)

X X
—-X =X _
F)="=1-x+o®-1)== ( xx+ °0) _ e=*(=1+o(D))
}CIL%F (x) = }Cl_r)r(l)e x(—l + 0(1)) =-1
Le graphe de F admet une tangente oblique en x = 0 de pente —1.
4, Six<Oalorse™®*—1>0etdoncF'(x) <0
Six>0alorse™*—1<0etdonc F'(x) <0
Six=0alorsF'(0)=-1<0
F est décroissante sur R
5.

Donc, puisque si x > 0, x < 2x
2x ,—t 2x
0< f Tdt < f etdt =[—e ] =—e" +e™ 55400 0
X X
lim F(x) =0

x—00
6. llexiste c €]t,0[telqueet =1—te™¢
t<c<0oel<-c<-tee’'<e<el!sl<e s -t<—te "
Car —t > 0, puis on rajoute 1 de chaque c6té pour obtenir
1-t<l—-te“=et
On multiplie cette inégalité part < 0
1—-t et

t t
Ensuite on intégre entre 2x et x, car pour x < 0, 2x < x

*1—t xet * 1
““tars f * dte (-— 1) dt > —F(x) & [In(0) — t]%, > —F(x)
t o L ax \

2x x
S In(x)—x—(Un(2x) —2x) > —-F(x) © x—1In (Zx_x) >—-F(x)o F(x)>—-x+1n G)

= —x —In(2)
Comme
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lim —In(2) —x =+

X——00

lim F(x) =+

X——00

In(2)
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