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Correction Feuille 6 : Formules de Taylor.

Exercice 1

. . . . I . 7x . )
Dans les graphes des fonctions suivantes, identifier x — —sin 5 X — In(1+ x) et la partie polynomiale de
leurs développements limités a des points et des ordres qu’on déterminera.

Pour identifier les courbes, on remarque que la courbe de la fonction a est périodique. De plus, quand on
effectue un DL d’une fonction, obtient une approximation polynomiale de la fonction et ¢a n’est donc pas

périodique. De plus, on sait que les courbes des DLs sont tangentes au point auquel on effectue le DL a

X
la courbe de la fonction concernée. La courbe de la fonction a est donc celle de la fonction x — — sin —

La courbe de la fonction ¢ vaut 0 en O et semble aller de —oc en —1 et tendre vers +o en . C’est donc
la courbe de la fonction x — In(1+ x). La courbe de b est tangente en 0 a la courbe de la fonction c¢. C’est

donc le développement limité de ¢ en 0. Elle coupe deux fois I’axe des abscisses, ce qui signifie que le DL
2

est au moins a I’ordre 2. Or on sait qu’en 0, on a In(1 +x) =x— % +o0(x?). Or la courbe de b s’annule bien
2

pour x = 2. Donc la fonction b est x — x — x—, DL a I’ordre 2 en O de la fonction c.

Enfin la courbe de la fonction d est tangente a celle de la fonction a en x = 2. Elle coupe I’axe des abscisses

au moins 3 fois, ce qui signifie que c’est le DL de la fonction a pour x = 2 a I’ordre au moins 3. Or

1 ~2))?

Esm (71;) = —l—r(x —-2)+ % +o0((x—2)%). D’ot la fonction d correspond 2 la fonction x
n (m(x—2))*
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Exercice 2

Méthode 1 avec la formule de Taylor-Lagrange Soit f la fonction exponentielle qui est bien . On sait
d’apres la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre n pour x = 1, on peut se donner un ¢ € ]0, 1] tel que :

Z 1n+1 f(ﬂ-H)()
— _— C
= ( +1)!

|
_ Z E"‘ exp(c)

k=0 (n41)!



; (exi(lc))‘ > 0. De plus, par croissance de la fonction exponentielle, on sait que 1 < exp(c) < e < 3. Par
n !

conséquent pour n > 2, on sait que j— I < 1.D’ou:
n
L L |
Y —<e<) —+—
i—o k! i—ok!  nl

Méthode 2 avec la formule de Taylor avec reste intégral

(1) = i 1"+/ "“)(t)dt
n 1 ;
e:k_ZOEJr/o (n)' edt

Or une rapide étude de fonction dex — ¢*(1 —x)" nous permet de dire :

Ve €]0,1[,0 <(x—1)"" < 1

D’ou le résultat.
Pour montrer que e est irrationnel, on raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe (p,q)N x N* tels que

e= B. On a montré que :

q
1 1 1
Y —< e <Y —+—
i k! ikt 4!
71 1 1
Z o < d < Z ol + pul
k=0 q k=0 q:
q | q
b Y T
;k!<p(q N!< kzok +1
q q!
Or Z il est entier et p(¢g — 1)! est donc un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs d’ou
k=0""

la contradiction. On a donc montré que e € R\ Q.

Pour trouver une approximation a 1074 pres,il faut regarder pour quel entier n, on a n! > 10*. On constate

1
quen:8etdoncemkgby

Exercice 3



Soit f: [0,1] — R de classe C? vérifiant £(0) = f'(0) = f'(1) = 0 et f(1) = 1. Un exemple de f a été
dessiné ci-dessus pour la fonction x —> 3x? —2x. Comme on sait que f est de classe C?, on va pouvoir
utiliser les formules de Taylor.

Méthode 1 avec la formule de Taylor-Lagrange

Quand on lit I’énoncé, on peut se dire qu’intuitivement f admet deux extrema locaux en O et 1 et qu’il
va falloir que f’ varie fortement sur I’intervalle |0, 1 pour que f puisse varier de 0 & 1 tout en ayant une
dérivée nulle en 1 (sinon on peut constater que sans la contrainte f'(1) = 0, la fonction x x? satisfait les
conditions et f” est constante égale i 2).Or les formules de Taylor permettent d’exprimer la valeur de f en
un point en fonction d’un autre. On va donc avoir besoin d’utiliser les conditions en 1 et en 0 en exprimant
un point avec les deux formules. Comme les mathématiques aiment les ensembles €gaux, on a tendance a

choisir le point x = —, milieu de I’intervalle. Les formules de Taylor-Lagrange nous donnent I’existence de

1 1
co,C] qui appartiennent respectivement a ] 0, 5 [ et ] X 1 [ tels que :

2
£1/2)=10)+ ') 5)

2

0|
S~
[\S)

/2 =£(1) + e (1

D’ou:

I
—

S ()= 1)
f'(co) = f"(e1) = 8

Or d’apres I’inégalité triangulaire, on a :

8=f"(co) = f"(cr)l < |f"(co)l + 1" (cr)| < 2max(|f"(co)l,1f"(c1)])

.D’ou:
max (| f”(co)l, [f"(c1)]) > 4

. On a donc bien montré que f” n’est pas majorée par 4.

Méthode 2 avec la formule de Taylor avec reste intégral

N o . 1 .
De la méme maniere avec les formules de Taylor avec reste intégral au point x = > en fonction de 0 et 1

donnent : ]

/02 (% _t) f(e)dt Zf(%) = 1+/1; (%—t) f(t)dt



b a
On rappelle / = — / etdoncona:
a b

.Or:

max| f”|
e /" [0,1]
/0 (E_t)f( t)dt| < ‘ 1
En effet
L 1
1 > ! —(A =027 (-1 1
/()E_tdt /()(——l)dl‘—f—/; (t——) —[ 2 0+ 3 1—4—1
2

D’ou I[na)](|f”| > 4.
0,1
Méthode 3 (pour celles et ceux qui n’aiment pas les formules de Lagrange)
On raisonne par I’absurde en supposant | f”(x)| < 4 — & pour tout x € [0, 1] pour un € > 0 donné. Alors pour
tout x € [0, 1]

Wl < [ 170l < -e)
et |
I [0l < =) (1-).

Ceci prouve | f'(x)| < (4 — €)min(x, 1 — x). Alors

1 1/2 _
1)|§/0 yf’(x)|dxg/ (4— 8xdx+/ £)(1 — x)dx =¥<1,

Exercice 4

La fonction cos est de classe € sur R, donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a tout ordre
sur I’intervalle [0,x] (x est un nombre > 0 fixé). Faisons le a ’ordre n : il existe ¢ € [0,x] tel que

n—1 _k

— YV cos®(0) 1 cos™
cos(x) kZE) e (0)+ €08 (c).
D’ou L
_ ' cosk) < (n) <
| cos(x) k;)k! cos'(0)] < . |cos'(c)| < .

T Y/
On veut trouver une valeur approchée de cos(3—2) a 1075 pres : I’idée est donc de prendre x = 0 ci-dessus,

n—1 k
et la valeur approchée sera la somme Z cos(k) (0).
i~k

A quel ordre faut-il aller ? Comme on veut & 1075 prés, d’apres la majoration ci-dessus, il faut choisir un

1 n
ordre n tel que — (3%) <1072 par exemple ¢a marche pour n = 5.



Ecrivons donc la formule de Taylor-Lagrange pour cos a I’ordre 5 : il existe ¢ € [0, x] tel que

2 3 x4 X

cos(x) = cos(0) +xcos’(0) + % cos”(0) + % cos®)(0) + ] cos®(0) + il cos®)(c)

52
:1_E+E—§sm(c)

D’ou finalement
eos (2~ (1-3(5) + 4 (%) ) 1<10°s
cos|— ) — —— (= — (= .

32 2 \32 41 \32 -
La valeur approchée cherchée est donc 1 l(n)2+ ! ( >4
vaieur app 2 \32) T\

v/
Pour trouver la valeur exacte, on se sert de la formule cos(20) = 20052(6) — 1. Pour 6 = 3 on a
alors

1
0052(37;) 5 (1 + cos 1_7r6>

T ..
De méme, pour calculer cos(1—6), on utilise cette formule :

1 1
cos2(1ﬂ6) 3 (1 + cos 16) , et de mémecosz(g) 5 (1 + cos %)
2
Or % =5 donc on remonte :
T 24+42 1 242412 - /¢z+ 24242
coS(g) == COS(E) = 5 ,  CoS 3—2) = 5 .

Exercice 5

1) On applique la formule de Taylor-Lagrange au voisinage de 1 a I’ordre 2. On calcule les dérives succes-
1 —1 2
sives de In : In'(x) = o In® (x) = 2 In® (x) = x—j,

2 2
mu+@:mm+ﬁﬂu+%m®m+%m®u+%m@qau
_ﬁ+£muﬁm
2 6 (1+6x)*

Onadeplusal’ordre 1 :

(1) —x -5
n =X— =
R N R
21 2(1+6 2
2) On considere les restes pour x > 0 : x_ x_ (1+6.x) > 0. On en déduit donc : Vx > 0,x— ol <
2 (14+6:x)2" 6 (1+6x)* 2

In(1+x) <x.
x x , x
3)Ona (1+=)"=exp(nin(1+=)). On applique 2) pour - :
n n n

X )C2

X



2

@x—;—n <nln(1+;—6)) <x
2

< exp(x— ;C—n) < exp(nln(1+ g))) < exp(x)
x? X
& exp(x) exp(%) <In(1+ r_l)) < exp(x)

x2

Or, limy_o exp(x) exp(z—) = exp(x). Par le théoréme des gendarmes, on obtient finalement, lim,o.In(1+
n

)" =exp(x)

p :

4) Soit f(x) = (1 —|—x)% pour x €] — 1,0 4+[/0. On cherche a prolonger par continuité la fonction en 0.

On a f(x) = exp(=In(1+x)). On doit s assurer que les limite en 0" et en 0~ coincident mais les inégalités
X

de la question 2) ne sont vraies que pour x > 0. On raisonne avec les DL en 0

exp(%ln(l +x)) = exp(i(x—{—o(x))) =exp(l+o(1)) =exp(l)exp(o(1)) —_0exp(1)

On pose f(0) = lim,_of(x) = exp(1) et f(x) = f(x),x # 0.

On calcule le DL al’ordre 2 en 0 :
2

exp(" 1)~ exp(d (e~ X1 0(2) = exp(1 — % +o(v)
_ X _ Cx X g Cexp(lx exp(D®
=exp(1)exp( 5 +o(x)) =exp(1)(1 >t3 +o(x")) =exp(l) yt— +o(x%)

Exercice 6

1. On considere la fonction f définie sur R par f(x) =1 + x4 x4+ x>. Cette fonction est de classe €
sur R, donc on peut écrire la formule de Taylor-Young pour f au point 1 a tout ordre. On la veut a
I’ordre 4 :

as| 31 “)(1
7@ = £+ £ -1+ o2 LWy
ou € est une fonction qui tend vers 0 en 0. Calculons les dérivées :
) =14+2x+3x%, f'(x)=2+6x, ) =6 fPx) =0vk>4.
Donc /(1) =6, f(1) =8, f3 (1) =6 et ¥ (1) = 0 et on obtient la formule

Flx) =4+6(x—1)+4(x— D2+ (x—1)P° 4 (x—1)*e(x—1).

(x—D*+(x—1)*e(x—1)

2. On considere la fonction f définie sur R par f(x) = cos(x). De méme, cette fonction est €~ sur R.
Ecrivons la formule de Taylor-Young au point O a I’ordre 4. Pour cela, on calcule les 4 premieres
dérivées en O :

cos’(0) = —sin(0) = 0, cos”(0) = —cos(0) = —1, cos®)(0) = sin(0) = 0, cos® (0) = cos(0) = 1.

On obtient donc

X xt

cos(x) =1— 5 + 24 +x*e(x),
ou € tend vers 0 quand x tend vers 0.
4 4

Pour x > 0, on a envie de dire que le terme ;—4 —|—x48(x) sera du signe de ;—4, donc positif, et que donc

2

4
cos(x) ==1— % + ;—4 +x48(x) >1- % Cependant, ce n’est pas tres rigoureux et pour ce genre de
majoration il vaut mieux utiliser la formule de Taylor-Lagrange :

6



- al’ordre 2 pour I’inégalité de gauche : il existe ¢ €]0,x] tel que

2
cos(x) =1— 5 cos(c).
D’ou on en déduit (puisque x est positif mais comme on a x? c’est aussi valable pour x négatif)
que
2 2
lcos(x) 1] < S| cos(e)] < 5.

2 2
X X ) .. e e,
et donc 5 <cos(x)—1< 5 On obtient ainsi la premiere inégalité.

- al’ordre 4 pour I’inégalité de droite : il existe d €]0, x| tel que

2 4
-4 ‘
cos(x) Ry cos(d)
De méme, on a alors
cos(x) —1 +% < %, et donccos(x) — 1 +% < %7

ce qui donne I’'inégalité voulue. C’est aussi encore valable si x est négatif puisqu’on a que des
puissances de x paires : le signe de x n’importe donc pas dans les majorations.

3. On considere la fonction A définie par i(x) = exp(x). Cette fonction est C™ sur R donc on peut
appliquer la formule de Taylor- Young en O a I’ordre 4. On remarque que pour tout k > 0,on a Ak (x) =
(—=1)*h(x), d’ott I’on en déduit que ¥ (0) = (—1)¥, ainsi :

2 3 4
x- x X 4
) =1yt
exp(—x) 1 x+ 76 +24+x g(x),
ou € tend vers 0 quand x tend vers 0. De méme, pour I’encadrement on utilise plutot Taylor-Lagrange
al’ordre 3 : il existe ¢ €]0,x[ tel que
2 .3
exp(—x) =1—x-+ % - %exp(—c).

Puisque x est positif et ¢ > 0, on a exp(—c) < 1 et donc on obtient la majoration suivante :

2 3 3
exp(—x) — 1 +x— % < %exp(—c) < %
x3
On obtient ainsi I'inégalité de droite. Par ailleurs, puisque x > 0, on a 3 exp(—c) > 0 et donc on

2 3 2

. . xT X X . L.
obtient bien que exp(—x) = 1 —x+ 576 exp(—c) > 1—x+ 5 Si x est négatif, on peut montrer
qu’on obtient les mémes inégalités : il suffit de faire le méme travail sur la fonction x — exp(x) pour

x positif.

Exercice 7

1 ,
On considere la fonction f(x) = e »* définie sur R*.

1. Commencgons par calculer les premieres dérivées de f : on a



C’est donc sous la bonne forme avec Pj(X) = 2X 3 Continuons a dériver : il faut maintenant dériver

un produit :

-3 _1 4 _1 -6 47 _1
f//(X):Fe X2+Ee 2= [x—4+)¥]e <2,

C’est aussi sous la bonne forme avec P»(X) = —6X 4 +4X°. On peut continuer 2 dériver :

24 36 8| —L
Cy= | 2|2
W= - F 4 5]

et on trouve alors P3(X) = 24X >~ 36X +8X°. Montrons maintenant le résultat par récurrence sur
n € N. Condidérons 1’hypotheése de récurrence suivante : "il existe un poyndme P, tel que f () (x) =

1\ _L
X

Initialisation : Pour n = 0, c’est trivialement vérifié avec le polynome Py = 1. On vient aussi de
montrer le résultat vrai pour n = 1,2, 3.

Heérédité : Supposons le résultat établi pour un certain rang n € N, autrement dit on sait qu’il existe

Iy 1 . . .
un polyndme P, tel que £ (x) =P, <—) e 2. Dérivons ceci comme un produit :
X

1 1 _1 2 1 _ 1
+1 _ / -
o =g (y) g (i)

1, /1\ 2 [/1\] -2
= et \y) TG )]l

Posons donc P,y 1(X) = —X2P.(X)+2X3P,(X), il vérifie bien la propriété attendue et donc le résultat
est montré par récurrence. (On peut vérifier que cette formule donne bien P;, P et P3 a partir de Py, P;
eth.)

, . 'y & . s
. Soit P € R[X], on cherche a calculer 11rr(1)P <—) e . Si P est constant, alors cela revient a calculer
x— X

1 . ) L.
lirr(l)e 22, qui est 0. Sinon, on peut écrire P sous la forme P = ag +ajx+ - - - + a,x", et alors
X—r

1 n n—1_ ...
p(lL :a0+ﬂ+...+a_”:a0x +aixm +-Fay
X X x" x"

1

2

Par théoreme de croissances comparées, on sait que lim
x—0 X

=0 pour n > 1, d’ou on en déduit que
la limite cherchée est 0.

. On sait que la fonction f est de classe €~ sur R* en tant que composée de 2 fonctions ¢’ sur R*.
D’apres les questions 1. et 2., on peut prolonger toutes les dérivées de f par continuité en 0, en posant
la valeur limite qui est O par 2.. Ainsi, la fonction f ainsi prolongée est de classe 4 sur R, et on peut

appliquer la formule de Taylor-Lagrange a tout ordre. Comme toutes les dérivées de f en O valent
alors 0, il ne reste que le dernier terme dans la formule de Taylor-Lagrange : il existe ¢, € |0, x][ tel que

£0) =270 co)



Graphe de la fonction :

\

Exercice 8
Soit f € C*(R) et g = /-
1) Supposons f(a) # 0. En appliquant, la formule pour la dérivée d’une composée ;on aurait \/_ ' ﬁ f
et \/f = 8 _f/ 2]:;_ Comme f est de classe C* en a et f(a) # 0, g’ et g” sont bien définies en a, de

plus, elles sont continues par compositions fonctions continues donc g est de classe C2 en a.

2) f est a valeurs positives donc si f s’annule en a € R, la fonction atteint un minimum (local et méme
global) en ce point. Par conséquent, f'(a) = 0 et f”(a) >0

3) Soit a € R tel que f(a) = 0. On fait un développement limité au voisinage de a. Pour un réel i € R,
on a donc f(a+h) = f(a)+ hf'(a) + k> f"(a) + o(h*) = K> f"(a) + o(h*). On applique la formule théo-
rique pour les limites, g est dérivable en a si la limite suivante est un réel bien défini (on factorise par h?
puis on considere VA2 = |hl) :

V/fla+h) —/f(a) [Al(v/f"(@) +o(1)

limy, 0 I = limp,_ I

[Al(v/f"(a) +o(1) IhI\/O(l) I i

Supposons £ (a) = 0, alors limy, . = lim;H Mais limy, ¢+ e 1 etlimy,_,- i
. B . . |n I\/
—1, de plus, limy_,9+/0(1) = 0. Par conséquent, lim;,_,o————— = 0. La fonction g est donc dérivable en

a.

h 1/ 1 h / £
IV S Eza) +ol) n’est pas définie. En effet, limh_>0+M
|
h|(\/ f" 1
f"(a) et limy,_,o- AV gla) +oll) = —/f"(a), les limites en 0" et en 0~ ne coincident pas. La fonc-

tion g n’est pas dérivable en a.

Réciproquement, supposons f” (a) # 0, alors limy,_q

Exercice 9

2M, M
Etudions la fonction g : u — -0 + u.
u

g est dérivable sur R, de dérivée :



Calculons les zéros de la fonction g’ :

g'(u)=0
My M,
)
4M,
— 2 =20
M,
M,

< u=2 il caru >0
M,

- M, .. ..
Ainsi g’ s’annule en up = 24 / ]\70 et sur |0,up], g’ est négative et sur [ug, +oo[, g’ est positive.
2

Par conséquent g est décroissante sur |0, ug| et croissante sur [ug,+oo[ en atteignant son minimum global en
up de valeur g(up) = 2+/MoM,.

On suppose que f est bornée par My et que f” est bornée par M, et nous voulons montrer que f est bornée
par M| =2/ MoM,.
Ecrivons la formule de Taylor-Lagrange entre x et x + u, avec u > 0. Il existe ¢ € [x,x+ u] tel que :

u? oy fatu)—fx)  f(c)u
?<:>f(x)— u 2

fltu) = fx)+f (x)utf(c)
Prenons la norme et appliquons 1’inégalité triangulaire :

= fatu)—fx)  fu| _ |f(X+M)|+|f(X)|+|f”(0)|u<2Mo+uMz

|f/(.X) u 2 - u 2 T u 2

= g(u)

Donc nous avons | f'(x)| < g(u), qui est valable pour tout u > 0. En particulier ¢’est valable pour u = u et
donc :

()] < 8(uo) = 2+/MoM>

10



