Université Claude Bernard-Lyon 1 Semestre de printemps 2016-2017
Fondamentaux des mathématiques 2

Examen final du 10 mai 2017-durée 3h

Le sujet est imprimé sur une page resto-verso. La qualité de la rédaction sera prise en compte lors de la
correction. Documents, téléphones portables et calculatrices sont interdits. Les exercices sont indépendants
et peuvent étre traités dans I’ordre de votre choix.

Exercice 1. (6 points)
Soit B = {e;, e,, €3}
Soit f: R3® - R3 ’application linéaire définie pour tout u = (x,y,z) € R3 par :
fu) =(6x—4y —4z,5x — 3y —4z,x —y)
1. Déterminer la matrice de f dans la base B
2. Montrer qu’il existe un vecteur a € R3, non nul, tel que ker(f) = Vect(a), déterminer un vecteur qui
convient.
3. Soith=e;+e,etc=e;, —e;
a. Calculer f(b) et f(c)
b. En déduire que {b, c} est une base de Im(f).
Montrer que B’ = {a, b, c} est une base de R3
Déterminer la matrice de f dans la base B’
Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f).
A-t-on ker(f) ®Im(f) = R3?

N o oA

Correction exercice 1.
1. Lescoordonnées de f(u) dans la base B = {e;, e5, e3} sont

6x —4y — 4z 6 —4 —4\ /x
<5x -3y — 42) = <5 -3 —4) ()’)
X—y 1 -1 O z

6 —4 —4
matgf =5 -3 —4

Donc

1 -1 0
2.
6x—4y—4z=0 6x —4x —4z=0 X
uz(x,y,z)Eker(f)(:){Sx—3y—4Z=0@{5x—3x—4z=0@{z_§
x—y=0 xX=y y=x
Donc u = (x X, ’Z—C) = ’2—‘(2,2,1)
On pose alors a = (2,2,1) et ker(f) = Vect(a)
3.

b = (1,1,0) donc
f(b)=(6%x1—-4%x1-4%x05x1-3x1-4x%x0,1-1)=(2,2,0) =2(1,1,0) =2b
c=(01-1) =e, — e
Donc
fle)=(6x0—-4%x1-4x%x(-1),5x0-3x1—-4x%x(-1),0-1)=(0,1,-1) =c¢
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b
b:%f@):f@)emuﬂ et ¢ = f(c) € Im(f)

Comme b et ¢ ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de Im(f).
D’autre part, d’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®)
Donc dim(Im(f)) = 2, une famille libre & deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2
est une base.
4. Soit a, B,y trois réels
Li( 2+ =0
aa+ Bb +yc =0gs = a(2,2,1) + £(1,1,0) +y(0,1,—-1) = (0,0,0) = L,2a+ L +y =0
L a—y=0

Li (2a+B=0 (B=0
:LZ—Ll{ y=20 :{yzo
Ls a—y=0 a=0

La famille {a, b, c} est une famille libre a trois éléments dans un espace de dimension trois, ¢’est une

base de R3.

0 0 O
matg f = (O 2 0)
0 0 1
Car f(a) = Ogs, f(b) =2betf(c) =c

6. {a,b,c} estune base de R3, {a} est une base de ker(f) et {b, c} est une base de Im(f) donc
ker(f) ®Im(f) = R3.

Exercice 2. (4 points)
On note B = {e,, e,, e5} la base canonique de R3. Etant donné a € R, soit f I’endomorphisme de R3 tel
que :
fa(ey) = e +e; + 2e3
fa(ez) = e+ e; + aes
fa(e3) = ey + 2e3
1. Donner la matrice A représentative de f,, dans la base B.
2. Calculer, lorsqu’elle existe, la matrice inverse de la matrice A.
3. Pour quelles valeurs de a, B f, est-il un isomorphisme ?

1 1 1
A=(1 1 0)
2 a 2
1 1 1\ /%1 Y1 Li( x1+tx2+x3=Y
AX=Y<:><1 1 0>(x2)=<y2>@L2{ X1t X =Y,
2 a 2/ \x3 V3 L3 2x1 + ax; + 2x3 = y3
Ly { X1+tx2+x3=Yy; {x1=—x2—x3+y1
o
(

Correction exercice 2.
1.

s L, -1y —X3=Y2—01 X3=Y1—Y2
Ly — 2L (a — 2)x, = y3 — 2y, a—2)x; =y3—2y;
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Si a = 2 alors A n’est pas inversible.
Si a # 2 alors

1
Xy = m(—zjﬁ +¥3)

1 1
Xg ==Xy — X3ty = _ﬁ(_zh +y3) —y1t+ Yty = _m(_z}ﬁ_ (@ —2)y; +y3)

Alors
( 1
j =—(2y1+(a 2)y, —¥3)
L =a—( 2y1 +y3)
X3 =Y1—)2
Donc
(=2 ' =3
a—2 a—2
Al=| -2 1 |
0
a—2 a—Z/
1 -1 0

3. Pour a # 2 f, est un isomorphisme.

Exercice 3. (4 points)
1. Trouver les solutions de I’équation différentielle
y'+y —2y=-3e? +1
2. Exprimer la solution y telle que y(0) = 0 et y'(0) = 1.

Correction exercice 3.
1. L’équation homogene est
y'+y' —2y=0
Son équation caractéristique est :
2+r—2=0
Sesracinessontr; = letr, = -2
Sa solution générale est :
y = Met+ 1,e7%
Une solution particuliere de y” +y' — 2y = 1letyp = —%
Une solution particuliere de y”' + y' — 2y = —3e ™2t est de la forme
yp, = Ate™?t
yp, = A(=2te™* +e7%") = A(=2t + D)e™*
yp, = A(=2e7?t = 2(=2t + 1)e™?") = A(4t — 4)e~?*
Donc
yp, + ¥p, — 2yp, = —3e*' & A(4t — 4)e " e? + A(-2t + e *te? — 24te™? = —3e* & 34
=-3A4=1
Par conséquent une solution particuliere de y” +y' — 2y = —3e?t + 1 est :

1
— _ite-2t
Yp 2+ e

Et sa solution générale est

1
y =Aet +1,e7% — 5+ te2t
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y' = Aet — 22,67 %t + e7%t — 2te 2t

1
{y(0)=0®{/11+/12—%=0®L1 /11+/12=%<:> L, Jhth=;
yO=1"0 —a,+1=1 2L, -21,=0 27h 3,12:%
1 1 1
o kL JMT27673
L,—L, /12:1
6
y—%e“&-%e‘”——-&-te‘”

Exercice 4. (4 points)
1. ATaide du changement de variable u = In(x), d’intégrations par partie bien choisies, calculer

fe(ln(x))zdx

3

2. Donner le domaine de définition et déterminer les primitives de x +— ———.

Correction exercice 4.
1. Siu =In(x) alors x = e* donc dx = e*du
x=1=2u=0
x=e=>u=1In(e) =1

e 1
I = —[1 (ln(x))zdx=jouze”du

fol u?e*du

flw)y =e*  f(u) =e*
gw=v*  g'(w)=2u
I=[u?e"]y —2 fol uedu

Donc
1
I =e— 2f uedu
0
On pose
1
] =f uetdu
0
] = fol uetdu
Fap=et  fa=e
gw) =u g =1
J = [ue"]g —fole”du
Donc

1
]=e—2[ eldu=e—[etl}=e—(e—1)=1
0
Par conséquent
I=e—-2
2. x% 4 2x+ 2 apour discriminant A = —4 donc la fraction est définie sur R.
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x3 x% 4+ 2x + 2
x3 + 2x?% + 2x x—2
—2x?% — 2x
—2x% —4x — 4
2x + 4
Donc
x3 2x + 4

— —=x-2+—————
x2+2x+2 x%+2x+2
Par conséquent
2

j‘ x3 4 _J‘( - 2x + 4 )d X ) +f 2x + 4 4
22 +27 7 )\ r2x+2) T T ey o+ 2

x2 2x + 4

=7—2x+ mdx
On fait le changement de variable t = x + 1 dans I’intégrale, donc x =t — 1 etdx = dt
x3 x? 2t—1)+ 4 x? 2t + 2
fx2+2x+2dx:7_2x+f Zr1 ¢ :7_2x+ft2+1dt

x? 2t 1 x? 5

=7—2x+ t2+1dt+2 t2+1dt=7—2x+ln(t + 1) + 2arctan(t) + K
2

X

=?—2x+ln(x2+2x+2)+2arctan(x+1)+l(

Exercice 5. (4 points)
Soit h I’application définie par

2(x+ 1)
h(x) = mln(l + X)
1. Donner le domaine de définition de h.
x+1

2. Donner le développement limité a I’ordre 2 de au voisinage de 0 et en déduire le

x%+2x+2

développement limité de h(x) a I’ordre 3 au voisinage de 0.

3. Donner I’équation de la tangente au graphe de h au point (0,0), et précisez la position de la tangente par

rapport a sa tangente en ce point.
Correction exercice 5.

1. x% + 2x + 2 aun discriminant négatif donc x — xi(f;ljz est définie sur R, et x — In(1 + x) est
définie sur |—1, +oo[ donc h est définie sur |—1, +oo|.
2.
24+2x+  o(x?) 2+ 2x + x?
2 + 2x + x? 1—1Ly2
2
—x% + 0(x?)
—x2 + 0(x?)
o(x?)
Donc
2(x+ 1) x?
- L =] -—= 2
X2+ 2x + 2 7 Tol)
Comme
x2 3
In(1+x) = x—7+?+0(x3)



h(x) = (1 —x;+ o(x2)> (x—x72+%3+0(x3)> = x(l —x;+o(x2)> (1 —;+);—2+0(x3)>

=x<1—§+(—%+%>x2+0(x2)>:x<1—;—%x2+0(x2)>

x2 3

A 3
x—= 6+0(x)

3. y = x est une équation de la tangente au point (0,0)

x? x3 1 x
— = —_-— = — 3 = 2 ____ 3
h(x) —x 5 6+o(x) x( 5 6+0(x)><0

Au voisinage de x = 0 donc la courbe est au-dessous de la tangente.

Exercice 6. (3 points)
On rappelle que pour tout a € ]—%,%[

2 tan(a)

tan(2a) = Ttz () @

1. Montrer que 0 < arctan( ) <=

2. Prouver que 2 arctan (§> = arctan G)
Correction exercice 6.

1.
1 1 1 T
0< 3 < 1 = arctan(0) < arctan (§> < arctan(1) = 0 < arctan <§> < 1
2.
Comme
1 2 2 2
1 2 tan (arctan (§)) 3 3 3 6 3
tan (2 arctan (—)) = > = =2 =—_=—
3 1 (-1 8 8 4
1= (arcan () 1-(3) 179 9
De plus
0 < arct (1)<” 0 < 2arct (1)<”
— — i — —_—
arctan ( 2 arctan ( 5
Et

0 < arct (3) <z
arctan 4 )
Ce qui montre que

2arctan (3) = aretan (3
arctan 3 = arctan )

Exercice 7. (3 points)
Soit a, B des réels strictement positifs. Pour n € N, on pose

n

1
=Y
£ na + kp

Montrer que S,, est convergente et calculer sa limite (on pourra faire apparaitre une somme de Riemann).

Correction exercice 7.



n

X Y Py

k=1

n
e
+= ﬁ nk 10+

k
B

Il s’agit d’'une somme de Riemann qui tend vers

1 1 1 1 1 'B
L a+px ﬁln(a—i-ﬁx)]o =E1n(cx+/j) —Eln(a) = Eln (1 +E>



