Fondamentaux des mathématiques I



Chapitre 1
Matrices

Les matrices sont des tableaux rectangulaires deréels ou e complexes. Danstout ce chapitre,
K = R ouK = C. toutes les matrices sont a coeffi cients dans K.

Définition:

Unematrice (m, n) est un bleau redangulaire avecm lignes et n colonres.
Conwention denofation :

Les matrices sont notées avec unemajuscule, pa exemple A4, le codficient delai-ieme
ligne et dela j-iéme colonneest notéedorsa; ;. On poe dorsA = (a; ;)1sism

1<js<n

Notation:
L’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a weffi cients dansKK est noee M, ,, (K),
lorgguem = n on notk cet enseemble M, (KK).
Définition:
La somme dedeux meatrices de M, ,,(K), A etB est lamatrice C définie pour butl < i <
metl <j<npac;;=a;;+b;j, le produit d’un scalaire A par unematrice4 €

M (K) est lamatrice D définiepour butl <i<metl<j<npad,;; = Aa;;.

Exemple :
Soient A = (18 52 i)etB (; Fl) :g)
wow=a(ly 2 )65 D=Co 30 D0CF A
( —24 38)
16
Définition:

Le produit d’une matrice A € My, ,, (K) pa unematrice B € M, ,,(K) est lamatrice
C € My, (K) définiepourtoutl <i<metl<j<ppa:

n

Cij = Z a; icby

k=1

Remarque:

Cette multiplication n’est pas commutative, ¢’est-a-dire qu’en général AB # BA.Sim # p
le produt AB est unematrice de M, ,,(K) alorsquele produi BA n’existe pas, et sim = p,
AB est unematrice de M, ,,, (K) et BA est unematrice M, , (K).

Propostion:
Pour tousentiersn, p etq etA € My, », B € M, ,(K) etC € M, ,(K) alors(4B)C =
A(BC)

Démonsdration
NotonsD = AB,E = BC,F = (AB)C etG = A(BC)
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Alorspourtousi etl, avecl <i<m,1<[l<gq,ona

14 14 n n 14
fii = Z dikCry = Z Z a;jbjx | Cr1 = Z a; jbjiCri = Z a; j (Z bj,kck,l> = Ji.
k=1 k=1 \j=1 1<j=n =1 k=1
1<k<p
DoncF =G.
Exemple:

Soient A = (_14 _52 —36) etx = ( g )
-3

Aorsax=(1 72 3) g):< 1% 0+ (~2) X 2 +3 x (=3) ):(_13)

-4 5 -6 3 (-4)x0+5x2+(—6) X (—3) 28
1 2
. B /1 2 0 3
SO|entA—<—1 3>etB—(_1 1)
2 0
1 2
1 2 0 3
AB=<—1 3)( )
2 0 -1 3 1 -2
1x1+2x(-1) 1x2+2x%x3 1x0+2x1 1x3+2x%x(=2)

=[(-Dx1+3x(-1) (-1)x2+3x3 (-1)x0+3x1 (-1)x3+3x(-2)
2xXx1+0x(-1) 2x2+0x3 2x0+0x1 2X3+0x(=2)

-1 8 2 -1
=l—-4 7 3 -9

2 4 0 6
Définition:

La matriceidentité de M, (K) est lamatriceI,, définie pour but (i, j) avecl <i < net
IS]STI,SL’]:OSl:F]et(S‘u:l

o177

Ly=|: ~ -~ -~ ]

1)

Remarque:
S A e M,(K)

Définition:
Soit A € M, ,(K), on apdle sousmatrice de A toute matrice obtenueen di minant
certaines (ou aicune) lignes de A et certaines (ou aicuné colonres deA.

Définition:
Soit A € My, (K), latrangposedeA est la matrice de M, ,,, (K), B définie par b; ; = a;;

pourbutl<i<netl<j<m.

Notation:
LatrangpogedeA est notelA.



aq a» a1,m-1 a1m
azq a ., Az m-1 azm

S A= : : : . : alors
ap-11 Qp-12 *° Qun-1m-1 Qn-1m
an,1 An,2 e anm-1 Anm
aia azq ap-11 an1
W) ap» ap_12 an 2
tg = . . . ] .
A1m-1 A2m-1 " Ap-—1m-1 Anm-1

a1,m arm ot Ap-1,m Anm

Propostion:

Pour butA € M, ,(K) etB € M, ,(K), ‘(AB) = 'B*A

Démondration
NotonsC = AB,D = '(AB),E = ‘A, F = 'B etG = 'B'A dorspa déinition dela

trangpostion @ du produi, pourtoutk, avecl < k < p et pour buti avecl <i <m,
n n

dii=cix = Z a; b = z €ifkj = Ik,
DoncD = G.

Définition:
Une matrice est dite symétrique lorsqu’elle est égale a satrangposee

Remarque:

Les matrices symétriques sont des matrices carrées.

Les matrices symétriques sont symétriques par rapportala diagonde « en haut a gauche»
«en bas adroite ».

Exemple:

Définition:
Soit A € M;,,(KK), une matrice carrée est inversible s’il existe une matrice B € M, (K) tel
que

Propostion:

Les seules matrices inversibles sont les matrices carrées

Soit A € M,,(K), s’il existe B € M, (K) telle que AB = I, dorsBA = I,;, doncA est
inversible.

Démongration admise
Propostion:

Soit A € M,,(KK), unematrice carrée inversible admet un ungueinverse
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Démondration
Suppo®nsqueA admet deux inverses B etC.
B =BI,=B(AC) = (BA)C =1, =C

Notation :
L’inverse d’une matrice inversible A est noeA™1.

Propostion:
Soient P; € M, (K) etP, € M, (K) deux matrices inversibles, dors(P,P,)~! = p; 1P/t

Démondration
(Py'PTY)(PiPy) = Py (P'P)P, = Py Py = PPy = Iy

Détermination pratique du calcul de I’inverse d’une matrice:
SY=AXdorsA"ly =A71AX =X

Y1 X1

Si on pogY = (3’2) etx = <xz), Y = AX est un ystéme ou les y; s’exprime en fonction
Y3 X3

desx;, dorsqueX = A~1Y est un g/stéme ol les x; s’exprime en fonction des y;, il suffit

donc d’inverser le systéme.

2 3 -1
SoitA=1{ 1 2 -1

-3 -2 =2
V1 2 3 -1\ /%1 Y1 = 2x1 + 3% — X3
Y=AX(:)<)’2>=<1 2 —1)(952)@{ Y2 = X1+ 2x; — X3
Y3 -3 =2 =2/ \X3 Y3 = —3x1 — 2X, — 2X3
Li( 2x1+3x; —x3 =), Ly 2x1 +3x, —x3=y;
(:)LZ{ X1+ 2x,—x3=Y, (:)ZLZ—Lli Xy — X3 =2y, — Y4
L3 \—=3x; —2x, —2x3 =y3 L3+ 3L, 4x, — 5x3 = y3 + 3y,

inl +3x;, — X3 =y,
Xy — X3 =2y, — Y1
Ly = 4L, —x3 =y3 + 3y, — 42y, —y1)
2x1 =y — 3%, + x3 {le =y, —3x; —4y; + 5y, — ¥3
=

(=14

o1 x =2y, —y; +x3 Xp =2y, —y1—4y1+ 5y, — ¥3
—x3 =4y; — 5y, + y3 X3 = —4y; + 5y, = ¥3
2x1 =y1 —3x; — 4y, + 5y, — y3
=3 X2 =—5y1+ 7y, —¥3

x3 = —4y1 + 5y, — y3
2x1 = =3y1 + 5y, —¥3 — 3(=5y; + 7y, — y3)
=4 X2 ==5y1+ 7y, — V3

x3 =—4y; + 5y, —y3
{le =12y, — 16y, + 2y3 { X1 =6y; =8y, +y3 (X1>
2N

X, = =5y1 + 7y, — 3 X ==5y1+7y; —y3 & | X2
X3 =—4y1+ 5y, — Y3 X3 =—4y; + 5y, — y3 X3

6 -8 1 V1
=(-5 7 =1]{XY2
—4 5 =1/\)3



6 -8 1
On en déduit queAd™! = (—5 7 —1)
-4 5 -1

Définition:
Soient A et B deux metrices de M, , (K). On dit queA et B sont équivalentes lorsqu’il
existe deux matrices inversibles Q € M, (K) etP € M,,(K) tellesqueB = QAP

Remarque:

On aurat pu ramplace Q1 par Q puisqueQ est inversible, mais cette notation pemet de
congerver unecertaine hamogénété avec la formule suivante.

Cette relation entre A et B est une relation d’équivalence, cela se vérifie facilement.

Définition:
Soient A et A’ deux matrices de M, (KK) st semblables s’il existe une matrice P de M, (K)
telle que A =P7lAp



