COURS DU MERCREDI 8/3/17

5.2 Intégrale de la valeur absolue

Théoréme 5.1 Soit f : [a,b] — R une fonction Ri. Alors |f| est aussi Ri et

/abf s/:\f\ -

) lsixe @, )
Contre-exzemple : soit f :[0,1] - R, z — ; alors | f| est Ri

—1 sinon.

(c’est la fonction constante 1) mais montrer que f ne I'est pas.
Démonstration du théoréeme : Soit A = {a =ty < ... < t, = b} une
subdivision de [a, b]. Soient t; < z,y < t;11. On a :

[f@)] = f )] < [f(z) = fy)l < Mi —m;

ou m; = inf[tuti-&-l} f < f(x)u f(y) < Ml = Sup[ti,ti_,_l] f
Donc supy, ;.1 [f] < M —m; + | f(y)| pour tous y € [ti, tiy1]. Donc :

sup |f] = M +m; < _inf f .

[t tit1] tistiva]
En sommant sur ¢, on obtient :
SA(fD) +Salf) < Sallf) +52(f)
= I'(f) = L(f) < S2(f) = Ss(f) -

Cela étant vrai pour toute subdivision A on en déduit :
Ye> 0, I'(|f]) = L(f]) < e

puis [*(|f]) = L(f) < 0= I*(|f]) = L(|f]). Donc | f] est Ri. Comme f <[f],

ona [°f < [P|f]. De méme, on a — [° f < [*|f|. Donc | [° f] < JP|f].
g.e.d.

6 Intégrale des fonctions continues, primitives

Théoréme 6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est Ri.
De plus, il existe F telle que F' = f et on a : [° f = F(b) — F(a).
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Lemme 6.2 Si f : [a,b] — R est continue, alors f est bornée.

Démonstration : Si par exemple f n’était pas majorée, posons pour tout

n, x, = sup f1([n,+oo[). La suite z, décroit.Soit x sa limite dans [a,b].
Comme f est continue,lim,, f(z,) = f(z) or lim,, f(x,) = 400 absurde!

g.e.d.

Démonstration du théoréme : Soit € > 0. Pour tout x € [a, b], il existe
0, > 0 tel que
ly — 2| <20, = [f(y) = f(@)] <e.

Lemme 6.3 1l existe x1,....,x, € [a,b] : [a,b] C U;[x; — 0y, i + 0s,]-

Démonstration de ce lemme : Soit E = {a <t <b : x,...,2, € [a,b]

la,t] C Uilx; — 84y, i 4 04,] . Comme a est dans cet ensemble, il est non vide
et ¢ = sup F existe. Par définition de la borne sup, il existe t € E tel que
a<t>c—0d. Alors [a,c+ 5. C U;[x; — Oy, T + 0z,] U [ — O¢, ¢ + d.]. Donc
¢+ 4. € E contradiction sauf si ¢ = b et dans ce cas [a,b] C U;[z; — d,,, x; +

0z, ] U [b— 8, b+ ). g.e.d.

Soit n = min;{d,,} > 0. Alors |z —y| < n = 74, |z — x;| < & et alors
ly— il < o=yl + |7 — 1] <26 = [(2) = F)] < |F) = Floo)| + | F () -
)l < 2e.

Doncsi A = {cH—ib_T“ : 0 <i < n} avec n assez grand pour que b_T“ <mn,
on a pour tout 7, M; — mi; < 2¢ ou x; = a + zb_T“ et M; = SUD(y, 2:04] f et
m; = infl, ;... f- Donc S&f — Saf < 2e.

Ainsi f est bien Ri. g-e.d.

Corollaire 6.3.1 Si f : [a,b] — R est continue par morceauz, i.e. il existe
A={a=uwz<..<uwz,=>} une subdivision de [a,b] telle que "k, f|iog.onii]
est continue et limxzwk f, limw:xk existent pour tout k, alors f est Ri sur

[, b].

Proposition 6.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors F' : x —
[X f est une fonction dérivable sur [a,b] et F' = f

Démonstration : Nous allons montrer que si f est Ri sur [a, b], si limz;c f=1
existe alors © — [ f est dérivable en ¢ de dérivée ' =1. On asiz # c:

F(x)—F(c)_l: 1 /w(f—l)

r —cC r —cC



Soit epsilon > 0. 1l existe n > 0 tel que |z —c| <n = |f(z) — f(c)] <e.
Donc|x—c|<77:>“M l‘—lw =l <e g.e.d.

Théoréme 6.5 (fondamental de ’analyse) Soit f : [a,b] — R une fonc-
tion dérivable telle que f' est Ri sur [a,b].

Alors f(b) / .

. r?sin(z™?) si x # 0,
Contre-ezemple : la fonction f : [0,1] - R, z —
0 sinon
est dérivable mais sa dérivée n’est pas Ri, n’étant pas bornée ...
Démonstration : Soit A = {xy < ... < z,} une subdivision de [a,b].
Alors :

ﬂw—ﬂmzﬁymﬂn—ﬂmzﬁ;mH—Mf@>

pour certains z; < ¢; < x;41 (théoréme des accroissements finis). Mais alors :

Saf < f(b) = fla) < Sf
b

et cela étant vrai pour toute subdivision A, f(b) — f(a) = [, f. qg.e.d.

7 Intégration par parties

Théoréme 7.1 Siu,v sont C sur [a,b], alors :

b b
/ u'v = [uw]’ —/ uv’ .
a a

Exercice 1 Calculer [] xsinzdz, [y 2%e®dx, [I Intdt, [y arctan zdz.

8 Changement de variables

Théoréme 8.1 Soit ¢ : [a,b] — R de classe C', soit f : I — R continue.
On suppose que ¢([a,b]) C 1. Alors :

é(b)

’ ()t = d
[ seme o= [ s
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4) Side plus ¢ est bijective [a,b] — [¢(a), (b)], alors
~1()
/abf(l”)dl" = /: NICONAOLE

Exercice 2 Calculer [ /1 — t2dt.



