COURS DU MERCREDI 15/3/17

8 Changement de variables (suite)

Si f:[—a,a] — R est continue, alors
a) sl f est paire, [, f=2[ [
b) si f est impaire, alors [*, f = 0.

Si f: R — R est périodique de période T, alors pour tout a € R,
=0

en effet, [“Y7 f(x)dw = [P f+ [ f+ [T f Or, en posant y = v — T,
on a: [T flx)de = [§ f(y)dy et [ [+ 77 f=0.

9 Théoréme de la moyenne

Lemme 9.1 Soient f,qg: [a,b] = R deuz fonctions Ri. Alors fg aussi.

Démonstration :

Supposons pour commencer que f,g > 0. Soit € > 0. Soit A une sub-
division de [a, b] telle que S®f — Saf < €. Soit A’ une subdivision de [a, ]
telle que S2'g — Sarg < €. Soit A” = AUA’. On a A C A” donc :

Saf < Sanf < SHf<SAf

et :

SNf —Saf<e
de mAlme :

SA”g — Sarg < € .

Notons A” = {a = xy < ... < x,, = b} et pour tout 0 < i < n—1 et toute
fonction h sur [a,b], M;h = supy,, ,.,,1 b et m;h = infy, o, 1 b
On a donc :

S¥(fg) = Sar(fg) =3 (wir1 — ) (Mi(fg) — mi(f9))

7

or, si z; <z < xipq, mi(f)mi(g) < f(z)g(z) < M;(f)M;(g). Donc :
mi(f)mi(g) < mi(fg) < Mi(fg) < Mi(f)Mi(g) -
D’0A7 :
S¥(fg) = Sar(fg) < 3o (wiwa — ) (Mi(f) Milg) — mi(f)mi(g))

1



< Z(l‘m —x)) (M (f)(Mi(g) — mi(g)) + mi(g)(M(f) — mi(f))
< S{;ll})fZ(ﬁm — ;) (M;i(g9) —mi(9)) +supg Y (wir1 — ) (Mi(f) — mi(f))

)b i [ab]

< s F(S% (9) — Sar(9)) + Sup g(S¥(f) = Sar(f)

< (sup f +supg)e
[a,b] [a,b]

C’est vrai pour tout € > 0 donc fg est Ri sur [a, b].
Si f,g ne sont plus forcément > 0.
On pose [T =max{f,0}, f/~ = max{—f,0}. On a bien entendu :

f=f=ffl=fr+f .1 =0.
En particulier, f© = 1(f+|f]) et f/~ = (] f| — f) sont Ri car f Ri = |f|
Ri.
Done fg=(f"=f)g"—97)=FTg"+ [ 9—fTg— [ g" est Ri.
g.e.d.

Théoréme 9.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si g > 0 est
intégrable sur [a,b] alors fg est intégrable et il existe a < ¢ < b tel que :

/abfng(C)/abg :

Cas particulier : il existe a < ¢ < b tel que :

= ['s

Démonstration : Pour le cas particulier, il suffit de prendre g = 1. Cas
général : Considérons la fonction :

h:[a,b]—>]R,xr—>f(a:)/abg.

La fonction h est continue. Soit x, € [a,b] tel que f(zo) = supy,, f et
soit ¥ € [a,b] tel que f(x1) = infy,; f. Alors comme f, g sont Ri, fg aussi

et : f(x1) [ g < [Lfg < flxo) [l g ie.

W) < [ 79 < hiaw)

donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a h entre x; et
o, il existe ¢ € [zg, 21] C [a,b] tel que h(c) = [° fg < [P fg = f(c) [P g. g.e.d.



10 Limites de sommes de Riemann
Notations :si A est une subdivision de [a, b], on pose ha = max?—y (2,41 —

x;) le pas de la subdivision. Si A est subdivision et si pour tout i, x; < & <
ZLit1, Ol pose SA,g(f) = i@ — 25) f (&)

Théoréme 10.1 Soit f Ri sur [a,b]. Alors

b
hlAirgo Saglf) = /a U

Cas particulier :

n b—a b
li a-+k = .
i 3 (o k) = [

Exercice 1

1

. L1 n 1 1 1 _rl 1
Solution : limp, 37 = = limy, 7 375 T = Jo T

Exercice 2

n

. n
Jm > s = /4

k=1

11 Intégrales de Wallis

Théoréme 11.1

po (2420~ 2)2p 2
2% p (1.3....(2p—3)(2p— 1)) -

p—o0 p

Lemme 11.2 Posons I, = [/ sin™ tdt. Alors :

I — 13..2n=3)2n— 1)
24 (2n—2)2n 2

2.4..(2n — 2)2n
1.3..(2n — 1)(2n + 1)

-[2n+1 -

pour tout n € IN.



Démonstration : On pose v/ = sint et v = sin” ' t. D’oAz u = — cost et
v = (n—1)sin" %cost et :

w/2 w/2
/ sin” tdt = [uv]™? 4 (n — 1) / sin""? ¢ cos® tdt
0 0

= (n— DIy — (n— 1),

(sin > 2) d’0A7 la formule de récurrence 'n > 2, I, = "T_l De plus on a :

w/2 w/2
10:/ :7r/2et11:/ sintdt =1 .
0 0

Démonstration du théoréme : D’apreés le lemme, on a :

1( 2.4....(2p — 2)2p )2 _ 241 Dy
p\13...2p—3)(2p — 1) 2p Iy,

or,si 0 <t <7/2,0<sint <1=sin??t <sin?™t <sin®t = I, <
I5p11 < Iy, et donc :
2p+1 Iopio Iopia

<1
2p [2p [2p
I
= lim 22 =1 |
p 2%

g.e.d.

12 A propos de l'intégrale d’une fonction Riemann-
intégrable strictement positive

Théoréme 12.1 Soienta < b € R. Si f est Ri sur [a,b] et si "z €]a,b], f(x) >

0, alors :
b
&/f>0.

En pariculier, si f est Ri sur [a,b] et si f > 0 sur [a,b], alors f;f =0=
F7Y({0}) est dense dans R i.e. pour tout intervalle I C [a,b] de longueur > 0,
Inf=to#0.



