COURS DU MERCREDI 22/3/17

Remarque : [ +/x? — 1dx peut s’intégrer par parties ...

13.0.1 [ R(x,vax?+ bx + c)dx ou a > 0, b*> — 4ac < 0

On écrit y = /a\/¢® + (z — p)? et on pose x—p = gsht (y devient ¢/acht)

Exercice 1 Calculer [ \/3%.

Chapitre VII
Approximations des fonctions

1 Dérivées n—iémes

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. On note f© .= f.
Sia € I, on dit que f est n—fois dérivable en a s’il existe un intervalle ouvert
a € J C I telle que f est n — 1 fois dérivable en tout point de .J et si f»~1
est dérivable en a; on note alors f™(a) = (f"Y)(a).

On dit que f est de classe €" sur I si f™ existe et est continue sur I. Si
f est de classe C" pour tout n, on dit que f est €.

Ex : les polynomes, x +— e* sont C* sur R.

Proposition 1.1 (Formule de Leibniz) Soit I un intervalle ouvert de R.
Soient f, g sont des fonctions I — R, soita € I. Si f™(a) et g™ (a) existent
alors fg est n—fois dérivable en a et :

@) =3 ()10

k=0

Démonstration : Récurrence sur n. Rappelons que (Z) = ”7'), et que;
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2 Théoréme des accroissements finis

Proposition 2.1 Soient a < b € R. Si f : [a,b] = R admet un extremum
relatif en a < ¢ < b et si f'(c) existe alors f'(c) = 0.

Démonstration :

Définition 1 On dit que f a un mazimum relatif en ¢ s’il existe un intervalle
owvert c € I C [a,b] tel que Yz € 1, f(z) < f(c).

Si f a un maximum relatif en ¢, alors

i F@ = 1)

T—c _ -
r>c oy c

et

T—C _ -
z<c T c

g.e.d.

Théoréme 2.2 (Rolle) Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[, si
fla) = f(b), alors il existe a < ¢ < b tel que f'(c) = 0.

Théoréme 2.3 (des accroissements finis) Si f est continue sur [a,b] et

dérivable sur ]a,b| alors il existe a < ¢ < b tel que f'(c) = w
Démonstration : On considére g(z) = f(z) — (v — a)f(bl),:a(a). On a
— _ f(b)—f(a)
g(a) = g(b) et ¢'(x) = f'(x) — =55+ g.c.d.

Corollaire 2.3.1 Une fonction est croissante sur [a,b] si et seulement si
f' >0, constante si et seulement si f' = 0.

Théoréme 2.4 (des accroissements finis généralisés) Si f,g : [a,b] —
R sont continues sur [a,b] et dérivables sur]a,b|, alors il existe a < ¢ < b tel

que (f(b) — f(a)g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c).

Corollaire 2.4.1 (Régle de L’Hospital) Si f(a) = g(a) =0, si lim e 5(:5) =

[ eziste, alors lime—a L& = [,
v#a 9(T)

—sinx
shx

cosz—1

—cosx __
chx—1 - 1

chzx

Ex : lim,_, = lim,_,g = lim,_,g
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3 Formules de Taylor Lagrange

Théoréme 3.1 Soient a < b € R. On suppose f C sur[a,b] et {1 existe
sur ]a, b[. Alors il existe a < ¢ < b tel que :

(tzn_f)ln;! £ ()

reste de Lagrange

fo)=fla)+®b—a)f'(a)+..+

Théoréme 3.2 Posons g(x) = f(b)—f(:E)—(b—x)f'(if)—---—(l):li:f)nf(n)(55)_

A(b(:jr)f;l o A est choisi pour que g(a) = 0.

Il suffit de poser A = (b(f:)?il (f(b) — fla) — ... — %f(”)(a)).
On applique le théoréme de Rolle a g : il existe a < ¢ < b tel que ¢'(c) = 0.
Or

(b— )"t

g'(c) = —f'(e)+f'(c)—(b—c) f"<c)+....+m £ (¢)— (b—o"

n!

(b—o)"
n!

Ft () +A

(b—o)"

- _ (b — C)”f(n—i-l)(c) + A o

n!
donc ¢'(c) =0 < A= f+D(c).

Ezxemples :
a) x>0, r—2?/2<In(l+z)<z—2%/2+2%/3.
b) "r e R, 1—2%/2<cosz <1—2?/2+2"/24.



