COURS DU MARDI 28/3/17

Théoréme 3.1 (avec reste intégral) Si f est C"*! sur [a, b],alors

1) = 1@ + b= a) @) + .+ Eo D ooy g [P ey

Démonstration : Récurrence sur n et intégration par parties ...  ¢.e.d.

Théoréme 3.2 (Taylor-Young) Si f est n—fois dérivable en a, alors

fla+h)= fla)+hf'(a)+..+ Zﬂ")(a) + he(h)

ot € est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0. Autre notation :
! h" (n) n
f(a—l—h):f(a)—i—hf(a)%—...—l—ﬁf (a) 4+ o(h™)

(cf. plus bas)

)(a). Pour tout

Démonstration : Soit T'(h) = f(a) + hf'(a) + %f
= fla+h) — f(a) +

0 <k <n, T®(0) = f™(a). Donc si on pose g( )
hf'(a) + .. +h"f(”( ), on a:

g*(0) = fM(a) = fP(a) =0 .
D’aprés la régle de ’'Hospital, on a alors :

g(h) _ g " I(R)
B e T e T T

. N .. . , L. . (n=1)(p,
si cette derniére limite existe. C’est le cas, par définition, limy_,o 2 - (h) —

9™(0) = 0.

q.e.d.

Ezemples : e* =1+ z + ...+ % +o(a"), = =1+ x4+ ... + 2" + o(z").

4 Comparaison locale des fonctions

Soit I un intervalle ouvert de R. Soit zg € I.

1



Définition 1 Soient f,g : I — R. On dit que f est dominée par g au
voisinage de xg, s’il existe C et un intervalle ouvert xo € J C I tel que :

Ywe T\ {xo}, [f(2)] < Clg(=)] -

Notation f = O,,(g).
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xg, si "e > 0, 3J t
un intervalle ouvert xo € J C I tel que :

Ywe J, | f()] < egla)] -

Notation f = 04,(g).
On dit que f,g sont équivalentes au voisinage de xg si [ — g = 04,(9)-
Notation f ~ g.

Exercice 1 f~g=g~f

ATTENTION : il serait plus correct d’écrire f € O(g) car par exemple
r = Oy(1) et 22 = Oy(1) mais x # 2% La notation ~ n’est pas compatible
avec 'addition : x + 2 ~, =+ 1 et —x ~, —x et pourtant 2 %, 1. En

revanche, f ~g= f*~g%et fi ~ g et fo~go= fifo~ g192.
Ezemple : sinx ~¢ x ~( tanx.

5 Deéveloppements limités

Soit I un intervalle ouvert contenant z, € R.

Définition 2 On dit que f : I — R admet un développement limité (d.l.)
d’ordre n au voisinage de xqy s’il existe ag, ...,a, € R tels que :

f=ao+ ...+ an(x—20)" 4+ 0y, ((x — 20)") .

Proposition 5.1 (unicité) Si f admet un développement limité a l’ordre n
en xg alors les a; sont uniques.

Proposition 5.2 Si f admet un d.l. d’ordre n > 1 en xq, alors f est déri-
vable en xqy de dérivée a;.

Exercice 2 La fonction f :x+— 1+ + 2%+ 23sin(1/z) siz #0, f(0) =1
a un d.l d’ordre 2 en 0 mais f7(0) n'existe pas.

Proposition 5.3 Soit a > 0 et soit f :] —a,a[— R une fonction avec un d.l.
d’odre n en 0 : f(z) = ag+ a1x + ... + a,a™ + o(x™). Si [ est paire les aggi1
sont nuls; si f impaire, les as, sont nuls.



5.1 D.l. & connaitre par coeur

2 3 n

:):_1 T x n
e’ = +x+?+€+...+ﬁ+0(m)
. z? (‘Unx%ﬂ 2n+2
SIDI:JI—E—F...—FW—FO(x )
x? ot (_1)%32” 2n+1
COS:L‘—l—?—i—ﬂ—}- +W+O(l' )
23 2+l
hx = —_— .+ —— n+2
shx x+6~|— +(2n+1)!—|—0(a: )
2 3174 x2n
he =14+ "— 4+ = + ... 2n+1
chz t5 gt +(2n)!—|—0(:ﬁ )
—1 —1)...(ax— 1
(1+x)a=1+ozx+a(a7>x2+...+a(a Jolazn+1)
2 k!
)
| n k.l’k+1 1
n(l+z)= -1 + o(x"
(1+2) =3 >k+1 (@)
n +1
—In(1 —z) Z o(z"*1h)
kO

5.2 Opérations sur les d.l.

5.2.1 Somme, produit, quotient, composée

«o(1).0(1) = o(1), (o(1) —o(1) = o(1), 20(1) = o(1), f(x)o(1) = o(1) si f
bornée »...
Exercice 3 Développer a l’ordre 2 en 0 e” cos xet hl(lﬂ)
5 en (0 tanx

. Développer a l’ordre

Théoréme 5.4 Soit I un intervalle ouvert qui contient 0. Soient P,,Q,, des
polynomes de degré < n. On suppose que f(x) = P,(x) + o(z") et g(x) =
Qn(x) + o(z™).

Alors f+g =P, + Q, + o(z"),

fg = R, + o(z") ot R, est le reste de la division euclidienne de P,Q,
par X"

Si g(0) = Q(0) # 0, alors f/g = S, + o(z"™) ou S, est de degré < n et
P, = S5,Q, mod X"



