COURS DU MARDI 4/4/17

6.1 Formule de Stirling

Proposition 6.1 Soit u, = ( n . La suite Inu, est croissante et il existe

BN
une constante C' > 0 telle que "n > 0, Inu,1 — Inwu, < %

Démonstration : In(upy1/u,) = 1—(n+1/2)(In(1+1/n). Posons f(x) =
1 —(x+1/2)(In(x +1) —Inz). La fonction f est dérivable 2 fois sur R et :

>0, f(r) = ~(n(e + 1)~ lna) — (@ + 1/ r )
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Donc f’ décroit. Or lim, ,, f'(x) = 0 donc f > 0 donc f croit. Or,
lim, o f(x) = 0. Donc f < 0.
On a donc la suite —Inu,11 = > p_; Inug —Inugy — Inw;. Montrons que
cette suite converge. On a In(ug/ugi1) =1 — (k+1/2)In(1 + 1/k)

_ 1 2
=~ +o(1/k%) .

Donc la suite k2 In(ug/up;1) est bornée car convergente.

I existe A > 0 tel que In(ug/ugs1) < A/K* Donc —Inugyy < 302, 1/k*—
Inwuy. Donc —Inugyq est croissante et majorée donc converge, disons vers /.
Donc u;, converge vers e~ = C > 0 i.e. :

n! ~ Cyvn <Z>n .

Théoréme 6.2

n!l ~ V2mn (n)
e
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Démonstration : On a déja démontré que lim, ., % ((272’7))) = .

Or, on a : 1.3....(2p—1
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Donc C?/2 = mi.e. C = /2.
Conclusion : n! ~ v/27n (%)n q.e.d.
6.2 Intégrale de Gauss
Théoréme 6.3
X 2
lim e dt =1
X—ooJ_X

Démonstration : [*y e Pdt =2 [X e ¥ dt. Or :
N<t<vn 1=/ <e ™ <(1+3/n)™" .

En effet, n(1 —u) < —usi0<u<1etIn(l+u) <wusiu>0.0ren
posant t = \/ncosu :

Vn /2
/ (1 —t*/n)"dt = \/ﬁ/ sin®* ! udu
0 0

et en posant t = y/ncotanu :

w/2
sin? 2 udu < v/n / sin?" 2 udu, .
0

/ﬁu + 12 /n)"dt = \/E/W/2

0 w/4
Comme [/?sin™ tdt ~ /7v/2n, on a :

vn
lim e dt = ﬁ
n—oo Jq 2



6.3 Somme des inverses des carrés d’entiers
Théoréme 6.4

S1_w
= n? 6
Lemme 6.5
shr lim (1+x/n) ; (1—2x/n)
x‘ n

Lemme 6.6 Soitp e IN. Sin=2p—+1, alors :

(1+z/n)"— (1 —x/n)" :xﬁ (1+ 72 )

2 Pl n?tan?(kw/n)

(1+z/n)"—(1—z/n)"
2

Démonstration :Sin impair, alors le terme de plus haut degré de
n .
est Z- et ses racines sont :

(It 2/n)" — (1—a/n)" = 0 < <1+‘”/”>n:1

1—x/n

L+x/n  oprm

= —p<k<p.
1—x/n c TP =RE=D
Or si w = e*™/" on a, :
1
1ji§Z =ws (z/n)(w+l)=w-1
n(w—1
Sr=n
w+1
B eilwr/n(eikﬂ'/n _ e—ikpz'/n)
=T = neikﬂ/n(eikﬂ'/n + e—ikpi/n)
0 i
e ren isin(kw/n)
2 cos(km/n)

& x = intan(km/n)

pour —p < k < p. Cela fait bien 2p + 1 = n racines distinctes vu que tan est
injective sur l'intervalle | — 7T/2 7/2[.

Donc (1+x/n)";(1—m/n)" = L Ii—_,(z —intan(kr/n))

% f[ (x/n —itan(km/n))(z/n + itan(kmw/n))



fb;f[ (z%/n? + tan®(kn /n))

2

_ % kr:[l (1 + W) kﬁl tan®(km/n)

Ce produit a pour coefficient devant z :

i, tan®(km/n)
B n

qui doit étre égal au coefficient devant = de (Hx/n)";(l_””)" i.e. : 1. Donc :

(1+2/n)" — (1 — z/n)" iﬁ( 22 )

2 n?tan?(kw/n)
q.e.d
Lemme 6.7
[e9) 132 1,2 >~ 1
(i) = 5 (Gp) o
Démonstration : En effet, In(1 + u) = u + o(u) donc :
2 ZEZ 00 ) )
Zln<1+k2 > :;ZU/{ +o(x
k=1 k=1
q.e.d

Lemme 6.8

h 2
In <Sj> - % + o(2?)

Démonstration du théoréme : On a pour tout 0 < x < 7/2, z < tanuz.
Donc :
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oo (e ) = B (1 o) < B2

Etsip>Fpy:
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k=Po+1

<Z[1n< k222>—1n<1+m>}+;i SR

k=Py+1

Or pour tout € > 0, il existe Py tel que Y325 1/k* < e. Et si Py est

fixé,
x? x?
lim In (1 —In|ll+ ———+———1]=0
R ( * k:27r2> " < o2 tan%kw/n))

pour tout 1 < k < Fy. Donc il existe P tel que p > P =

O<Zln<1+ ) Zln<1+n2tm(2k7r/n)>§2€'

D’ou In(shz/x) = lim,, (1”/")”2;(1%/")” =>iIn (1 + %)

Par unicité du d.1. a I'ordre 2 en 0 on a :
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6.3.1 Autre méthode

Exercice 1 a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a \/ll_—u entre 0 et
u a l'ordre n.

b) Montrer que arcsinx = [

1—2°

¢) Montrer que [i'*t =72/8.

d) En utilisant les formules trouvées dans un cours précédent pour [y /2 gin" tdt,
montrer que >.°°, ﬁl)Q =72 /8.

e) En déduire que >0, 55 = 12 /6.



