
cours du mardi 4/4/17

6.1 Formule de Stirling

Proposition 6.1 Soit un = n!

(n
e )

n√
n
. La suite lnun est croissante et il existe

une constante C > 0 telle que ∀n ≥ 0, lnun+1 − lnun ≤ C
n2 .

Démonstration : ln(un+1/un) = 1− (n+1/2)(ln(1+1/n). Posons f(x) =
1− (x+ 1/2)(ln(x+ 1)− lnx). La fonction f est dérivable 2 fois sur R∗+ et :

∀x > 0, f ′(x) = −(ln(x+ 1)− lnx)− (x+ 1/2)(
1

x+ 1
− 1

x
)

= lnx− ln(x+ 1)− 1

2(x+ 1)
+

1

2x

∀x > 0, f ′′(x) =
1

x
− 1

x+ 1
+

1

2(x+ 1)2
− 1

2x2

=
−1/4

x2(x+ 1)2
< 0 .

Donc f ′ décroît. Or limx→+∞ f
′(x) = 0 donc f ′ > 0 donc f croît. Or,

limx→+∞ f(x) = 0. Donc f < 0.
On a donc la suite − lnun+1 =

∑n
k=1 lnuk− lnuk+1− lnu1. Montrons que

cette suite converge. On a ln(uk/uk+1) = 1− (k + 1/2) ln(1 + 1/k)

= − 1

12k2
+ o(1/k2) .

Donc la suite k2 ln(uk/uk+1) est bornée car convergente.
Il existe A > 0 tel que ln(uk/uk+1) ≤ A/k2. Donc − lnuk+1 ≤

∑∞
k=1 1/k

2−
lnu1. Donc − lnuk+1 est croissante et majorée donc converge, disons vers l.
Donc uk converge vers e−l = C > 0 i.e. :

n! ∼ C
√
n
(
n

e

)n
.

q.e.d.

Théorème 6.2

n! ∼
√
2πn

(
n

e

)n
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Démonstration : On a déjà démontré que limp→∞
1
p

(
(2...2p)

1.3....(2p−1)

)2
= π.

Or, on a :
1

p

(
(2...2p)

1.3....(2p− 1)

)2

=
1

p

((2pp)!2)2

(2p)!2

∼ 1

p

[ 22pC2p
(
p
e

)2p
C
√
2p
(
2p
e

)2p ]2

∼
[C
√
p]2

2p
∼ C2

2
.

Donc C2/2 = πi.e. C =
√
2π.

Conclusion : n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n
. q.e.d.

6.2 Intégrale de Gauss
Théorème 6.3

lim
X→∞

∫ X

−X
e−t

2

dt =
√
π

Démonstration :
∫X
−X e

−t2dt = 2
∫X
0 e−t

2
dt. Or :

∀0 ≤ t ≤
√
n, (1− t2/n)n ≤ e−t

2 ≤ (1 + t2/n)−n .

En effet, ln(1 − u) ≤ −u si 0 < u < 1 et ln(1 + u) ≤ u si u ≥ 0. Or en
posant t =

√
n cosu :

∫ √n
0

(1− t2/n)ndt =
√
n
∫ π/2

0
sin2n+1 udu

et en posant t =
√
ncotanu :

∫ √n
0

(1 + t2/n)−ndt =
√
n
∫ π/2

π/4
sin2n−2 udu ≤

√
n
∫ π/2

0
sin2n−2 udu .

Comme
∫ π/2
0 sinn tdt ∼

√
π
√
2n, on a :

lim
n→∞

∫ √n
0

e−t
2

dt =

√
π

2
.

q.e.d.
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6.3 Somme des inverses des carrés d’entiers
Théorème 6.4

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

Lemme 6.5

shx

x
= lim

n

(1 + x/n)n − (1− x/n)n

2

Lemme 6.6 Soit p ∈ N. Si n = 2p+ 1, alors :

(1 + x/n)n − (1− x/n)n

2
= x

p∏
k=1

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)

Démonstration : Si n impair, alors le terme de plus haut degré de (1+x/n)n−(1−x/n)n
2

est xn

n
et ses racines sont :

(1 + x/n)n − (1− x/n)n = 0⇔
(
1 + x/n

1− x/n

)n
= 1

⇔ 1 + x/n

1− x/n
= e2ikπ/n, −p ≤ k ≤ p .

Or si ω = e2ikπ/n, on a :

1 + x/n

1− x/n
= ω ⇔ (x/n)(ω + 1) = ω − 1

⇔ x = n
n(ω − 1

ω + 1

⇔ x = n
eikπ/n(eikπ/n − e−ikpi/n)
eikπ/n(eikπ/n + e−ikpi/n)

⇔ x = n
2i sin(kπ/n)

2 cos(kπ/n)

⇔ x = in tan(kπ/n)

pour −p ≤ k ≤ p. Cela fait bien 2p+ 1 = n racines distinctes vu que tan est
injective sur l’intervalle ]− π/2, π/2[.

Donc (1+x/n)n−(1−x/n)n
2

= 1
nn

∏p
k=−p(x− in tan(kπ/n))

=
x

n

p∏
k=1

(x/n− i tan(kπ/n))(x/n+ i tan(kπ/n))
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=
x

n

p∏
k=1

(x2/n2 + tan2(kπ/n))

=
x

n

p∏
k=1

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
n∏
k=1

tan2(kπ/n)

Ce produit a pour coefficient devant x :

=

∏n
k=1 tan

2(kπ/n)

n

qui doit être égal au coefficient devant x de (1+x/n)n−(1−x/n)n
2

i.e. : 1. Donc :

(1 + x/n)n − (1− x/n)n

2
=
x

n

p∏
k=1

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
.

q.e.d.

Lemme 6.7
∞∑
k=1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
=
x2

π2

( ∞∑
k=1

1

k2

)
+ o(x3)

Démonstration : En effet, ln(1 + u) = u+ o(u) donc :

∞∑
k=1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
=
x2

π2

∞∑
k=1

1/k2 + o(x2) .

q.e.d.

Lemme 6.8

ln

(
shx

x

)
=
x2

6
+ o(x3)

Démonstration du théorème : On a pour tout 0 < x < π/2, x < tanx.
Donc :

p∑
k=1

ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
≤

p∑
k=1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
≤ x2

π2

∞∑
k=1

1/k2 .

Et si p ≥ P0 :

0 ≤
p∑

k=1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
−

p∑
k=1

ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
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≤
P0∑
k=1

[
ln

(
1 +

x2

k2π2

)
− ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

) ]
+

p∑
k=P0+1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)

≤
P0∑
k=1

[
ln

(
1 +

x2

k2π2

)
− ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

) ]
+
x2

π2

p∑
k=P0+1

1/k2

≤
P0∑
k=1

[
ln

(
1 +

x2

k2π2

)
− ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

) ]
+
x2

π2

∞∑
k=P0+1

1/k2

Or pour tout ε > 0, il existe P0 tel que
∑∞
k=P0+1 1/k

2 < ε. Et si P0 est
fixé,

lim
n→∞

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
− ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
= 0

pour tout 1 ≤ k ≤ P0. Donc il existe P tel que p ≥ P ⇒

0 ≤
p∑

k=1

ln

(
1 +

x2

k2π2

)
−

p∑
k=1

ln

(
1 +

x2

n2 tan2(kπ/n)

)
≤ 2ε .

D’où ln(shx/x) = limn→∞
(1+x/n)n−(1−x/n)n

2x
=
∑∞
k=1 ln

(
1 + x2

k2π2

)
.

Par unicité du d.l. à l’ordre 2 en 0 on a :

1

6
=

1

π2

∞∑
k=1

1

k2
.

q.e.d.

6.3.1 Autre méthode

Exercice 1 a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange à 1√
1−u entre 0 et

u à l’ordre n.
b) Montrer que arcsinx =

∫ x
0

dt√
1−t2 .

c) Montrer que
∫ π/2
0 t = π2/8.

d) En utilisant les formules trouvées dans un cours précédent pour
∫ π/2
0 sinn tdt,

montrer que
∑∞
n=0

1
(2n+1)2

= π2/8.

e) En déduire que
∑∞
n=1

1
n2 = π2/6.
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