
cours du mercredi 5/4/17

Chapitre VIII
Les fonctions convexes

Dans ce chapitre, I est un intervalle de R de longueur > 0.

1 Définitions

Définition 1 (convexe, concave) Une fonction f : I → R est convexe si
∀a, b ∈ I, ∀0 ≤ λ ≤ 1,

f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) .

Une fonction f : I → R est concave si ∀a, b ∈ I, ∀0 ≤ λ ≤ 1,

f(λa+ (1− λ)b) ≥ λf(a) + (1− λ)f(b) .

Proposition 1.1 Soit f : I → R convexe. Alors :

∀x1, ..., xn ∈ I, ∀t1, ..., tn > 0, f
(
t1x1 + ..+ tnxn
t1 + ..+ tn

)
≤ t1f(x1) + ...+ tnf(xn)

t1 + ...+ tn
.

Proposition 1.2 Une fonction f : I → R est convexe si et seulement si
pour tout x0 ∈ I, l’application :

I \ {x0} → R, x 7→ f(x)− f(x0)
x− x0

est croissante.

Théorème 1.3 Soit f : I → R dérvable. Sont équivalentes :

(i) f est convexe ;

(ii) f ′ est croissante ;

(iii) « le graphe de f est au-dessus des ses tangentes ».

Corollaire 1.3.1 Si f : I → R est deux fois dérivable, alors f est convexe
⇔ f ′′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I.

Exemples : x 7→ x2 est convexe sur R et ln est concave sur R∗+.
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2 Inégalités classiques
Théorème 2.1 (Inégalité arithmético-géométrique) Si x1, ..., xn > 0,
alors :

(x1...xn)
1/n ≤ x1 + ...+ xn

n

Démonstration : La fonction ln est concave donc :

ln
(
x1 + ...+ xn

n

)
≥ lnx1

n
+ ...+

lnxn
n

.

q.e.d.

Théorème 2.2 (Inégalité de Hölder) Si ai, bi ≥ 0, si p,Q > 0 tels que
1/p+ 1/q = 1, alors :

∑
i

aibi ≤
(∑

i

api

)1/p (∑
i

bqi

)1/q

Remarque : si p = q = 2, x’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Démonstration : La fonction ln est concave donc ∀x, y > 0, ln

(
x
p
+ y

q

)
≥

lnx
p

+ ln y
q
. Donc :

x1/py1/q ≤ x/p+ y/q .

On applique cette inégalité à :

x =
api∑n
k=1 a

p
k

et y =
bqi∑n

k=1 b
q
k

q.e.d.

Théorème 2.3 (Inégalité de Minkowski) Si p ≥ 1, si xi, yi ≥ 0, alors :

(∑
i

(xi + yi)
p

)1/p

≤
(∑

i

xpi

)1/p (∑
i

ypi

)1/p

Démonstration : On applique l’inégalité de Hölder à ai = xi, bi =
(xi + yi)

p−1, q = p
p−1 . q.e.d.
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Chapitre IX
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Dans ce chapitre, I est un intervalle de R de longueur > 0

Introduction
Une équation différentielle d’ordre 1 est une équation de la forme :

y′ = F (t, y)

où I est un intervalle de R de longueur > 0, F : I × R est une fonction
continue et y : I → R une fonction dérivable sur I à trouver.

Exemples :

a) y′ = 0⇔ y = c une constante réelle ;
b) si a ∈ R, y′ = at⇔ y(t) = ceat pourune constante c ∈ R. En particulier

si t0 ∈ R, y0 ∈ R, l’équation

y′ = at, y(t0) = y0

a une unique solution : y(t) = y0e
a(t−t0).

c) l’équation y′ = y2 +1 n’a pas de solution définie sur R. Si y est solution,
alors (arctan y)′ = 1⇒ y = tan(t+b) pour une certaine constante b ∈ R.
Donc si y est définie sur l’intervalle I, alors I ⊆]−π/2, π/2[−b−kπ pour
un certain k ∈ Z.

1 Équations différentielles linéaires d’ordre 1.

1.1 Cas homogène

Théorème 1.1 Soit a : I → R continue.
a) y′ = a(t)y ⇔ y(t) = C expA(t) où C ∈ R et A est une primitive de a

sur I.
b) Si t0 ∈ I, y0 ∈ R, l’équation

y′ = a(t)y, y(t0) = y0

a une unique solution. C’est y(t) = y0 exp
(∫ t

t0
a(s)ds

)
.
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