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1.2 Cas général

Théoréme 1.1 Soit :

b)

y = a(x)y + b(x)
(E)

ot a,b sont continues sur I.

Siyp est une solution particuliére de (E), alors les solutions de (E) sont
les fonctions :

Y=Yp+Yn

ou Yy est solution de l’équation homogeéne associée :

(En).
méthode de variation de la constante : On peut trouver une solution
particuliere de (E) sous la forme :

yp(z) = C(x)exp A(x)
ot C' est une fonction dérivable a déterminer et A une primitive de a sur

I.

Sityg € 1 et siyyp € R, alors il existe une unique solution sur I a l’équa-
tion :
y' = a(@)y +b(z), y(to) = yo

Démonstration :

a)
b)

(y —yp)' = a(z)(y —yp).
siy = CexpA, alors ¥ = a(z)y + b(z) & C'expA + a(z)Cexp A =
a(x)Cexp A+ b(x)
& C' = b(z)exp(—A)...
D’aprés ce qui précede, y' = a(x)+b(x) et y(to) = yo < y = C(x) exp A(z)
avec C(r) = yo + [{ b(s) exp(—A(s))ds.
g.e.d.

Exercice 1 Résoudre y' +y =sinz et (1 +2?)y’ = zy + (1 + 2?).



2 Equations différentielles d’ordre 2 a coeffi-
cients constants

Ce sont les équations de la forme :

y'+ by +cy = fx)

(E)
ou f est une fonction continue sur un intervalle /. L’inconnue est une
fonction y deux fois dérivable sur I.

2.1 Cas homogéne
Soient a,b € R. Soit I’équation :
y't+ay +by=0

(E)
Remarque : ’ensemble des solutions y de (£) est un sous-R—espace vec-
toriel de I'espace des fonctions R — R.

Théoréme 2.1 i) Siz?+aX +b a deuz racines réelles vy # 1o, alors
{solutions de (E)} = {\1€™" + Xae™* : A\, Ay € R}
Si X% +aX +b a une racine double r, alors
{solutions de (E)} = {(Ax + p)e™ : \,u € R} .

Si X2 +aX +b a deux racines complezes conjuguées non réelles : riw,
re R, weR*, alors :

{solutions de (E)} = {e"™(Acoswz + psinwz) : A\, u € R} .
ii) L’espace des solutions de (E) est de dimension 2 et l'application li-
néaire :
y = (y(x0), y'(0))

est un isomorphisme (pour tout xy € R).

i) En particulier, si xg € R, yo, 11 € R, alors il existe une unique solution
de E telle que y(xo) = vo, ¥'(x0) = y1-

2



Démonstration :b) Montrons que si ¢y’ +by'+cy = 0, y(xo) = 3/ (x0) = 0,
alors y = 0.

Posons pour z > g, Y () = sup, <<, {|y(t)|, |y (1)|} et M = max{1, |a[+
|b|}. Par récurrence sur n > 0 :

t_ n
Yo >0, Veo < t < 1, max{ly(®)], [ O]} < ¥ (@)mnE0)"

n!

Or lim,, o, " /n! = 0 pour tout r > 0. Donc y(z) = 0 si x > xy. De méme
siz <z ... q.e.d.

Ezxemples :
a) ¥y +y=0<%< y(x)=Acosz + Bsinz, A, B constantes;
b) v +2y +y=0<y(xr) =(Ax+ B)e™ ™, A, B constantes;
Q) ¥ =3y +2y=0,3(0) = y(0) = 1 & y(x) = Ae* + Be> avec

A+B=1
A+2B=1
-1
A 11 1
= =
B 1 2 1

S A=1,B=0.
Donc y" — 3y + 2y =0, y(0) = ' (0) = 1 & y(x) = €".



