
cours du mercredi 12/4/17

Programme de révision pour l’examen partiel du 26/4 :
Exercice 5 feuille 7
Exercice 2 feuille 9
Exercice 4 feuille 10

Exercice : résoudre y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −2.

2.2 y′′ + by′ + cy = f(x)

2.2.1 où f(x) = P (x) expαx(C cosωx+ S sinωx)

avec P un polynôme, α,C, S, ω ∈ R.

Théorème 2.1 L’équation

y′′ + by′ + cy = f(x)

(E) admet une unique solution particulière de la forme :

yP (x) = xm expαx(Q(x) cosωx+ S(x) sinωx)

où Q,S sont des polynômes de degrés ≤= degP et m = 0, 1 ou 2 est la
multiplicité de α + iω comme racine de X2 + aX + b.

Exercice 1 Résoudre :

a) y′′ + y = 0.

b) y′′ − 3y′ + 2y = 0 et y(0) = 1, y′(0) = 1.

c) y′′ + 2y′ + y = 2e−x.

d) y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −2.
e) y′′ − 3y′ + 2y = 2x2 − 6x+ 4.

f) y′′ − 3y′ + 2y = e−x.

g) y′′ − 3y′ + 2y = xex.

h) y′′ + y = sinx.

Exercice 2 Résoudre y′′ − 3y′ + 2y = e−x + 6x. Indication : on cherche une
solution particulière de y′′ − 3y′ + 2y = e−x puis une solution particulière de
y′′ − 3y′ + 2y = 6x puis on fait la somme des deux ....
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2.2.2 y′′ + by′ + cy = f(x), f quelconque

Lemme 2.2 Soient u, v deux solutions d’une équation :

y′′ + ay′ + by = 0

(E)
alors

∀x ∈ R, uv′(x)− u′v(x) = 0

ou bien :
∀x ∈ R, uv′(x)− u′v(x) 6= 0 .

Démonstration : Posons F = uv′ − u′v. Alors F ′ = −aF donc F (x) =
Ce−ax, C constante. q.e.d.

Théorème 2.3 Soit I un intervalle ouvert non vide, soit f : I → R conti-
nue. Soit x0 ∈ I, soient y0, y1 ∈ R.

a) L’équation

y′′ + by + cy = f(x), y(x0) = y0, y
′(x0) = y1

(E)

a une unique solution.
b) De plus, si u, v sont deux solutions linéairement indépendantes de y′′ +

by′ + cy = 0, si λ, µ : I → R sont des fonctions dérivables telles que : λ′u+ µ′v = 0

λ′u′ + µ′v′ = f

alors y = λu+ µv est solution de

y′′ + ay′ + by = f .

c) Réciproquement, si y′′+ ay′+ by = f , alors il existe λ, µ dérivables telles
que  y = λu+ µv = 0

y′ = λu′ + µv′

(et on a forcément :  λ′u+ µ′v = 0

λ′u′ + µ′v′ = f
)
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Démonstration du théorème :
Unicité : si y1 et y2 sont solutions de (E), alors (y1− y2)′′+a(y1− y2)′+

b(y1 − y2) = 0, (y1 − y2)(x0) = (y1 − y2)
′(x0) = 0 ⇒ y1 − y2 = 0 d’après

l’étude du cas homogène ...
Existence :
b) calcul facile.

c) Il suffit de poser pour tout x ∈ I,

 λ(x)

µ(x)

 =

 u(x) v(x)

u′(x) v′(x)


−1  y(x)

y′(x)

.

q.e.d.

Exercice 3 Résoudre : y′′ + y = tan2 x.
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