COURS DU MARDI 31/1/17

1 Comment résoudre un systéme linéaire 7

Un systéme de m équations linéaires & n inconnues x4, ...,x, est de la
forme suivante :

axry + ... +apTy, = b1

a1+ ... + QpnTnn = by,

On appellera A := (ay;) € My (K) la matrice du systéme et A := (Ab;)
sa matrice étendue.

Pour résoudre un tel systéme on peut utiliser la méthode de 1’ élimination
de Gauss.

Définition 1 Une transformation élémentaire du systéme est une transfor-
mation d’un des types suivants :

(i) ajouter a une équation un multiple d’une autre équation ;
(i) échanger deux équations;

(1i) multiplier une équation par un nombre non nul.

Remarque : une transformation élémentaire du premier type ne modifie
qu'une équation (celle & qui un multiple d’une autre est ajoué).

Clairement, une solution du systéme est aussi une solution du systéme
obtenu aprés une opération élémentaire. Or Ces opérations élémentaires sont
réversibles, le systéme de départ peut étre retrouver a partir de celui d’arrivée
par une opération élémentaire du méme type. Par exemple, si on applique
L < L;+cLj;, i # j, ¢ # 0, on obtient une nouvelle ligne L) et les autres
lignes ne changent pas. Si on applique L] <— L} — cL,; on retrouve le systéme
dont on est parti. Donc le systéme obtenu aprés une ou plusieurs opérations
élémentaires est équivalent.

Ezxemple :
LQ <— L2 — Ll
r1 + 220 43 = 2 L3 < L3z — 21, r1 + 229 43
r1+3xy +2rx3—x4 = 4 Ly« Ly— 21, To +2T3— T4
A
21‘1 + o —I3+ 3]74 = =2 —31’2 —31’3 + 31‘4
2[[’1 —21’3 + x4 = 1 —4172 —41'3 —+ x4




L3 < L3+ 3L r1+ 229 43 = 2
Ly <+ Ly+ 4L, To +x3 —T4 = 2
<~

0 =0
—31’4 = 5

T + 2%2 —|—.I'3 = 2

L&M& To +IT3 —ITy4 = 2

Ty - —5/3

On arrive a un systéme échelonné i.e. sa matrice étendue l'est.
Qu’est-ce qu’'une matrice échelonnée? ...

2 Matrices échelonnées

Le premier coefficient non nul d’une ligne (ay, ..., a,) € K™ non nulle est
appelé son pivot. L'indice du premier coefficient non nul est 1’indice du pivot.

Définition 2 (Matrice échelonnée) On dit qu’une matrice A est échelon-
née si :
i) les indices des pivots des lignes non nulles forment une suite strictement
croissante ;
ii) les lignes nulles si elles existent sont « en bas ».

Une matrice échelonnée est donc de la forme :

Q15

24,

arjr

ot les coefficients ayj, , ..., a,j, sont non nuls et les coefficients a gauche ay;, j <
Ji et en dessous a; j,,i > k sont tous nuls.

Comme pour les systémes d’équations linéaires, on définit les opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice.



Définition 3 (opération élémentaire) Une opération élémentaire sur les
lignes d’une matrice est une transformation d’un des trois types suivants :

(i) ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un coefficient € K
LZ<—LZ+)\LJ,Z?£], ANe K ;

(11) échanger 2 lignes L; <+ L; ;

(1i) multiplier une ligne par un coefficient non nul L; < AL;, X # 0.

Exercice 1 Les opérations élémentaires sont le résultat de la multiplication
a gauche par

J
10 ... 0
(0 1 A 0
(1) Ti;(N\) = ' ... | € An(K) (1 sur la diagonale, X en
0 0 1
position (i,7) des 0 ailleurs) (une matrice de transvection);
i J
1
{ 0 1
1
(i) Py = € My(K) la ma-
1
Ji 1 0
1

trice dont les coefficients sont tous nuls sauf les coefficients (i, 7), (j, 1),
(k,k) k #1,j qui valent 1;

(iii) D = diag(1,..., A, ...1).

De plus chacune de ces matrices est inversible et :
Ti;(N\) ' =Ty(=A), P;' = Py, D™' =diag(1,..., A", ..1) .

Théoréme 2.1 Soit A € #,(K). On peut transformer A en une matrice
échelonnée en un nombre fini d’opérations élémentaires. Le résultat est une
matrice échelonnée a r pivots pour un certain r < m.

Remarques : le nombre r de pivots est indépendant des opérations effec-
tuées. Nous verrons que ce nombre est le rang de la matrice.



Démonstration : On raisonne par récurrence sur m le nombre de lignes
de A.

Sim =1, il n’y a rien & démontrer. Si m > 1, soit j; la premiére colonne
non nulle de A. Quitte a échanger la 1ére ligne avec une ligne i ot le coefficient
a;j, 7 0, on peut supposer que a;; 7 0. Aprés les opérations :

Li < Lz — @i Ll

a1]1

pour 1 < i < m, on obtient une matrice :

0 .. @14,

0O .. 0 A

ot A" est une matrice de taille m — 1 x n — j;. On peut donc lui appliquer
I’hypothése de récurrence ... q.e.d.

3 Comment résoudre un systéme échelonné ?

Corollaire 3.0.1 Un systéeme est équivalent a un systéme échelonné.

Soit S un systéme échelonné. On note A sa matrice et A sa matrice
étendue. Bien entendu, A est aussi échelonnée. Notons r le nombre de lignes
non nulles de A et 7 celui de A.

Il est clair que ¥ =7 ou r + 1.

Proposition 3.1 a) Si7=r+ 1, alors le systéme n’a pas de solutions.
b) SiT=r=mn, alors le systéme a une unique solution.

c) Si T =r < mn, appelons ji,...,j. les indices des pivots. On appellera
Zj,, ..., T . les variables principales et les autres variables seront appelées
variables libres. 1l existe des coefficients dy,...,d,, des coefficients c;y,
<i<r,1<k<n, ke&{j,...,Jr} tels que les solutions du systéeme sont
les (x1, ..., x,) vérifiant :

V.
v, Tj, = § Cike Lk
ke’

ov £ = {1,...n} \ {j1,.,Jr}. En particulier il y a strictement plus
d’une solution et méme un nombre infini si K [’est.

4



Démonstration :Sir = r+1, alors la ligne r + 1 est de la forme : Oz +.... +
0x, = b,41 pour un b, # 0. Un tel systéme n’a pas de solution.
Sir=r<mn .. Voici un exemple :

1+ 229 + x3 = 9
= Tro + T3 —T4 = 2
—Xry = 5

X1, To, x4 sont les variables principales et x3 la variable libre. Le systéme est
équivalent a :

1 = XT3+ 8
Tro = —T3— 3
Ty = —5

q.e.d.

Théoréme 3.2 Si A € M, (K) avec m < n (il y a plus d’inconnues que
déquations), alors il existe x4, ..., x, non tous nuls tels que

Anﬂfl + ...+ Alnflfn =0

Am1$1 + ...+ Amnxn =0

Démonstration : (exo) g.e.d.

CHAPITRE II : ESPACES VECTORIELS

1 Corps

Soit K un corps.



2 Sous-espaces vectoriels

Additions et multiplication par un scalaire dans K"

Six = (z1,..,20),y = (Y1,--,Yn) € K", alors on pose z +y = (x; +
ylw--?xn_l'yn)'

Si A € K, on pose A\x := (Axq, ..., \x,,).

On notera 0 le vecteur (0, ..., 0).

Propriétés : pour tous x,y € K", A,y € K, on a:

a) Apx) = (Ap)z;

b) lz==x.

c) Mz+y) =+ \y;
d) AN+ p)ax = e+ px;
e) Oz =0.

3 Sous-espaces vectoriels de K"

Définition 4 (sous-espace) On dit que E C K™ est un sous-espace de K™
si E est non vide, si "z,y € E,x+y€ E etsi'vr € BN\ € K, \v € E.

Notation : £ < K™. Plus généralement, si F' C E est aussi un sous-K —space
vectorie de K™, on notera F < F'.

Exemples : {0} est un sous-espace vectoriel. K™ est un sous-espace vec-
toriel.

Proposition 3.1 Soit E C K". Alors E est un sous-espace vactoriel si et
seulement si0 € B, "r,y € E,"\,up € K, \x + uy € E.

Propriétés :
i) Si E,F < K" alors ENF est aussi un sous-espace vectoriel de K™.

ii) Si E,F < K", alors EU F est un sous-espace vectoriel si et seulemnt
siE<FoulF<FE.

Soient vy, ...,vx € K", on note Vect{vy,..., v} le plus petit sous-espace
contenant vy, ..., vx. On vérifie aisément que :

Vect{vy,...,up} = {1 + .. + v 0 A, oA € K}
Notation : Vect{vy, ..., v} = (v, ...,v5) = Kvy + ... + K.
Exemple : {(x,y,2) € K® : 2v+3y+2=0} = {(z,y,—2x—3y) : =,y €

K} ={x(1,0,-2) + y(0,1,-3) : z,y € K} = K(1,0,—2) + K(0,1,-3)
Vect{1,0,—2),(0,1,—3)}; c’est donc un sous-espace vectoriel de K?3.



