COURS DU MERCREDI 8/2/17

Lemme 8.1 (HYPERIMPORTANT) Soit E un K—espace vectoriel de
dimension finie. St F' < E, alors dim F < dim E. FEt on a :

dmF =dmF < F=F .

Démonstration : =-: Soit eq,...,e, une base de F'. C’est une famille libre
dans F et donc c’est une famille libre maximale car n = dim E. C’est donc
une base de E et F' = (eq,...,e,) = E. q.e.d.

Proposition 8.2 Si ' < E, alors F admet un supplémentaire i.e. 7G <
E,F&G = FE. On a alors dimG = dimE — dim F (si E de dimension
finie).

Démonstration : Soit eq, ..., e, une base de F. On compléte en une base

€1, ey €my €mt1, -y Emyp UNE base de E. Alors, G := (€41, .-, €m1p) convient.
q.e.d.

Définition 1 Soit f : E — F linéaire. On note rg(f) la dimension de
J(E) = /.

Théoréme 8.3 (du rang) Soit f : E — F une application linéaire ot E
est de dimension finie. Alors

dim E =rg(f) + dimker f .

Démonstration : Soit G < FE tel que ker f & G = E. Alors la restric-
tion f : G — F est injective donc f : G = f(G) est un isomorphisme. Or
f(G) = f(F) donc dim G+dimker f = dim E < rg (f) +dimker f = dim E.

g.e.d.

Corollaire 8.3.1 Soit G un K—espace vectoriel.
Si E,F <G, alors dim(E + F) = dim E 4+ dim F' — dim(E N F).

Démonstration : Considérons ¢ : £ X F — G, (z,y) — x + y. Alors ¢ est
linéaire, Im¢p = F + F, kerp = {(z,y) €e EX F : v +y =0} = {(z,—2) :
r € ENF} ~ ENF. Donc d’aprés le théoréme du rang appliqué a ¢, on a :

dim(E x F) = dim F+dim F' = dimker ¢p+rg ¢ = dim(ENF)+dim(E+F) .
g.e.d.

Exercice 1 Montrer que dim(E; + E5 + E3) = dim Fy + dim Ey + dim E3 —
dlmEl N E2 — dlIIlEQ N E3 - d1mE1 N E3 + d1mE1 N E2 N Eg.



Matrice d’une application linéaire

Soit E un espace vectoriel avec une base e = (eq, ..., e,,). Soit F' un espace
vectoriel avec une base f = (fi,..., fm). Soit ¢ : E — F une application
linéaire.

Alors si 1 < j <n, ¢(ej) = a1 f1 + ... + @mjfm pour certains coefficients
ai; € K.

Définition 2 On note [¢]/ := (a/ij>1§i§<m la matrice de ¢ dans les bases e et
1<j<n

f. Si E=F etsie=f, on note simplement [¢],.

Ezemple : soit E = K[X]<,. Dans la base 1, X, ..., X" de E, la matrice

de lapplication linéaire f: P(X) +— P(X +1) est :
A= (CiZcij<nt

(matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
Propriétés :

1) Soient ¢ : E — F, 1 : FF — G des applications linéaires. Soient e une
base de E, f une base de I, gune base de G. Alors on a :

[t 0 92 = [)%.19)]
——
produit des matrices

2) Soit v € E soit X = : € K" soit Y = : € K™ tels que

Tn Ym
V=111 + ... + Tpéy, f(U) = ylfl +o+ ymfm Si M = [¢]£ S %mTI(K)?
alors Y = MX.
3) Si¢:E — F est linéaire avec pour matrice A dans certaines bases, alors
rgp =rg A.

Définition 3 Soient e = (ey,...,e,) et € = (e},...,e)) deuzr bases d’un
K —espace vectoriel E. Alors pour tout j, € = 37, Pije; pour certains coef-
ficients P;; € K. La matrice Pee' = (P;j)1<i,j<n e€st la matrice de passage de

la base e dans la base €.

Propriétés :
1) Pc=1,;

e



2) sie, e, e’ sont trois bases de E, alors PS P¢ = P
3) P est inversible d’inverse P
4)
Proposition 8.4 (formules de changement de bases) 1) Soit v € E
T )
soit X = : e K", soitY = : € K™ tels que v = z1e1 +

Tn T,
— ! AN
.t Tpen =206+ .+ T

Soit P = P¢ € M, (K). Alors on a :
X =PX' .

2) Soit ¢ : E — F un morphisme. Soient e, e’ et f, f' deux bases de E et
deuz bases de F. Soient M = [¢|/, M’ := [¢]], P :== P?, Q = P]{N.
Alors on a :

M =Q'MP .

Démonstration :2)onay = MX & QY' = MPX' &Y' =Q 'MPX' =
M'X" pour tous X' € K™ En particulier en prenant pour X’ les vecteurs
de la base canoniques de K™, on voit que les matrices M’etQ ' M P ont les
mémes colonnes donc M’ = Q~'MP. q.e.d.

Remarque :si E = F, sie= f, alors M' = P"'MP.
Ezemple : si E = R? si e = ((1,0),(0,1)) et € = ((1,9),(1,9)), si
¢:R?* = R?, (z,y) = (y,2 +y),ona:

6 0 , 1 1
M = [g]. = M= P=P =
11 0 ¢ o
1
6 0 1 1 0 1 1 1
Donc =
0 ¢ o ¢ 11 o



