Régle de I'Hospital

Soient f, g deux fonctions dérivables.



Régle de I'Hospital

Proposition. Si lim f(x) =
x#a
lim f(x) = lim g(x) = oo,

x#a x#£a

Remarque : c'est aussi vrai si a = +oo.

lim g(x) =0, ousi
x#a

i limxa £
ALORS si lim Wil ey

— [ existe,



Régle de I'Hospital

sin x

cosXx
tan x 1

= limx—o TreanZx —

x#0

Exemples. limx-o
x#0



Régle de I'Hospital

lim x—o

e*
e |n(1+x) = ||mx~>0 -5 = 1

x#0  Tix



Régle de I'Hospital

; cosx—=1 __; —sinx __ __
limxso 25— = limxso =5 =

x#0 x#0

N[=



Régle de I'Hospital

i sinx — x . cosx—1 . —sin x 1
im ——— = |lim ———— = |im = ——.
x=0 tanx — x x>0 tan?x x=0 2tan x(1 + tan2 x) 2
x#0 x#0 x#0



Régle de I'Hospital

1
lim xInx = lim —— = lim Ll =lim—-x=0
x—0 x—0 = x—0 & x—0
x>0 x>0 X x>0  x2 x>0



Régle de I'Hospital

. e* . e*

lim — = lim — =4
x—+00 X x—+o0o0 1

1

) In x ) = )

lim — = Iim )1< = |lim —=0
X—~+00 X—+00 —— X—+00

Vx 2y/x X



Régle de I'Hospital

Démonstration. On utilise la formule des accroissements finis
généralisée :
Si f,g :[a, b] — R sont continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b],

S fF(b)—f(a) _ f'(c)
alors il existe a < ¢ < b tel que 2(b)=g(3) — g(c)"




Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Soient f, g, h: | — R deux fonctions définies sur un intervalle
ouvert de R. Soit xg € /.



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Définition. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de

Xp, S'il existe un intervalle ouvert xg € J C | et une fonction

€:J— Rtelle que "xg # x € J, f(x) = e(x)g(x) et XILr‘g) e(x) =0.
XF#X0

Notation f = 0y,(g). Si f — h = 0,4(g), on notera simplement :

f=h+ ox(g).



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Exemples

)]

©

f = OXO(]-) Slgnlfle Iimx;mo f = O
X Xo

Si g ne s'annule pas sur | \ {xo},

f= OXO(g) A4 “mxﬁxo é =0.

X2 = OO(X).

X = O+ooX2-



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Propriétés. Soient fi, fr, g, h définies sur /.

@ Si i = 04(g), si h = 0x(g), alors fi + A = 0x,(g)
(YA € R).

o Si f = 04(g), alors fh = o4, (gh).



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Exercice.

YneN, ag+ aix + ... + apx" = ag + oo(1)

= apx" + 0400(x") .



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Définition. On dit que f est équivalente a g au voisinage de xg si

f =g+ 0x(8)
Notation : f ~,; g.



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

@ Si g ne s'annule pas sur I \ {x},
— ; f_
f ="~ (g) = |Im>)<(;>:(§) g = 1.
@ sinx ~q X.
@ tanx ~q X.

@ X ~yoo X+ 1.



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Propriétés.
@ Sif ~y, g, alors g ~,, f.
f £
Sif ~y, getgny h alors f ~, h
Si fi ~xo 81, 51 f2 ~xy &2, alors iy ~y, g182.
frog=rf"~g*("aeN)ou ("a€R)sif,g sont > 0.



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Définition. On dit que f est dominée par g au voisinage de xp, s'il
existe un intervalle ouvert xy € J C [ et une fonction bornée
€:J— Rtelle que "xg # x € J, f(x) = e(x)g(x).

Notation f = Ox,(g) ou bien f = O(g) « au voisinage de xg ».



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Exemples :
o f = O, (1) signifie « f bornée ».
@ Si g nes'annule pas sur I \ {xo}, f = Oy (g) signifie g
bornée sur I \ {xo}.

@ xsinx = Oyo0(x).



Comparaison locale des fonctions - notation de Landau

Propriétés. Soient fi, fr, g, h définies sur /.
o Si fi = Ox(g), si o = O (g), alors fi + Ao = Ox,(g)
(YA € R).
e Si f = Oy(g), alors fh = Oy, (gh).
o f=o04(g)=f = 04(g)
o Si f = 04(g) et si g = Oy(h),alors f = oy, (h).



Développements limités

Soit | un intervalle ouvert contenant xp € R. Soit £ : | \ {xo} - R
une fonction.



Développements limités

Définition.On dit que f : | — R admet un développement limité,
en abrégé d.l.,d’ordre n au voisinage de xp, s'il existe ag, ..., a, € R
tels que :

f=ao+ ai(x — xo0) + ... +an(x —x0)" + 0, ((x — x0)") .



Développements limités

Exemples A 'ordre 1 en 0 :
@ =14 x+ o(x).
e tanx = x + o(x).
o V1I+x=1+4%+o(x).
e In(1+x) = x+ o(x).



Développements limités

Proposition. Si f = ag + a1(x — Xp) + 0x, (X — x0) si et seulement si
f est dérivable en xp et '(xp) = a1.



Développements limités

Unicité

Théoréme. Si f admet un développement limité a I'ordre n en xg
alors les a; sont uniques.



Développements limités

Démonstration. Si
f(x) = ao + ai(x — x0) + ... + an(x — x0)" + o(x — x0)", alors :

etc

)n—l

ap = lim T m a0 = a1(x=x0) = ..~ ana(x — X

P (x —x0)"



Développements limités

Parité. Soit a > 0 et soit f :] — a, a[— R une fonction avec un d.l.
d'odre nen 0 : f(x) = ap + aix + ... + a,x" 4+ o(x"). Si f est paire
les axk1 sont nuls; si f impaire, les ap, sont nuls.



Développements limités

Exemples :
° COSX:1—§+§+0(X4).
° sinx:x—%+o(x3).
° tanx:x+%3+o(x3).

° \/1—|—x2:1+§+o(x2).



Développements limités

Contre-exemple

Exercice. La fonction f : x = 1+ x + x? + x3sin(1/x) si x # 0,
f(0) =1, aun d.I d'ordre 2 en 0 mais f"(0) n'existe pas.



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Formule de Taylor-Young

Théoréme. Si f est n—fois dérivable en xg,alors

f(x) = f(xo)+(X—x0)f’(xo)+...+Mf(”)(xo)+o((x—x0)").

n!



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Exemple. Au voisinage de 0,

2 3 n
X _ x4 X x n
e=1+x+ >+ 5 +et + o(x")



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n > 0. Si n =0,
c'est facile.



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

On suppose que c'est vrai pour les fonctions n — 1 fois dérivables ,
n>1 ... Par hyptohése de récurrence appliquée a f’, on a :

()" (x0)

("= D) (x —x0)" t + o((x — x0)" 1)

f'(x) = f'(x0) + ... +



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Posons F = f(x) — f(x0) — ... — {10 (x — x0)" et

G = (x — x0)".Comme limy_,x, F = limy_,», G = 0, d'aprés la régle
de L'Hospital, on a :
F/

im —= lim — =0
X—rX0 G X—X0 Gl



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

car
P00 = F1(0) 4 ot R (- x0)
G n(x — xo)"1
_o((x—x0)") _

Q.e.d.



d.l. a connaitre par coeur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

x> X8 x"
eX:1—|—X—|—7—|—€—|—...—|—H—|—o(X”)

3 ny 2n+1
. _ X (_1) X 2n+2
SInX—X—€+...+m+O(X )
2 4 ny,2n
-1
cosx:l—x—+x—+...+( )" + o(x*"t1h)

2 24 (2n)!



d.l. a connaitre par coeur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

h x3 X2 2n+2
SX—X+€+...+W+O(X )
2 4 2n

X X X
hx =14+ "+ + .. 2n+1
chx to ot +(2n)!+o(x )



d.l. a connaitre par coeur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

-1 - 1. (a— 1
(1+x)* = 1+ax+a(az)x2+...+a(a ) (|a n+1) x"+o(x")
n!




d.l. a connaitre par coeur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Par exemple si . = —1 :

1
1+x

=1—x+x*+ ..+ (=1)"x" + o(x")

SIOL—2.

(2n —3)!

1 1 I
VifFx=14-x—-x>+..+(-1)"! )i x" + o(x™)

2 8



d.l. a connaitre par coeur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique




d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O

Comment trouver des d. |.?

Développement asymptotique

Si f = Py(x)+ o(x") et g = Qn(x) + o(x") ot Py, Qn € Rcp[X],
alors f + g = Pp(x) + Qn(x) + o(x").



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Produit

Si f = Fp(x) + o(x") et g = Gu(x) + o(x") ot Fp, G € R<p[X],
alors fg = Ry(x) + o(x™) ol Rp(x) est le reste de la division de
FnG, par X"t : F,G, = Rymod X",



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Division

Si f = Fp(x) + o(x") et g = Gp(x) + o(x") ou Fp, G, € R<p[X],
ET SI g(0) # 0, alors ; = Qn(x) + o(x") ott Q, est le quotient de

la division de P, par Q, « selon les puissances croissantes »
modulo X1,



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Exemples.
tan X =X + + —|— o(x°)
=1+7% 24 + o(x*)

Cos x



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Exemples

x2 x2 X3

=1 S 3
+ x 6+2+6+o(x)
2

X
:1—|—x—|—?—|—o(x3)



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Exemples

x? X 4
I =In(l——+—
n(cos x) = In( > ton T o(x"))
X2 x4 s (55 5+ o(x*)? A
= (=% + 57 H o) - 2 +o(x*)
X2 X4 X4
=% to g ol
K2 A
ERPRE TR



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Composition des dl
Comment trouver des d. |.? P

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Théoreme. Soit / un intervalle ouvert contenant 0. Soit J un
intervalle ouvert. Soient g : | — R, f: J — R telles que g(/) C J.
On suppose que f a un développement a I'ordre n en g(0), que g a
un développement a l'ordre nen 0 :

g = 8(0) + Qn(x) + o(x")

f(g(0) + q) = Pn(q) + o(q")



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Composition des dl
Comment trouver des d. |.? P

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

ou P, Qn sont des polyndmes de degrés < n et X|Q,, alors fog a
un développement limité a I'ordre nen 0 et :

fog(x)=R,+ o(x")

ol P,o @, = RymodX"*! (R, est le reste de la division
euclidienne de P, o Q, par X"*1).



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SEEEEEE CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Soit f : | = R une fonction dérivable sur /, intervalle ouvert
contenant 0. Théoréme. Si f : | — R est dérivable sur /, si f/ a un
d.l. en 0 d'ordre n :

f'(x) = aop + ... + an(x — x0)" + o((x — x0)")

(n>0)alors faund.l.al'ordren+1en0:

F(x) = F(x0) + a0(x = x0) oo 20 (x = 30)" 0 (x = x0)" ).



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SEEEEEE CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Démonstration. D'aprés la régle de |'Hospital,

f(x) —f(0) — apx — ... — nﬁ:lx”“

x—0 X’7+1
x#0



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SEEEEEE CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

! f'(x)—ag— ... — anx"

= lim

x—0 (n+1)x"

si cette limite existe. Or cette limite existe et vaut 0. Q.e.d.



Comment trouver des d. |.?

Exemples

arctan x =
k=0

n

n (—1)kx2k+1
2k +1

d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

+ O(X2n+2) )

2k — 111 x2KH1
arcsin x = Z ( ) X + o(x*"12) .

k=0

(2k)1

2k+1



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SEEEEEE CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Exercices. Les coefficients du d. |. de tan(x) sont > 0. Les
coefficients de —L— aussi.



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Contre-exemple

Exercice. La fonction f : x ++ 1+ x 4+ x% + x3sin(1/x) si x # 0,
f(0) =1 aun dld'ordre 2 en 0 mais ' n'a pas de dl a I'ordre 1 en
0.



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.

Comment trouver des d. |.? SRR CIC

Intégration des d. |.
dl ailleurs qu'en 0
Développement asymptotique

Pour trouver le dl de f en xg, on pose x = xg + h et on cherche le
dl en O de la fonction

his f(xo+h) = ...



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en 0
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Exemples

e = 21072 = (14 (x—2)+(x—2)%/2+(x—2)3 /6+0((x—2)%))

—e? +e’(x —2) +e?(x —2)3/2+ e*(x — 2)3/6 + o((x — 2)3)



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl
Intégration des d. |.

dl ailleurs qu'en 0
Développement asymptotique

Comment trouver des d. |.?

Exemples

) I s | R R (D)



d.l. & connaitre par cceur
Opérations sur les d.l.
Composition des dl

? 8
Comment trouver des d. |.7 Téamiten e dl. .

dl ailleurs qu'en O
Développement asymptotique

Exemple : « au voisinage de I'co »

\/x+1—\/x—1—\/§<\/1+i—\/1—)1<>

11 1 11 1 1
=\/?<<1+ -l —+ 5+ +o()>

2x  8x2 ' 16x3 2x | 8x2 ' 16x3 x3

1 1

1
\/)?+8x2\/>?+0(x2\/>?)'




Nombres de Bernoulli

Définition. 5 =1—73 + ...+ %x" + o(x") pour tout n € N.



Nombres de Bernoulli

By =1, 81:—l Bs; =0, B4:—%7 Bs =0, Bﬁzé,etc



Nombres de Bernoulli

Exercices. B, = 0 si n impair > 1. (=1)""1B,, > 0si n > 0.



Nombres de Bernoulli

n—1 k

. 1 k+1
E:k: E: k+1—j
,:1' k+1 j:(,( J )B



Nombres de Bernoulli

_1\k—192k(92k _
tanx =>7_; (il Cii (sz)!(z VB, x2k=1 1 o(x?"1)



Asymptotes

Soit f :]a, +o0o[— R une fonction.

Définition. On dit que le graphe de f a une asymptote a I'infini
d'équation y = ax + b si

limy—s 400 f(Xx) —ax —b=0.



Asymptotes

Exemple.

Figure — *

y = Xe%
asymptote y = x+1




Exemples - exercices

sinx)

Donner le développement limité a I'ordre 4 en 0 de : In ( >



Exemples - exercices

Donner le développement limité a 'ordre 3 en & de : In(2sin x)



Exemples - exercices

. tanx —x
Calculer : lim ———
x—0 sin x — x



Exemples - exercices

. esmx _ etanx
lim —_
x—0 sin x — tan x



Exemples - exercices

. tanx — argthx
im ———
x—0 shx — arcsin x



Exemples - exercices

. 1 1
im — — —
x—0 xthx  xtanx



Exemples - exercices

X
*"In x

m ——-—r
x—=0 xX —1



Exemples - exercices

im arccos(1 — x)

x—0 \/;(



Exemples - exercices

o L
Calculer : lim <e— ( 1+ 1 ) )
X——+00 X



Exemples - exercices

Raponse 1.+ 1) = hit+2) _ -t
= elfiJrO(%)_ Donc e — (1 + %)x _
e(1 -~ e_%jLo(%)) = £ +0(2). Donc

(e_ ( 1+ )) = ek it

— ex(NG)HIn(G+o(1) — g In(X)to(1) o €

x>0
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