Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"

Sous-espaces vectoriels

Si x = (x1,..e,%n),¥ = (¥1, .-, ¥n) € K", alors on pose
X +.y = (Xl ‘f‘)’h "‘7XI7 ‘|‘}/n)

Si A € K, on pose Ax = (Axq, ..., AXp).

On notera 0 le vecteur (0, ..., 0).



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"

Sous-espaces vectoriels

Propriétés. Pour tous x,y € K", A, p € K, on a:
Alpx) = (Ap)x;

1x = x;

Ax+y)=Ax+Ay;

(A4 p)x = Ax + px;

0x = 0.
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Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"
Sous-espaces vectoriels

Définition. On dit que E C K" est un sous-IK—espace de K" si
0cEsi"x,ycE,x+ycEetsi"xcE,"NcK, \xc E.
Notation. E < K".



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"
Sous-espaces vectoriels

Plus généralement, si F C E est aussi un sous-IK —espace vectoriel
de K", on notera E < F.



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"
Sous-espaces vectoriels

Exemples. {0} est toujours un sous-espace vectoriel de IK".
SivelK” alors Kv ={Av : e K} <K".
{(x,y,2) €K3® : x+y+z=0} <K3



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"

Sous-espaces vectoriels

Intersection. Si E, F < K", alors E N F est aussi un sous-espace

vectoriel de K".
Somme. Si E,F <K" alors E+ F={x+y : xc E,y € F} est
aussi un sous-espace vectoriel de IK".



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"
Sous-espaces vectoriels

Attention ! Si E, F < K", alors E U F n'est pas un sous-espace
vectoriel sauf si E < F ou F < E.



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"

Sous-espaces vectoriels

Définition : sous-espace engendré. Soient v, ..., v € IK", on note
Vect{vi, ..., vk} le plus petit sous-espace de IK" contenant
Vi, ..oy Vk.

Ona:
Vect{vi, ..., v} = {A1vi + ... + Mevie = A1, A € K}

Notation : Vect{vi, ..., vk} = (v1,...,vk) = Kvg + ... + Kvy.



Sous-espaces de K"

Additions et multiplication par un scalaire dans IK"
Sous-espaces vectoriels

Exemple. {(x,y,z) € K3 : 2x +3y +z =0} = {(x,y, —2x —3y) :
x,y € K} ={x(1,0,-2) + y(0,1,-3) : x,y e K} =

K(1,0,-2) + K(0,1,—3) = Vect{1,0,-2),(0,1,—3)}; c'est donc
un sous-espace vectoriel de K3.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Définition. Si ey, ..., e, € K", on dit que la famille {ey, ..., ex} est
libre ou IK—linéairement indépendante si pour tous ty, ..., t; € K,
ona:

tier+...+ttkex=0=>t1 =...=t,=0;

sinon on dit que la famille est liée



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Exemples. Les vecteurs (1,2,3),(4,5,6),(7,8,0) sont libres. Les
vecteurs (1,2, 3), (4,5,6),(7,8,9) sont liés.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Définition. Soit E < IKK". Soient ey, .., e, € E.On dit que la famille
{e1, ..., ek} est génératrice (ou qu'elle engendre E) si
E= <e1, ceey ek>.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Exemples. Les vecteurs (1,2,3),(4,5,6) engendrent
{(x,y,2) €R3 : x+z=2y}.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Définition. Une base est une famille libre et génératrice.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Exemples. Soient e; := | € K" pour 1 < i < n. Alors

{e1,...,en} est une base de K" = .#,,1(K); c'est la base canonique
de K".



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

1 0 1
{ 1], 11],] 0 } est une base de R3.
0 1 1



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

1 X
, 0 est une base de { y

-1 z

X+ty+z= }



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

{ 1 0 01 00
0 1) \oo/) \1o0
sous-espace des matrices de trace nulle.

} est une base du



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

{ 10 00 01
oo/ \o1) \10
sous-espace des matrices 2 x 2 réelles symétriques.

} est une base du



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Proposition. i) Soit e € K". Alors {e} libre < e # 0.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

ii) Si e1,ep € K", alors {e1, ex} est libre < €1, e, non colinéaires
ie.e1 € Key et ex & Key.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

i) Si e, ...,ex € K", alors {ey, ..., ex} est libre & {e1,...,ex_1}
libre et ex & Vect{ey, ..., ex_1}.



Familles génératrices, libres, bases

Familles libres
Famille génératrice
Bases

Démonstration de iii) : =: ex = tie1 + ... + ty_166_1 =
tier + ... + ti_1€—1 — l.ex = 0 absurde. <: si

tie1 + ... + tyex = 0, alors t, = 0 sinon

ex = —tl/tkel — . — tk_l/tkek_l € (el, . ek_1>.Mais alors
t; =...=ty—1 =0 car {e1,...,ex_1} est libre.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Proposition. Si A € M mp(K), si m < n, alors les colonnes de M
sont liées.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Démonstration. Quitte & multiplier A par une matrice inversible P,
on peut supposer A échelonnée. Notons A = (ajj)1<;j j<n. Notons
Alkys s ark, 7 0 les « pivots » de A. Ou: 1<k < ... < k- <m.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Notons J = {1,...,n} \ {ki,...,k-}. Alors J = (). Soit jmax le
maximum de J. On pose ;.. =letx;=0sij € J, j < jmax.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Puis on définit par récurrence descendante
— 1 e
Xkr - _ar Ky (Zj>k, arJXJ)

Xkrfl = ar 1,k _ (Ej>k ar_lvj)(j)’ Tt

1

Xky = _a(2j>k1 a1jxj)-



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

On a bien : Vi, >o7—1 ;% = 0 et au moins un x; # 0 (x;,,..). Q.e.d.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Corollaire. Si E < K" est un sous-espace vectoriel engendré par
des vecteurs ey, ..., &q, si f1, ..., f, est une famille libre de vecteurs
de E, alors p < q.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Démonstration. Pour tout j, fi = >, aje;. Si p > g, alors il
existe x1, ..., x, non tous nuls tel que ZJ’-’Zl ajjx; = 0 pour tout
1 << g. Mais alors :

g P
0=> (> aix)e
i=1 j=1

p q

=> x> aye)
j=1 =1
= _xf

j=1

absurde car les f; sont indépendants.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Corollaire. Toutes les bases ont le méme cardinal.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Démonstration. Soit E < IK". Si {ey, ..., ex} et {ef, ..., €, } sont
des bases de E, alors {ey, ..., ec} est libre et {ef, ..., €}, } génératrice
donc k < k’. Mais comme {ef, ..., e}, } est libre et {e1, ..., e}
génératrice, on a aussi k > k'.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Soit e < K",
Corollaire. i) Le sous-espace E admet au moins une base.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

ii) Une famille libre maximale dans E est une base. Libre maximale
signifie que si on ajoute un vecteur de E, on obtient une famille
liée.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

iii) Une famille génératrice minimale de E est une base. génératrice
minimale signifie que si on retire un vecteur de la famille, on
obtient une famille qui n'est plus génératrice.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Exemple : dans K" une famille libre (respectivement génératrice) a
n éléments est une base.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Définition. S| E < K", le cardinal commun a toutes les bases est
la dimension de E, notée dimy E ou dim E.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Exemples. dim K" = n,dim .#,,(IK) = mn, le sous-espace des

. , Ly - . . . 1
matrices réelles symétriques de taille n x n est de dimension "("2+ ),
le sous-espace des matrices réelles antisymétriques de taille n x n

est de dimension @




Dimension Théoréme de la base incompléte.

Formule de Grassmann

Théoréme. i) Soit E < IK". Soit (ey, ..., €p) une famille libre de E.
Alors on peut compléter en une base de E : (ey, ..., €p, €511, ..., €d).



Dimension Théoréme de la base incompléte.

Formule de Grassmann

ii)Soit (er, ...eq) une famille génératrice de E. Alors on peut trouver
I C{1,...,q} telle que (e; : i € I) est une base de E.



Dimension Théoréme de la base incompléte.

Formule de Grassmann

iii) Soit (e, ..., eg) une famille génératrice de E < KK". Supposons
que (e, ..., &) est libre pour un p < g.Alors il existe

{1,..,p} €1 C{1,...,q} tel que la famille {e; : i € I} est une
base de E.



Dimension Théoréme de la base incompléte.

Formule de Grassmann

Corollaire. Soit E < K" un sous-espace de dimension d.Alors si
el,....eq € E,

la famille {ey, ..., eq} est libre < la famille {eq, ..., eq} est
génératrice< la famille {e1, ..., eq} est une base.



Dimension Théoréme de la base incompléte.

Formule de Grassmann

Corollaire. Soit F < E <K". Alors dim F < dim E et
F=E< dmF=dimE



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Théoréme. Si E, F < K", alors

dim(E + F) = dimE +dimF —dim(ENF) .



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

Démonstration. Soit (u1, ..., ug) une base de EN F. On compléte
en (u1, ..., U4, V1, .., Ve) une base de E et (u1,..., ug, wi, ..., wr) une
base de F. C'est possible car ENF < E,F.Onae, f >0,
dmE=d+e dmF =d+f. Alors

(U1, .eeey Udy VI, ooey Ve, Wi, ..., Wr) est une base de E + F.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

En effet, E, F < Vect{u1,...., ug, v1, ..., Ve, W, ..., wr } donc
E + F = Vect{u, ..., ug, V1, ..., Ve, Wi, ..., wr } et la famille
(UL, ooy Ugy VI, vy Ve, W, ..., Wy ) est génératrice pour E + F.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

C'est aussi une famille libre car :
XUy + oo + XqUg + y1vi + ... + VeVe + 23W1 + ... + Zewr =0

= XU1+ ... FXqUg+Y1vVi+ ...+ YeVe = —z1W1 —...— zrwr € ENF
= X1U1 + ... + XgUg + Y1V1 + oo + YeVe = t1U1 + ... + tguy

pour certains t; € K. Donc
(X1 — tl)ul + ...+ (Xd — td)ud +yivi+ ..+ YeVe =0

Sy=..=y.=0.



Dimension Théoréme de la base incompléte

Formule de Grassmann

De méme

X1UL 4 ..+ XgUg +z21W1 + oo+ ZEWF = =1V — ... — YeWe € ENF
=z1=..=2zr=0.

Donc xquy + ... + xqug =0 et x3 = ... = x4 = 0.

Par conséquent, la famille (u1, ...., g, vi, ..., Ve, w1, ..., wr) est libre.
On vérifie enfin que dim(E+ F) =d+ e+ f =
(d+e)+(d+f)—d=dmE+dimF —dimENF.



Sommes directes

Définition. Soient E, F < IK". On dit que E, F sont en en somme
directe si ENF =0 notation: E® F =E + F.



Sommes directes

Si E® F =1K", on dit que F est un supplémentaire de E dans K".



Sommes directes

Exercice. Mn(K) = Sym,(K) & Antisym,(K)



Sommes directes

Théoréme.

Soit E < K" un sous-IK—espace vectoriel. Alors il existe des
sous-espaces F supplémentaires de E dans K" : E® F = K". Un
tel supplémentaire vérifie dmF = n—dimE.



Sommes directes

Proposition. Si E, F < K", alors E, F sont en somme directe <
ENF=0< dim(E+ F) =dimE +dimF.



Sommes directes

Définition. Soient Eq, ..., Ex < IK". On dit que E, ..., E, sont en
somme directe si x1 + ... +x, =0, i,x; € E; = Yix; = 0.
Notation : E1 ® ... ® E,.



Sommes directes

Proposition.
EE+.+E,=E®..9E, < Z,-dim E; = dim(E1 + ...+ En)



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Définition. Un IK—espace vectoriel est un ensemble Eavec une loi
+ : E x E — E et une multiplication externe . : K x E — E telles
que



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

i) + est associative;
ii) + est commutative ;



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

iii) Il existe un neutre Og pour +;
iv) tout élément x € E admet un opposé noté —x;



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

V) "\ ueK,,Yx € E, M\(p.x) = (Mu).x;
vi) "x € E, 1.x = x.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

vii) (Distributivités) "\ € K, "x,y € E, A.(x +y) = Ax + \.y,
INpeK,,"x € E, (A4 p).x = Ax+ p.x;



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Remarque. SiA € K et x € E, alors Ax=0=A=0o0u x=0.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Définition. Si E est un IK—espace vectoriel, on dit que F C E est
un sous-IK —espace vectoriel de E si :

i) 0€F,;

i) Yx,y€F,x+y€F;
i) YAeK,"xc E, Ax € F.
Notation F < E.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Exemples : IK" et ses sous-espaces,les sous-espaces d'un espace
vectoriel, K[ X],IK,[X] (espace des polynédmes de degré < n),les
applications E — F, si F espace vectoriel, les applications E — F
linéaires si E, F espaces vectoriels, les espaces de matrices,
I'ensemble des suites réelles : RN est un R—espace vectoriel,
Q(V2) ={a+ b2 : a,bc Q} est un Q—espace vectoriel, les
fractions rationnelles a coefficients réels : R(X), I'espace des
fonctions continues R — R : °(R, R).



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Proposition. Une intersection de sous-espaces est un sous-espace.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

On peut définir familles génératrices,libres, bases comme pour les
sous-espaces de K".



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Définition. Soit E un espace vectoriel. Si F, G < E, on note
F+G={u+v :ueF,ve G} : cestun sous-espace de E. Si
de plus FNG =0, alorson note F® G = F + G.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Définition
On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s'il admet
une famille génératrice finie.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Proposition-définition. Tout espace vectoriel a une base. Toutes les
bases d'un espace vectoriel E ont le méme nombre d'éléments. Ce
nombre est noté dim E, c'est la dimension de E.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Proposition. Une famille libre maximale est une base, une famille
génératrice minimale est une base.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Exemples : dim 4 mp(IK) = mn; dim K[X] dénombrable,
dim K,[X] = n+ 1, C est un R—espace vectoriel de dimension 2
(de base 1,7),R est un (Q—espace vectoriel de dimension non

dénombrable.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Exemples. a) L'espace .# des suites réelles (f,)nen telles que
Yn>2, f, = fh_1+ fr_o est un R—espace vectoriel de dimension 2.

Voici une base : ( (”ﬁ)n> 7 < (1_2“5>H>

nelN neN



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

b) L'espace & des fonctions y dérivables deux fois sur R telles que :
“x € R, y(x) = —y(x)

est un R—espace vectoriel de dimension 2.

Voici une base : x — cos x et x — sin x.



Sous-espaces vectoriels
Dimension finie

Espaces vectoriels abstraits

Soit E = ¥°(R, R). Notons Z les sous-espace des fonctions paires
continues, .# celui des fonctions impaires continues. Alors :
E=Y¢.7.



Rang d'une matrice

Définition. Soient vi, ..., vy € E, un espace vectoriel. Le rang de
(v1,..., vy) est la dimension du sous-espace engendré : (v, ..., vy).



Rang d'une matrice

Sivi,...,vn



Rang d'une matrice

Soit A € M mn(K). Soit r; le rang des lignes de A i.e. la dimension
du sous-espace de .#1,(IK) engendré par les lignes. Soit r¢ le rang
des colonnes de A i.e. la dimension du sous-espace de .#,1(K)
engendré par les colonnes.



Rang d'une matrice

Théoréme.
r=rc=min{k >0 : 3B € Mmu(K), CE Min(K), A= BC}.
On note rg A := r (A) = rc(A).



Rang d'une matrice

Notons Ly, ..., Ly, les lignes de A. Soient Lj, ..., L; des lignes
génératrices du sous-espace engendré par les L;.Alors pour tout k,

Le=) byl .
j=1



Rang d'une matrice

Alors A= BC avec B = (byj)1<k<m et C = : . Donc

I<j<r

L

ir

r(A) > min{k >0 : 7B € Mk (K), C € Mi,(K), A= BC} .



Rang d'une matrice

D'un autre coté, si A= BC avec B € M mk(K), C € #n(K),alors
pour tout i, L;j(A) = Y5, B;Li(C) € (L1(C), ..., L(C)).Donc
ri(A) = dim(L1(A), ..., Lm(A)) < k.



Rang d'une matrice

On raisonne de méme avec les colonnes de A ... Q.e.d.



Rang d'une matrice

Calcul pratique :

@ si on multiplie A & gauche par une matrice inversible(forcément
de taille m),on ne change pas le rang des lignes;

@ si la matrice A est échelonnée, alors le rang de A est le nombre
de ses lignes non nulles.



Rang d'une matrice

Pour calculer le rang de A il suffit donc de transformer A en une
matrice échelonnée par des opérations élémentaires sur les lignes de
A et de compter a la fin le nombre de lignes non nulles.



Rang d'une matrice

1 2 3 Lo al 1 2 3 a2l 1 2 3
24l 3—2L2
EXemp/e, 4 5 6 PSP 0o -3 —6 PN 0 -3 —6
L3—7Ly
7 8 9 0o -6 -—12 0 0 0
1 2 3

donc la matrice | 4 5 6 est de rang 2.

7 89



Rang d'une matrice

Théoréme. Soit A € M mn(IK) une matrice de rang r.Alors il existe
une matrice inversible P € .#,,(IK)et une matrice inversible

Ir|0
00

Q € Mx(K) telles que PAQ =




Exemple.

1 00
010
0 00

Rang d'une matrice
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