Polynémes

Soit K = Q,R ou C.



Polynémes

Soient P = ag + ... + agX9 un polynéme ot ag, ..., aq € K.

On note d = deg P le plus grand entier i > 0 tel que a; # 0. Si
P =0, on pose deg P = —o0. C'est le degré de P.

Le terme dominant est ag X9, ay est le coefficient dominant de
P.On note K[X] I'ensemble des polyndmes.



Polynémes

Somme :
siP=ag+..+amXMet Q= by+ ...+ b,X" sont des
polynémes, alors on pose

max{m,n}
P+Q= Y  (ait+b)X

i=0



Polynémes

Produit.

m—+n

PQ = Z X'
i=0

ou ¢ = ZII;:O akb,-,k.
On vérifie que deg PQ = deg P + deg Q.
On en déduit que si PQ =0, alors P ou Q = 0.



Polynémes
Evaluation

SiP=ay+aX+..+a,X" € K[X] siac K, on pose :

P(a)=ap+ aia+..+apa" € K .

Alors

P, Q € KIX], (P+Q)(a) = P(a)+Q(a) et (PQ)(a) = P(a)Q(a).



Polynémes

Divisibilité.
Si P, Q sont des polynémes, si P = BQ pour un certain polynéme
B, on dit que @ divise P, notation : Q|P.



Polynémes

Proposition (Division euclidienne. ) Soient P, Q polyndmes avec
Q # 0. Il existe un unique (B, R) couple de polynémes tel que
P =BQ + R avec deg R < deg Q.



Polynémes

Par exemple, si a € K, alors

X —alP < P(a)=0.



Polynémes

Définition. (Polynémes irréductibles) :
un polyndme P non constant est irréductible s'il n'existe pas de
polynéme Q de degré 0 < d < deg P tel que Q|P.



Polynémes

Remarque. En particulier, les polynémes de degré 1 sont toujours
irréductibles !



Polynémes

Théoréeme. Dans C[X], un polynéme P est irréductible
& degP =1.



Polynémes

n—1 )
X" —1=(J](x - &™)
k=0



Polynémes

Théoréme. Dans R[X], le polynéme P est irréductible
& degP =1oudegP =2, P=ap+ arX + aX? avec
A(P) = a2 — 4apap < 0.



Polynémes

Exemples.X? + 1, X% + X + 1.



Polynémes

Contre-exemples. X* + 1 = (X2 +v2X + 1)(X? — v2X +1).



Polynémes

Dans Q[X], les polynémes

Xn Xn—l
XM =2, X" =X =1 p b

sont irréductibles pour tout n > 1.



Polynémes

Proposition. soit P € K[X]. Alors il existe c € K*, Py,..., P,
irréductibles unitaires (i.e. de coefficient dominant 1) deux a deux

distincts tels que
P =cP{*...P7"

pour certains a; > 1. De plus, ¢, r; les P; et les a; dont uniques (a
permutation prés).



Polynémes

Démonstration. Par récurrence sur deg P.



Polynémes

Exemples.
X4 1=(X2+ V22X +1)(X2 - V2X +1) .
n—1

X"_1= H(X _ e2ik7r/n) )
k=0



Polynémes

Définition. on dit que deux polynémes P, @ € K[X] sont premiers
entre eux si D|P et D|Q = D =constante.



Polynémes

Démonstration. Les polynémes P, Q € K[X] sont premiers entre
eux < U, V € K[X] polyndmes tels que PU + QV = 1 (relation
de Bézout).



Polynémes

Démonstration. On utilise I'algorithme d'Euclide ...



Exemple de relation de Bézout entre deux polynomes premiers entre eux
Soit P(X) = X% 41, Q(X) = X2+ X +2,
Appliquons Ualgorithme d’Euclide o P, Q pour trowver une relation de Bézout ..

XP+1= (X34 X +2)(X ~1) - X +3

X'4X+2=(-X+3)(-X-4) 113
Nps=p13x 40

~ T
Done
1=hx13= (X4 X 42 (- X +3)(-X —4))
=X+ (X341 (X4 X +2)(X —1))(-X —4))

(X2 X +2) (14 (X —1)(-X —4)) = (X34 1)(-X —4))

X2-3X+5) |+ (X + \\(%(Y+1))
= =

XTrX+2
X

X X+1]-X+3




Polynémes

Lemme de Gauss. Si A, B, C € K[X] sont tels que
A|BC

et A, B premiers entre eux, alorsA|C.



Corps des fractions rationnelles

Définition : On note
K(X) = (g + PEKIX], Qe KIX]. Q#0)

ol deux symboles g et %, P,Q,R,S € K[X], Q,S # 0, sont
égaux si et seulement si : PS = QR.



Corps des fractions rationnelles

Addition.
Pr P P+ P@r

51+ Q Q1 Q2



Corps des fractions rationnelles

Multiplication.
Pr P, PP

A Q Q@




Corps des fractions rationnelles

Définition. deg (g) — deg P — deg Q.



Corps des fractions rationnelles

Forme réduite

Définition. On dit qu'une fraction f = g est sous forme réduite ou
irréductible si les polynémes P, @ sont premiers entre eux.



Corps des fractions rationnelles

X2-1 _ X+1
X3-1 7 X24X+1°

Exemple.



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Définition. Un élément simple est une fraction de la forme %

n € N, P est un polynéme irréductible et A est un polynéme de
degré < deg P.

ou



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples. Pour C(X) : ﬁ ot n € N.0, a,ze C.



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Pour R(X) : ) X) ou neN.0, a,x e R
et (Xzi);;iq),, ol n € N5O, a,b,p,q € R avec p? < 4q .



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Théoréme. Existence.
Soit f une fraction rationnelle dans K(X), alors f se décompose en

F=E+) f

ou E € K[X] est un polyndme et les f; sont des éléments simples
dans K(X).



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Théoréme. Unicité.
Si f € K(X) est une fraction rationnelle alors f s'écrit de maniére
unique :

n n;
1 A"
F=E+> | =2
il e
ou ne€ N, n; € N, D; € K[X] sont irréductibles unitaires deux a
deux distincts, A; € K[X] sont de degré deg A;; < deg D;
(donc constants si D; de degré 1 et de degré <1 si D; de degré 2).



Cas de R
Décompositions en éléments simples

De plus si f = % est la forme réduite de f, alors E est le reste de la
division euclidienne de P par Q. Les D; et n; sont ceux qui
apparaissent dans la factorisation Q@ = Dj*...D]".



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exercice. les éléments simples

m,ré@,nkl

forment une base du sous-espace vecoriel des fractions rationnelles
de degré < 0.



Cas de R

Décompositions en éléments simples

Exercice. Les éléments simples

1 1 X
(X =) (X2 4 pX +q)"" (X2 + pX +q)"

reR,n>1,p qgeR, p>—4qg <0, forment une base du
sous-espace vectoriel des fractions rationnelles réelles de degré < 0.



Cas de R

Décompositions en éléments simples

Exemples. Si f = P/Q est irréductible, si @ = (X — a)Q; avec
Q@1(a) #0, alors f a un élément simple de la forme A\/(X — a) avec
A = P(a)/Q'(a). Plus généralement, si Q = (X — a)"Q; avec
Qi1(a) # 0, alors f a un élément simple de la forme \/(X — a)"
avec A = P(a)/Q1(a).



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples a)

X+3 4/3  (-1/3)

X-D)X+2) X—-11 X+2




Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples b)

Si deg P < n, alors

ol z = e2im/n,



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples c)

X +2 (=5/21)  4/9 5/27 1/9
X+12(X =22 X—2 " X=22 " x+1 " (x+1p




Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples d)

X2
=7
(X*+X2+1)2




Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples e)

X' +2
(X24+X+1)3



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Exemples f)

Soit P(X) = (X —a1)™...(X — a,)™ pour des a; € K deux a deux
distincts et des n; > 1. Alors :

Py m
P_, X—a,~'
i=1




Cas de R
Décompositions en éléments simples

Applications

1 Ix
Calculer fo wa



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Applications

Calculer (Xz—lﬂ)(n)



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Applications

1

) o éléments

CalCUIer EZ:]_ m . Indication : décomposer la fraction

simples ...



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Applications

Trouver deux polyndmes U, V tels que U(X —1)3+ V(X +1)3 = 1.

1 ils .
en éléments simples ...
X11)3 'mp

Indication : décomposer [Tery ey



Cas de R
Décompositions en éléments simples

Applications

Soit T,(X) tel que Tp(cosx) = cos nx. Décomposer

Ta(X)

en éléments simples.



Rappels sur le cours d’hier + quelques exemples
de décomposition en éléments simples :

Théoréme. Toute fraction rationnelle f =
geK(X), P, QeK|[X] se décompose :

f=E+3, fiou EeK[X]et les f; sont des cle-
ments simples.

Cas ou K =1R.
les éléments simples sont des fractions de la forme :

a N . aX+b
o oua, zeR, nelN, ou bien S ey D

a,beR, nelN, et p, geRtels que p® < 4q.

ou

Méthode pour obtenir la décomposition
d’une fraction g si P, QeR[X].

1) on se raméne & décomposer une fraction de
degré <0.

On fait la division euclidienne de P par Q.

1



23 (2 +2—2)(x —1)+a
Ezemple. 7——= PEp— -
&€
T-lt o
degre<0
z° 22 x—2
Pt —-2 |z—1
—z’+2
—x?—x+2
x

2)on factorise le dénominateur
Exemple. °+x —2=(z —1)(z +2)

3) on écrit les éléments simples possibles

L _— = =2 b nicité des coef.
2242-2  (z-1)(z+2) -1 =z+2 nierte des coel-
ficients !

4) on cherche les valeurs des coefficients

v a b

2 +r—2 r—1 x+42



Conclusion : —

Autre exemple.

N\ T+T 47 a b -1 2
A) T e T i3 zi2 =T 3
a2 —x—6 (z+2)(z—-3) r+2 x-3 r+2 x-3
5 0
a=—=—-letb=—=
-9 D
1 1
b) X1 2in in—1)r
(X*l)(X*( n ) (X*L n )
2ikm
1 en
72& zm AVCCU,]\ = T 20k g -
X_en ne
I 1gn-l
Xr—1" né=k=0 2ikm
X
¢) cas ou facteurs avec exposants >2.
62— 11 -5 6 0 5 6
F R P P P N P s 1

onposet=x—1.
6(t+1)—11 _ 6t—-5 6 5

[GE 3 12 13

—z* 422 +4 o —z 422 +4

autre exemple. e




2244 1 —22+ 2z +4— (v —2)%
—da+dx w z(x—2)?
—2a 4w

z(r—2)2

Cas ot on a des facteurs irréductibles de degré 2

8e’4+120-20 _ a b

(w+3)( 2) z+3  2l4r+2
irréductible

 8X0412x(=3)—20

(—32—3+2



8%+ 122 — 20

82?2+ 120 — 20— 2(.r'1+.r+ 2)
(1‘+3)(1‘2+1' +2 -

(:l'+3)(12+1 + 2)

_ Ga*+10z—-24 _ 6x—8
(.’1;+3)(1:2+J'+2> w2’

Casotona

des facteurs irréductibles de degré 2 multiples.

axr+b
(22 +z+1)?

+d
+: +z+1

————=F(z)+

divisions euclidiennes répétées par >+ x + 1
P P

27 +2 ’+ar+1

2 a2 |-ttt —o
—ab— 2742

SR

21+ 2

o+ 2 a?

—zt—a?+2

—t—at—x

—x+2

2+ 2=(*+x+ 1) (2" -zt + 2’ —z)—x+2

5



742 -zt —z —z+2

(@2+x+1)2 " alta+l (22 +z+1)°
i e e A PN |
20+ a4 2? 2 —22°+ 3w
—2x'—at4 a2l —uw
327+ 32—
—dz

27+2 (@ +a+1)(2®—22"+3z) — 4o —z+2
(22+z+1)2 2?+z+1 (x2+x+1)*
3 2 _ 4a —z+2
=T 207+ 3 IZ+I+1+(12+I+1)3

Cas ol au moins deux facteurs de degré 2 (irré-
ductibles)

1 ar+b cr+d

(22+z+1)(a2+1) ~ 224z +1 z2+1

sl=(az+b)(z*+ 1)+ (cx+d)(z*+z+1)

sl=ra+c)+2(b+c+d)+z(atc+d)+
a+c=0

btdel! il sa=1,c=-1,b=1,d=0.

b+d=1



1 ar+1 T

(x24+z+1)(z2+1) P2+l 2241
Applications.
Caleul f dde 4

alcwer | s —

Notation. Si f est continue sur un intervalle I
de R, on note [ f(z)dx les primitives de f sur
I c-a-d les fonctions F' dérivables sur I telles que

Vael ,F'(z)= f(z).
1ére étape = décomposer en €éléments simples

Tx—G6
@+ 3z +2

=r+3+

xfs
2= (2"—3z+2)(x+3)+ 7z —6
Or, 2+ 3z+2=(z+1)(z+2)

Donc Tx—6 _ a b
T 2243242 x+l | x+2

a="=-13. b=""=20.
2eme étape : on «intégrey les éléments simples.

7



[2 (2t 3)da-13 [ 4 20 [ L

22137 +2 T+ 1 T+2
—Z4 30 — 13In(z+ 1) + 20In(z + 2) + C

ou C' = constante.
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