Chapitre VIII. INTEGRATION

Soient a < b € R.

Définition. On dit qu’une fonction f : [a, b] — R est en escaliers s'il
existe A = {a = ty < ... < t, = b} une subdivision de I'intervalle
telle que pour tout 0 < / < n— 1, f est constante (égale a une
certaine constante ¢; € R) sur I'intervalle ouvert |¢;, tj11[. Dans ce
cas, on dit que la subdivision A est adaptée a f.




Soient a< b€ R.

Définition. On dit qu’une fonction f : [a, b] — R est en escaliers s'il existe A = {a =
to < ... < t, = b} une subdivision de I'intervalle telle que pour tout 0 <i<n-—1,f
est constante (égale 3 une certaine constante ¢; € R) sur l'intervalle ouvert |t;, ti1q].
Dans ce cas, on dit que la subdivision A est adaptée a f.
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Exemple. Soit | C [a, b] un intervalle.On pose x; : [a,b] — R la

fonction telle que




Exemple. Soit | C [a, b] un intervalle. On pose x; : [a, b] — R la fonction telle que

1 sixel,
xi(x) = :
0 six¢l.

La fonction x| est en escaliers.

Exercice. L'ensemble &([a, b]) des fonctions en escaliers sur [a, b]
est un sous-R—espace vectoriel de R[22l |'espace des fonctions :
[a, b] — R. Les fonctions yy, / intervalle ouvert de R, forment une

famille génératrice de I'espace &(|a, b]).




Exercice. L'ensemble &([a, b]) des fonctions en escaliers sur [a, b] est un sous-R—espace
vectoriel de RI2:2] I'espace des fonctions : [a,b] — R. Les fonctions x;, | intervalle
ouvert de R, forment une famille génératrice de I'espace &(|a, b]).

>

Remarques.

a) onaf([a,b]))={c : 0<i<n—-1}yU{f(t;) : 0<i<n};
en particulier £ ne prend qu'un nombre fini de valeurs et est
bornée;

b) si A C A’ sont des subdivisions de [a, b] (on dit que A’ est une
subdivision plus fine que A),alors si A est adaptée a f,
fonction en escaliers, A’ aussi.




Remarques.
a) onaf([ab])={c : 0<i<n—1}U{f(t;) : 0 <i< n}; en particulier f ne
prend qu’un nombre fini de valeurs et est bornée;

b) si A C A’ sont des subdivisions de [a, b] (on dit que A’ est une subdivision plus
fine que A), alors si A est adaptée a f, fonction en escaliers, A" aussi.

Définition. soit  une fonction en escaliers sur [a, b]. Le nombre :

n—1

In(F) = (tiy1 — )i

i=0

ou A ={a=ty<..<t,=b} est une subdivision adaptée 3 f et
f}]t,-,tm[ = ¢j, est indépendant de la subdivision adaptée a f choisie.




Définition. soit f une fonction en escaliers sur [a, b]. Le nombre :
n—1
IA(f) = Z(t,’+1 = t,’)C,'
i=0

ot A ={a=ty<..<ty= b} est une subdivision adaptée a f et f l tipal = Cio €St

indépendant de la subdivision adaptée a f choisie. On le note : fab f.

Exercice. Soit / un intervalle contenue dans [a, b]. On a fab x1=1(1)
la longueur de I'intervalle /.




Exercice. Soit | un intervalle contenue dans [a, b]. On a fab x1 = I(I) la longueur de

l'intervalle |.
v

Propriétés.
a) Sif <g, alors fabf < fabg.

b) L'application f — fabf est linéaire.




Propriétés.
a) Sif<g, alors fabf < fabg.

b)  L’application f — fab f est linéaire.
>

Définition. Soit f une fonction BORNEE sur un intervalle [a, b] de
R,a<beR.
On dit que f est Riemann-intégrable (ri) si :

Ye>0,7e<f<E,

/ab(E—e)Se

et eI E en escaliers.




Définition. Soit f une fonction BORNEE sur un intervalle [a,b] de R, a < b € R.
On dit que f est Riemann-intégrable (ri) si :

Ye>0,7e < f<E,

/ab(E—e)ge

et e, E en escaliers.

Exemples.
@ les fonctions en escaliers !
@ les fonctions monotones !

© les fonctions continues ! patience



Exemples.
@ les fonctions en escaliers !
@ les fonctions monotones !

© les fonctions continues! patience

Contre-exemple. La fonction
xq : [0,1] = R, x = 1si x € Q, 0 sinon

n'est pas Riemann-intégrable.




Contre-exemple. La fonction
xqQ :[0,1] = R, x = 1 si x € Q, 0 sinon

n'est pas Riemann-intégrable.

Définition. Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable.On

pose
b b b
/f:/ f(x)dx:sup/ e

a a € a

ol e < f est en escaliers.
Si f est en escaliers c'est la méme définition qu’'avant ...




Définition. Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. On pose

b b b
/ f:/ f(x)dx:sup/ e
a a e a
ou e < f est en escaliers.

Si f est en escaliers c’est la méme définition qu’avant ...

Exercice. Si f est ri alors fabf = infg fabE ol E > f est en esca-
liers.




Exercice. Si f est ri alors fab f =infg fab E ou E > f est en escaliers.

Montrer que la fonction f : [0,1] — R, x — hx est Riemann-
intégrable sur [0, 1] et fol f=nh/2. J







Montrer que la fonction f : [0,1] — R, x — hx est Riemann-intégrable sur [0,1] et
Jo f=hj2.

v

Si f > 0 est Riemann-intégrable, on peut interpréter fabf comme
I'aire de la partie {(x,y) €R? : a<x< b, 0<y < f(x)}.




Si f > 0 est Riemann-intégrable, on peut interpréter fab f comme ['aire de la partie
{(x,y) eR? : a<x< b, 0<y < f(x)}
V.

Si a > b, si f est intégrable sur [b, a], on pose fab fi=—[;f. J




Sia> b, sif est intégrable sur [b, a], on pose [P f = — [Zf.

Théoréme.
Soient a < ¢ < b € R. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] <
f est Riemann-intégrable sur [a, c] et [c, b]. Dans ce cas, on a :

b c b
[r=[re [,
a a c




Théoréme.
Soient a < ¢ < b € R. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] < f est Riemann-
intégrable sur [a, c] et [c, b]. Dans ce cas, on a :

b c b
/f:/f+/f.
a a c

Théoréme. Si f < g sont Riemann-intégrables, alors fab f< fabg. J




Théoréme. Si f < g sont Riemann-intégrables, alors fab f< fabg.

Proposition. Soit f : [a, b] — R continue. On suppose f > 0. Alors
JPf=0=f=0.




Proposition. Soit f : [a, b] — R continue. On suppose f > 0. Alors fab f=0=f=0.
.

Exercice. Si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et si
Yx, f(x) >0

alors fabf > 0.




Exercice. Si f est Riemann-intégrable sur [a, b| et si
Vx, f(x) >0

alors fabf > 0.
>

Théoréme : L'ensemble I([a, b]) des fonctions Riemann-intégrables
sur [a, b] est un sous-IR—espace vectoriel des fonctions bornées
[a, b] — R. De plus,

J([a,b])—>]R,f»—>/bf

est linéaire.



Théoréme : L’ensemble I([a, b]) des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est un
sous-R—espace vectoriel des fonctions bornées [a, b] — R. De plus,

I([a, b]) — R, f»—)/bf

est linéaire.

Proposition. Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable.

Alors |f| aussi et :
b b
[ [
a a



Proposition. Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Alors |f| aussi et :

b b
A< [
a a

v

Démonstration. Soit € > 0. Il existe e, E des fonctions en escalier
telles que e < f < E et fab(E —e)<e.

Alors ||f| — |e|]| < |f —e|=f—e < E—e. Donc:|e|] —(E—e) <
|f| < E—e+|e|. Or |e|] & E — e sont des fonctions en escaliers et

J2(lel+ E—e—(le] = (E—e))) =2 [2(E —e) < 2.

Donc |f]| est aussi Riemann-intégrable. De pIus —]f| <f<If| =
b b b b b

— I < < DUl =1 ) fI < [ If]. Q.e.d.



Démonstration. Soit ¢ > 0. Il existe e, E des fonctions en escalier telles que e < f < E
et fab(E— e)<e.

Alors ||f| —le|| < |[f—e|=f—e< E—e. Donc:le|]—(E—e)<|f|<E—e+]e|
Or |e| £ E — e sont des fonctions en escaliers et fab(\e| +E—e—(le] —(E—¢))) =
2 [P(E—e) < 2e

Donc |f| est aussi Riemann-intégrable. De plus, —|f| < f < |f| = —fab If] < fabf <
J =1 A< LI Qed.

Contre-exemple. La fonction
f:]0,1] - R, x — 1si x € Q, —1 sinon

n'est pas Riemann-intégrable mais |f| I'est.









Contre-exemple. La fonction
f:[0,1] = R, x — 1 si x € @, —1 sinon

n'est pas Riemann-intégrable mais |f| I'est.

Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue.Alors f est
Riemann-intégrable.




Théoréme. Soit f une fonction continue sur [a, ] Alors f est uniformément continue ic -

¥e>0,30>0,¥r, yela, b, |z —y| <n= | f(z) - fly)l <e.

Démonstration. Soit £ >0. Raisonnons par I'absurde. Si on ne peut pas trouver 5> 0 alors

¥neN>0, 32, tnela, b, [0 — al €3 et | () — flun)| 2.

Posons 7 =sup (s [k > n}. Alors la suite (77) est décroissante dans [a, ] done converge ver un,
certain wela,b]

Comme f est continue, lim, f(7) = f(z),

<, €77 Done limyay, =limg 7 =

Or,¥n, 3k, >n, 7 —

Ox, pour tout n, [y, — i, | < 7 < +. Done iy, e, = Comme [ est continue, on a aussi

— fly)| 2= >0. Absurde ! O

lim, f(zr,) =lim, f (ys,) = f(z). Or, pourtoutn, | f(r,

[Théoréme. Soit J une fonction contimie sur wn scgment [, 9], Alors f est Ricmann-ntégrable sur [, ]|

Démonstration. Soit = >0. Soit 5> 0 tel que

Y, yela b, o —yl < n=|flx) - fly)l <= (1)

On pose a=toc...<tn =b tels que

ti=a+it=t 0<i <n ot nestchoisi pour que =2 < .
Posons pour tout 0<i <n, my=ming, . jf et Me=max, ¢, /.
Diapres (1), M, —my <<, pour tout i

Posons ¢ la fonction en escaliers telle que e=m;sur Vintervalle [t, 11,0 <1 <n— Lete(s)=m, on
définit E 1a fonction en escalicrs telle que = M;sur Vintervalle f; fi1[0< i Sn—1 et E(h)=

Alors bien entendu, e < f < E et [} (B~ €)= 50 (tign — t)(M; = m) < eI (tigr — 1) =

Crest vrai pour tout >0 done J est Riemann-intégrable | 0



Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors f est Riemann-intégrable.

Corollaire. Si f : [a, b] — R est continue par morceaux et bornée
(c-a-d : il existe a = xp < x1 < ... < x, = b tels que pour tout
0<i<n-—1,f estcontinue sur|x;, xi+1|[)

alors f est Riemann-intégrable.




Corollaire. Si f : [a, b] — R est continue par morceaux et bornée

(c-a-d : il existe a = xp < x1 < ... < xnp = b tels que pour tout 0 < i < n—1, f est
continue sur |x;, Xj+1[)

alors f est Riemann-intégrable.

Théoreme. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors la
fonction :

F:[a,b]—>IR,xn—>/ f
a
est dérivable et

Ya<x<b, Fl(x)=f(x) .




Théoréme. Soit f:[a,b]— R une fonction continue.
Si on pose F(
Vaela, b, F'(x)= f(x).

r)= f‘,r [, alors F est dérivable et :

Démonstration. wzﬁu flx).
¢
en effet, 7”1“27”1) — flz)= %frhl = f(z)

relation de Chasles

=L = ).

Comme f est continue en x, si e >0, alorsil existe >0,
tel que [o —y|<n=|f(x) - f(y)| <e.

Done si 0 < [t| < 7, alors |f:“ (f— f(z))\gf{'“ |f -
Ja)l<f ™ e=te.

L. ot
Dot : 17|f, (- fw)l<e.
C’est vrai pourtout € > 0. Donc ﬂf:“ (f— flx))|—0.0

10

o



Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors la fonction :
X
F:[a,b]—)R,xn—)/ f
a

est dérivable et
Ya<x<b, Fl(x)=f(x) .

En particulier, si F est C! sur [a, b],alors

b
/ F' = F(b) - F(a) .

a



Si F est C!(c-a-d : F dérivable de dérivée continue),
alors z ff F' est dérivable de dérivée :

(x— [T F)=F"

Donc z+ [ F'=F' + constante

Or [ F'=0. Donc constante = —F/(a).
En 2 =5, on trouve : f: F'=F'(b)— F'(a).

Ezxemple. fnf sin =

:(—cos)(g) —(—cos(0))=1.
T

NOTATION IMPORTANTE.
b b
Jo =1, f(@)dz

«pour rappeler que x est la variable (qui varie entre
aetb)y.



En particulier, si F est G sur [a, b], alors

b
/ F' = F(b) — F(a) .

Proposition. Si u, v sont C! sur [a, b] , alors :

b b
/ w' = [uv]? / v .
a a




Proposition. Si u, v sont C! sur [a, b] , alors :

b b
/ w' = [uv]? —/ u'v .
a a

. : 1 1
Exercice : calculer [ xsinxdx, [y x?e*dx, [[‘Intdt, [ arctanxdx.




INTEGRATION PAR PARTIES.

Jox_sin(z)de=[uo]f— [ u'v

u N

=(uv)(m) = (wv)(0) = [ u'v
=—mcos(m) —0 7f (—cos(z))dz
=r+ [, cos=m+sin(m) —sin (0) = .

Or,u'=1,v=—cos(z).

]Ol JI'LQel‘Y’,dx:[uL'Qe”’]J)ff('l 2xetdx
(u'=2z, v=e¢")

=e — 2f z Ld.L = e — 2([1‘@’”](1) —
[, eda)=e Coe—(e—1)=c-2.

u'=1 v=e".



Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral

. - 1 1
Exercice : calculer [ xsinxdx, [;x?eXdx, [‘Intdt, f[; arctanxdx.

Théoréme : si f est C"*! sur [a, b], ALORS

f(b) =

F(a) 4 (b—a)f(a) 4.+ L= ;Ia)nf(”)(a)Jr /b(b ;'t)nﬂ"“)(t)dt.




Théoréme : si f est "+ sur [a, b], ALORS

F(b) =

F(a) + (b— a)f'(a) + .. + (b (">()+/ (b F+1) (£ g

démonstration : récurrence sur n et intégration par parties ...



formule de Taylor-Lagrange avec reste
intégral.

f: %f("‘“)(t) dt= (intégration

par parties)=

(b=a g, b= g
)+ ) S e

d’ou la récurrence ...

u= f(nﬂj(t) ot v/ = (”;[ﬂ”

(b -ty

I p(n+2) y—
u'=f (t> etv= (n+1)!



démonstration : récurrence sur n et intégration par parties ...
>

Soit ¢ : [a,b] — R de classe C!, soit f : | — R continue. On
suppose que ¢([a, b]) C /. Alors :

a)

b #(b)
/ F(6(8)) ()t = / Fx)d
a ¢(a)

b) Si de plus ¢ est bijective [a, b] — [¢(a), ¢(b)], alors

b 61(0)
/a fF(x)dx = /qj INCORCTS




Soit ¢ : [a, b] — R de classe C!, soit f : | — R continue. On suppose que ¢([a, b]) C I.
Alors :

” ® »(b)
JRCOICES /¢ g

b) Side plus ¢ est bijective [a, b] — [¢(a), &(b)], alors

—1

b ¢~ 7 (b)
/ i = /¢ IRRCOCER

Exercice :

1
/ V1—x2dt =T |
. 2




Changement de variables.

Remarque.

Si F'= falors(Fop)' = (fop).¢.

Donc fab (Foyp) =Fop(b)—Fopla)=
b - olb) - olb)

Jo (Fop)ro'=[ 0 f=[/u F"

I f( gl )so'(t)dt= J I ).

Moyen mnémotechnique :

<<%>> =2'(t) = dx=2'(t)dt.

Ezemple.

I VT =dda=2



Poser = cos (t). Attention, on change aussi
les bornes : si x=—1, t=m. Six=1,t=0.

Et on change aussi do : x = cos (t) = da =

(cos (t))'dt=—sin(t)dt.

Dong, f 1] Vi—a’d =z =

f: V1—cos’(t) x (—sin (t))dt=—

f: sin? (dt= [ sin® ()dt =
™ 1—cos (2t ™ 1 pm

AN 2 Hdt= N %dt_§fn cos (2t)dt

m Afsim@) )" _ 7 1, .
575[ mz‘ ]0:571(S1n(2ﬂ')7sm(0)):

wla |



Exercice :

1
/ V1 — x2dt = T
. 2

a) Sif:[—a,a] — R est continue, alors si f est paire,

fja f=2 an fi
b) Sif:[—a,a] = R est continue, alors si f est impaire, alors
[2,f=0;

c) Sif:R — R est périodique de période T, alors pour tout
aeR, [F*Tf=[TT




a) Sif:[—a,a] » R est continue, alors sif est paire, [° =2 []F;
b) Sif:[—a,a] — R est continue, alors si f est impaire, alors [* f=0;
c) Sif:R — R est périodique de période T, alors pour tout a € R,
a+T T
/. f=Jf

a

Théoréme. Sif :[a;b] — R est dérivable et si f’ est Riemann-
intégrable, alors :

b
/ f'' = f(b) — f(a) .

a




Théoréme. Sif :[a;b] — R est dérivable et si f' est Riemann-intégrable, alors :

b
/ F1 = £(b) — f(a) .

Notations : si A = {a = xp < x1 < x2 < ... < X, = b} est une
subdivision de [a, b], alors on note :

ha = 1= ) -
A Ogrpgr)r(—l(XI+1 X/)




Notations : si A = {a = xp < x1 < x2 < ... < X, = b} est une subdivision de [a, b],
alors on note :

ha = i1 — Xi) -
A= o T (e =)

Définition. Si &€ = (&, ..., &n_1) avec i, & € [xi, Xi11], on pose :

Sae(f) =D (&) (xit1 — x) -

i=0

C’est une somme de Riemann de f.




Définition. Si ¢ = (o, ...,&n—1) avec Vi, & € [x;, xi+1], on pose :
n—1
Sae(f)= D F(E)(xir1 —xi) -

i=0

C’est une somme de Riemann de f.

Théoréme. Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors

b
[i =
im Sne(f) /a f

(quelles que soient les point &; choisis!)




Théoréme. Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors

b
= [

(quelles que soient les point &; choisis!)

Cas particulier : si f est Riemann-Intégrable sur [a, b], alors :

- b—a b
nlm@ﬁéf(a—i—k . )_/ .




Cas particulier : si f est Riemann-Intégrable sur |a, b], alors :

. 1< b—a b
nll[r;o;;f(a-i-k - )7/a f.

=1

=1In2

. n
Jm, > =/




li ; !
|
n—oo = k+n

n

. n
A 2 e =

Exercices :
. 1 k—1
a) I|mn_>oo ZZZI % = In 2 Indication :
1-Lt+1 1y 4t Lol 4t -t

b) limp—oo Y p_q SiN (%) sin (n—kz) =sinl —cosl




Exercices :

k—1
. n =i _ ..
a) limp— 0o E k=1( ‘)< =1In2. Indlcaltlon: )
1 1 1 1 1 _ 1 — —
R e e I e

n—

2
b) limp—co y p_q Sin (%) sin (n%) =sinl —cos1

Bl

On pose I, := [, sin” tdt. Alors :

™

lo 5

,h=1, Vn >1, (n+ 1)/,,+1 =nl,_1 .




On pose I, :== foi sin” tdt. Alors :

 h=1,%>1, (n+ 1)1 = nlp_1 .

T
°= 5

/n+1 S In S /n—l

= /n+1 Y /n




ln+1 S ln S ln—l

ﬁInJrlNIn
4
Or:
/ _ 2n/ _2n 2n—2l _
2n+1 — on+ 1 2n—1 — 2n+1~2n_1 2n—3 — ...

2nx (2n—2) x ... x 2 0
(2n+1)x(2n—1)x ... x 3’




Or :
2n 2n  2n-—2

. e
2n+1°"'T 2nt12n—1
_ 2nx (2n—2) X ... X 2

o (@n+1)x(2n—1)x ..x 3

l2n+1 = 2p—3 = ...

Donc
an an

I = — ~
20l = 50 1 2n

2X4X..X2n

T 1x3x .. x(2n—1)




Donc

J _ an an
T on+1 T 2n
ou
2X4X..X2n
Gy =
1x3x%x..x(2n-1)
De méme,
/ 2n—1l 2n—1 1/
" 2n n 2n




De méme,

2n—1 2n—1
I b Y
2n on o n—2 - .
T
2ap
>
Donc
2
.ay
bpti ~ by = lim— =7 .
noc n

2

”!”kﬁ(g)":awk ”




Donc

2

. dap
~by= lim-— =7 .
hbpy1 ~ hy g =

n!~kﬁ(£)n:>a,,~k\/g.

Et

k? =21 ...
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