Soient a < b € R.

Définition : on dit qu'une fonction f : [a, b] — R est en escaliers s'il
existe A = {a =ty < ... < t, = b} une subdivision de l'intervalle
telle que pour tout 0 < / < n— 1, f est constante (égale a une
certaine constante ¢; € R) sur l'intervalle ouvert |t;, tiy1[. Dans ce
cas, on dit que la subdivision A est adaptée a f.




Exemple : soit | C [a, b] un intervalle. On pose x; : [a,b] — R la
fonction telle que

lsixel,
Osixé&l.

xi(x) =

La fonction ; est en escaliers.




Exo : I'ensemble &([a, b]) des fonctions en escaliers sur [a, b] est un
sous-R—espace vectoriel de R[2#] I'espace des fonctions : [a, b] —
R. Les fonctions xy, I intervalle ouvert de R, forment une famille
génératrice de I'espace &([a, b]).




Remarques :

a) onaf([a,b])={c : 0<i<n—1}U{f(t;) : 0<i<n};
en particulier ¥ ne prend qu'un nombre fini de valeurs et est
bornée;

b) si A C A’ sont des subdivisions de [a, b] (on dit que A’ est une

subdivision plus fine que A), alors si A est adaptée a f,
fonction en escaliers, A’ aussi.




Définition : soit 7 une fonction en escaliers sur [a, b]. Le nombre :

n—1

In(F) = (tiy1 — ti)ci

i=0

ot A ={a=ty<..<t,=b} est une subdivision adaptée a f et
f|]t;,t;+1[ = ¢j, est indépendant de la subdivision adaptée a f choisie.
On le note : fabf .




longueur de l'intervalle /.

Exo : soit / un intervalle contenue dans [a, b]. On a fabx, =I(1) IaJ
oy <& = Dac
I




Propriétés :
a) Sif <g, alors fabf < fabg.

b) L’application f fabf est linéaire.




Soit f une fonction BORNEE sur un intervalle [a,b] de R, a < b €
R

On dit que f est Riemann-intégrable si :

Ve>0,%e<f<E,

b
/ (E—e)<e
a
et e, E en escaliers.




Exemples :

@ les fonctions en escaliers!

@ les fonctions monotones !

© les fonctions continues! patience




Contre-exemple : la fonction

X0 :[0,1] = R, x — 1si x € Q, 0 sinon

n'est pas Riemann-intégrable.




Définition : soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable.

On pose
b b b
/ fz/ f(x)dx:sup/ e
a a e a

ot e < f est en escaliers.
Si f est en escaliers c’est la méme définition qu’avant ...




Exo : si f est ri alors fabf =infg fabE oll E > f est en escaliers. J
e
I



Montrer que la fonction f : [0,1] — R, x — hx est Riemann—J

intégrable sur [0, 1] et fol f=nhj2.




Si f > 0 est Riemann-intégrable, on peut interpréter fabf commeJ

I'aire de la partie {(x,y) €R? : a<x< b, 0<y < f(x)}.




Si a> b, si f est intégrable sur [b, a], on pose fabf = —f: f. J




Théoréme : Soient a < ¢ < b € R. Alors f est Riemann-intégrable
sur [a, b] < f est Riemann-intégrable sur [a, c] et [c, b]. Dans ce

cas, on a :
b c b
[o=[ee[r
a a G




Théoréme : si f < g sont Riemann-intégrables, alors fab f< fab g. J
o = = = = p
I



Proposition : soit f : [a, b] — R continue. On suppose f > 0. Alors
fPf=0=f=0




Exo : si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et si

Yx, f(x) >0

alors fabf > 0.




Théoréme : L'ensemble I([a, b]) des fonctions Riemann-intégrables

sur [a,b] est un sous-R—espace vectoriel des fonctions bornées
[a, b] — R. De plus,

fJ([a,b])—>]R,f|—>/bf

est linéaire.




Proposition : soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable.

Alors |f| aussi et :
b b
s [
a a




Contre-exemple : la fonction

f:]0,1] - R, x — 1si x € Q, —1 sinon

n'est pas Riemann-intégrable mais |f| Iest.




Riemann-intégrable.

Théoréme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors f est

J
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