Chapitre I. LES MATRICES
Dans ce chapitre K = QQ,R ou C.



Définition. Une matrice m x n a coefficients dans K est un
« tableau » de nombres € IK & m lignes et n colonnes.
Notation : . m n(K), An(K) = Ann(K).

On dit qu'une matrice A € #m n(K) est de taille m x n.



Exemples :

123 1
4 5 6 | €.#(R), (1 2 3)6///1,3(R), 4 | € #31(R)
7 8 9 7



Notation : si A € .#py »(IK), on note A;; le coefficient de la ligne i
et de la colonne j.



addition : (A+ B);j = Ajj + Bjj;



multiplication par un scalaire : A € K :(AA)ij = M j;



multiplication : si A € Mmn(K) et B € Mn p(IK),on définit
(AB),"J' = ZZ:I A,-kBkj.On aAB e .//m,p(]K).

« le coefficient (i, /) de la matrice AB est le produit scalaire de la
ligne / de A par la colonne j de B. ».



ai1 ain
a1 din Cij
am1l dmn

ol ¢jj = aj1blj + ... + ajpbpp.



ATTENTION :si A€ #mn(K), B € #pq(K), n# p, alors AB
n'est pas défini.






12 3 -2 -3 1 100
4 5 6 -2 4 21=]1010
7 8 10 1 -2 1 001






cosa —sina cosb —sinb
sina cosa sinb cosb

[ cos(a+b) —sin(a+b)
sin(a+ b) cos(a+ b)



Rez —Imz Rez’ —ImZ’
Imz Rez )(Imz’ ReZ’
Re(zz') —Im(zZ')

Im(zz') Re(zZ') )






Voici 3 exemples de matrices de taille n+1x n+1:









1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 n+1
1 3 6
.. i+
1. - )
i 0<i,i<n
1
1 nt1 (2)

Alors 7_ 7 = p.



A retenir :« le coefficient (i, ) de la matrice AB est le produit
scalaire de la ligne i de A par la colonne j de B. ».



— Effet de la multiplication a gauche ou a droite par une matrice
diagonale :

d1 ail1 ... din d18171 dlal,,,

dn an,1 an,n dnan,l dnan,n



a1 ... din d1 d13171 d,,al,,,

an,1 an,n dn dlan,l dnan,n



Définition La matrice identité, notée I, est une matrice carrée
nxn:

« Des 1 sur la diagonale, des 0 en dehors ».



Propriétés :
VA € %mn(]K)a Al =A

YA€ Mpn(K), InA=A .



Propriétés du produit.
i) distributivité : A(B+ AC) = A+ ABC si
A€ Mmn(K), B, C e #np(K), A€ K,
(A+AB)C = AC + \BC si A, B € Mmn(K), C € 4 np(K),
re K.
i) associativité : A(BC) = (AB)C si
A€ Mmn(K), B € Mnp(K), C € Mpq(K).



Démonstration. ii) :

(A(BC))U = Zk Aik(BC)kj = Zk Z/AikBk/C/j et
((AB)C)U = ZI(AB)iIClj = Z/ Zk A,‘kBk/C/j. Donc
(A(BC))ij = ((AB)C)jj.



Exemple des fractions continues. Soient ag, ..., a, € N. On suppose
ai,...,an > 1. On pose :

1 1
rp=a,n=a+—,...,h=a+——————
a1 di a1
a2+ LI

an

Chaque fraction r, = %ou Pk, gk sont premiers entre eux.



ak

Si on pose Ax = , alors :
1 0
p
) AAL A
Pn—1 Qn-1



La suite de Fibonacci
C’est la suite :
0,1,1,2,3,5,8,13, ...

for=0,f=1"n21 fors=fo+fo

Probléme : exprimer f, en fonction de n.



Solution : On pose : A la matrice . On montre que :
11
Vn > 17 A — fn—l fn
fn fn+1

(exo : par récurrence ...)



Définition :(Matrices inversibles (pour le produit)) Une matrice
A € Mmn(K) est inversible a droite s'il existe une matrice
B € Mpm(K) telle que AB = I,



Une matrice A € #mn(K) est inversible & gauches'il existe une
matrice B € #,m(K) telle que BA = I,.



Une matrice A € .#,(IK) est inversible s'il existe une matrice
B € #,(K) telle que AB = I, = BA.



Notation. Si A € .#,(KK) est inversible, alors il existe une unique
matrice Btelle que AB = I, = BA.On note B = A™L.



Théoreme.
i) si A€ Mmn(K) est inversible a droite, alors m < n.
i) si A€ Mmn(K) est inversible a gauche, alors n < m.
i ) si A, Be #p(K), alors AB= 1, = BA=1, (admis).



Exemple. Si A =

wivwin

[

| e !
N ‘*‘w\n

-
N



Exercice. Soient A, B € .#,(KK). Si A, B sont inversibles alors AB
aussi et
(AB)'=B71A71 .



Définition. Dans .#p, ,(IK), les matrices élémentaires sont les
matrices E;j = onl<i<m1<;<n

« 1 » en position (i,j), « 0 » ailleurs.



Exercice. EjjEy = Ejj si j = k, 0si j # k.



Définition t(A),‘J = Ajy,‘
« Les lignes de *A sont les colonnes de A (et vice versa) ».



Propriétés : Pour tous A\ € K, pour toutes matrices A, B,

f(AA) = XA, Y(A+B)=tA+'B, {(AB) ='B'A, TA=A .



Définition. Une matrice A € .#,(IK) est symétrique
sit A = A,antisymétrique sifA = —A.



Exemples. La matrice est antisymétrique.

|
—
o
N
o w o o

0 -2 0
0O 0 -3
: 12 :
La matrice est symétrique.
2



Définition. Une matrice A = (ajj)1<i<m € M mn(K) est échelonnée
1<j<n

si les deux conditions suivantes sont vérifiées : (i) « les lignes nulles

sont a la fin » c-3-d :il existe 0 < r < m tel que les lignes (a;.)

sont non nullessi0O<ji<retnullessir+1<i/<n.



(ii) « la matrice est en escaliers » au sens ou si on note pour tout
1 <i<r, ajj, le premier coefficient non nul de la ligne 7, alorsla

suite
J1 < ... < Jr

croit strictement.



Une matrice échelonnée est de la forme :



1 2 3 45
1 2 3
0 06 7 8
Exemples : 0 -3 —6 et sont
0 0009
0 0 O
0 000D O

échelonnées.



1 2 3 1 2 3
0 01 |et ]| 0 0 1 | nelesontpas.

010 010



Les matrices

12030

1 0 -1
001Zo0

01 2 et sontéchelonnées
0 00 0 1

00 O
000 0O

réduites.



Définition. Une opération élémentaire sur les lignes d'une matrice
est une transformation d'un des trois types suivants :

(1) ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un coefficient
EK L« L+, i#j eK;



() échanger 2 lignes L; <+ L;;
(111) multiplier une ligne par un coefficient non nul L; < AL;, A # 0.



Exercice. Les opérations élémentaires sont le résultat de la
multiplicationa gauche par (I)

J
10 ... 0
{0 1 X O
Ti(\) = ! S Mm(K) (1 sur la diagonale, X en
00 ... 1

position (i,j) des 0 ailleurs) (une matrice de transvection);



) py = . € M, (k) la matrice I, ot I'on a &changé les colonnes ; et j;




(1) D = diag(1, ..., A, ...1).



De plus chacune de ces matrices est inversible et :

Ti(A) ™t = Tj(=A), P! = Py, D™ = diag(1,..., A%, ...1) .



Théoréme-définition. Soit A € #, »(K). On peut transformer A
en une matrice échelonnée en un nombre fini d'opérations
élémentaires. Le résultat est une matrice échelonnée a r lignes non
nulles pour un certain 0 < r < m.

Le nombre r ne dépend que de la matrice A, c'est le rang de la
matrice.



Démonstration. On raisonne par récurrence sur m le nombre de
lignes de A.

Sim=1,iln'y arien a démontrer. Si m > 1, soit j; la premiére
colonne non nulle de A. Quitte a échanger la 1ére ligne avec une
ligne i ou le coefficient aj; # 0, on peut supposer que ay j; # 0.



a

Aprés les opérations : Lj < Lj — <[ pour 1 < i < m, on obtient

. a1
une matrice :
0o .. aij;
0 .. 0 A

ou A’ est une matrice de taille m — 1 x n — j;. On peut donc lui
appliquer I'hypothése de récurrence ...



Exemple.



Corollaire. Soit A € A n(K). On peut transformer A en une
matrice échelonnée réduite en un nombre fini d’opérations
élémentaires.



Calcul de l'inverse.
Théoreme. Si A € .#,(K), alors A est inversible < A est de rang
n.



Démonstration. =: exercice ...
< : par des opérations élémentaires sur les lignes on peut
transformer A en l'identité. Donc il existe P inversible telle que

PA=1, .

Alors A est inversible d'inverse A~! = P.En particulier on retrouve
A1 en appliquant les mémes opérations sur les lignes de la matrice
A 3 la matrice /,.



Exemple.
1 23100

4 5 6|0 10
78 0|0 0 1



Corollaire

Un systéme est équivalent a un systéme échelonné.




Soit S un systéme linéaire de m équations a n inconnues :

auxy + ...+ apxs = bp

amiXi + ...+ amnXn = by

On note A = (ajj)1<i<m € Mmn(K) sa matrice et

1<<n

A= (ajj| bi)1<icm € Mm n+1(K) sa matrice étendue.
1</<n



Notons r le rang des lignes de A et ¥ celui de A. Il est clair que
r=rour+1



Proposition.
a) Si T =r+1, alors le systéme n'a pas de solutions.b) Si
r = r = n, alors le systéme a une unique solution.



c) Si ¥ =r < n, appelons ji, ..., j, les indices des pivots.On
appellera xj,, ..., xj, les variables principales et les autres variables
seront appelées variables libres. Il existe des coefficients di, ..., d,,
des coefficients ¢j i, <i<r, 1<k <n, k& {j1,....jr} tels que les
solutions du systéme sont les (xi, ..., x,) vérifiant :

I Xj, = E Cik Xk

keZ

ou & :={1,....,n} \ {j1,...,Jr}- En particulier il y a strictement
plus d'une solution et méme un nombre infini si K |'est.



Démonstration. Si ¥ = r + 1, alors on peut transformer le systéme
en un systéme échelonné ou la ligne r + 1 est de la forme :

0x1 + .... + 0x, = b,y1 pour un b, 11 # 0. Un tel systéme n'a pas
de solution.



Si r=r < n.. Voici un exemple :



X1+ 2x0 4+ x3 = 2
= Xo+x3 —x4 = 2
—X4 = 5

X1, X2, x4 sont les variables principales et x3 la variable libre.



Le systéme est équivalent a :

x3 + 8

—X3—3



Théoréme. Si A € M n(K) avec m < n (il y a plus d'inconnues
que d"équations), alors il existe xi, ..., x, non tous nuls tels que

Auxi+ ...+ Ainx, = 0
=0
Amxi+ ...+ Amnxn = 0
Démonstration : (exo) g.ed.




Définition. Si A € .#,(K), on pose

tr(A) = A1 + A+ ... + Apn -



Propriétés. A, B € #x(K), "\ € K, tr(A+ B) =
tr(A) + tr(B) et tr(AA) = Atr(A).



Exercice. Soient A € M mn(K), B € M ,m(K). Alors

tr(AB) = tr(BA) .



Soient A, B € #,(K). Si AB = BA, alors

N

N
(A+B)V=>" < )A"BN_“ => <2’>AN_“B" :
k=0

k=0



Déterminants

Cas 2 X 2. On pose

a1 412
= 41,1422 — adi2dal1
a1 a2



a1,1 a1,2 a1,3

Cas 3 x 3. 2,1 a22 323

a31  a32 433
= a1,132,233,3 + 32,133,231,3 + 33,131,232,3 — 33,141,342,2 — 33,232,331,1 — 32,191,233,3






Cas n X n.
On admettra que det A =57, (—1)a;det (AY)



= 37 (—1)H a;det (A¥) pour tous 1 < i,j < n



Exercice.

0 alp a3 au
—app 0 a3 a 9
= (212834 — a13ax + asaxs)” .
—ai3 —ax 0  axu

—aws —ax —ax 0




Théoréme. (i) det (I,) = 1;(ii)
YA, B € Mp(K), det (AB) = det (A)det (B);



(iii) si A € #p(IK), alors A inversible < det A # 0.



Démonstration dans le cas 2 x 2.

a b a b aa + bc’ ab' + bd’
c d c d ca’ +dc’ cb +dd’



= (ad’'+bc")(cb'+dd")—(ca'+dc’)(ab'+bd’) = ... = (ad—bc)(d'd'—b' ')



si AB = [, alors
det (AB) = det (I,) = det Adet B =1 = det A # 0.



Cas2x2.0na:

(22

ad — bc
0

0
ad — bc

|



donc si ad — bc # 0,




|

0

0
Exemple. Soit A = (
1

0

w

)|

1
1

1

w

. On pose w =

1

w

).Ona:APPD.
/




suite. Donc A= PDP~1. Donc A" = PD"P~1. Or,
pn w0 pl_ 1 Wwoo—1
0 " —w 1




Donc f, =




Cas général. Soit A € #,(IK), n > 1. Si det A # 0, alors

-1 _ 1 ta
det A




ol K,J = (—1)"*det A. Rappelons que :

&

Aif = | Brxxxxxx X3 | € '//nfl(IK)

xxxxXxxx

24



1 2 3
Exemple. Si A = 4 5 6 alors

7 8 10
det A=15.10+483+267—-753-86.1—-10.24= —3.
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