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Rappel

Soit A ∈Mmn(K ). ALORS

ϕA : Kn → Km

X 7→ AX

est une application linéaire.
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Exemple : si A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

,

ϕA : R3 → R3,


x

y

z

 7→


x + 2y + 3z

4x + 5y + 6z

7x + 8y + 9z
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matrice d'une application linéaire

Soit φ : E → F une application linéaire.

Soient e = (e1, ..., en) une base de E et f = (f1, ..., fm) une base de

F .
∀1 ≤ j ≤ n, ∃, a1j , ..., amj ∈ K, φ(ej) = a1j f1 + ...+ amj fm.
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Dé�nition : on note

[φ]ef = (aij) 1≤i≤m
1≤j≤n

∈Mmn(K )

la matrice obtenue.

C'est la matrice de φ dans les bases e et f .
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Si E = F et e = f , on note simplement

[φ]e = [φ]ee .
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Exemples

Soit D : Rn[X ]→ Rn[X ], P(X ) 7→ P ′(X ). Soit e la base formée

des polynômes 1,X ,X 2, ....,X n. Alors :

[D]e =



0 1 0 0

2

3

0

n

0 0


∈Mn+1(R)
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Si e ′ est la base formée des polynômes 1,X , X
2

2
, ..., X

n

n! , alors

[D]e′ =



0 1 0 0

1

1

0

1

0 0


∈Mn+1(R)



Dé�nitions
Rang
Trace

Déterminant

Si φ : Rn[X ]→ Rn[X ], P(X ) 7→ P(X + 1), alors si
e = (1,X , ...,X n) :

[φ]e =

( (
j − 1

i − 1

) )
1≤i≤n
1≤j≤n
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Exemples

Soit φ : R2 → R2, (x , y) 7→ (y , x + y). Soit e = ((1, 0), (0, 1)).
Alors :

[φ]e =

 0 1

1 1

 .
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Exemples (suite)

Soit Rθ : R
2 → R2 la rotation d'angle θ (et de centre 0). Alors :

[Rθ]e =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .
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Exemples (suite)

Soit sθ : R
2 → R2 la symétrie orthogonale d'axe la droite qui fait

un angle θ
2
avec l'axe des abscisses. Alors :

[sθ]e =

 cos θ sin θ

sin θ − cos θ

 .

Exercice. sθ′sθ = Rθ′−θ.
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Soit x = x1e1 + ...+ xnen ∈ E , soit y = y1f1 + ...ymfm ∈ F .
On pose :

[x ]e =


x1

...

xn

 ∈ Kn et [y ]f =


y1

...

ym

 ∈ Km .
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Proposition : On a :

[φ(x)]f = [φ]ef [x ]e .
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Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit F un espace

vectoriel de dimension m.

Proposition. Soient e une base de E et f une base de F .
L'application :

L (E ,F )→Mmn(K )

φ 7→ [φ]ef

est un isomorphisme.

En particulier, dimK L (E ,F ) = mn = dimE . dimF .
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Proposition : Soient φ : E → E ′ et φ′ : E ′ → E ′′ des applications
linéaires. Soient e, e ′, e ′′ des bases de E ,E ′,E ′′ respectivement.

ALORS φ′ ◦ φ : E → E ′′ est linéaire et :

[φ′ ◦ φ]ee′′ = [φ′]e
′

e′′ [φ]
e
e′ .
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Proposition. En particulier si φ : E → F est un isomorphisme,

alors la matrice [φ]ef est inversible d'inverse [φ−1]fe .
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Matrices de passage

Dé�nition : soient e, e ′ deux bases d'un même espace vectoriel E
de dimension n. La matrice

Pe′
e = [IdE ]

e′
e ∈Mn(K )

est appelée matrice de passage de la base e dans la base e ′.



Dé�nitions
Rang
Trace

Déterminant

À RETENIR ! ! !
Proposition. Soient e, e ′ deux bases d'un même espace vectoriel

E . Soit v = x1e1 + ...+ xnen = x ′1e
′
1 + ...+ x ′ne

′
n ∈ E .

On pose X =


x1
.
.
.

xn

 ∈Mn1(K), X ′ =


x ′1
.
.
.

x ′n

 ∈Mn1(K) et P = Pe′
e . ALORS

X = PX ′ .
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Proposition. La matrice Pe′
e est inversible d'inverse Pe

e′ .

Démonstration. soient e1, e2, e3 trois bases d'un même espace

vectoriel E de dimension n. Alors on véri�e facilement que

Pe2
e1P

e3
e2 = Pe3

e1 . De plus Pe
e = In.
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Exemple

Soient e = ((1, 0), (0, 1)) et e ′ = ((1, δ), (1, δ′)) où

δ =
1+
√
5

2
, δ′ =

1−
√
5

2
.

Alors e et e ′ sont des bases de R2 et :

Pe′
e =

 1 1

δ δ′
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Matrices de Vandermonde

Soit E = Rn−1[X ]. Soit e = (1,X , ...,X n−1). Soit
f = (L1(X ), ..., Ln(X )) où : a1, ..., an sont des réels deux à deux

distincts et :

Li (X ) =
∏
k=1
k 6=i

X − ak
ai − ak

∈ Rn−1[X ] .

On peut véri�er en exercice que e et f sont des bases de E .
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Vandermonde (suite)

Alors :

Pe
f = V (a1, ..., an) =


1 a1 a21 ... an−11

1 a2 a22 ... an−12

...
...

...
...

1 an a2n ... an−1n

 .
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Par exemple : V (a1, a2, a3)−1 =
a2a3

(a1−a2)(a1−a3)
a1a3

(a2−a1)(a2−a3)
a1a2

(a3−a1)(a3−a2)

− a2+a3
(a1−a2)(a1−a3)

− a1+a3
(a2−a1)(a2−a3)

− a1+a2
(a3−a1)(a3−a2)

1
(a1−a2)(a1−a3)

1
(a2−a1)(a2−a3)

1
(a3−a1)(a3−a2)

 .
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Dé�nition : On dit que deux matrices M,M ′ ∈Mmn(K ) sont
équivalentes s'il existe P ∈ GLm(K ) ∗, Q ∈ GLn(K ) † telles que :

M ′ = PMQ

∗. c-à-d P matrice inversible de taille m.

†. c-à-d Q matrice inversible de taille n.
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exercice : les matrices
1 2 3

4 5 6

7 8 9

 et


1 0 0

0 1 0

0 0 0


sont équivalentes.
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Proposition : si A ∈Mmn(K ) est de rang r alors il existe

P ∈ GLm(K ), Q ∈ GLn(K ) telles que :

PAQ =

 Ir 0

0 0

 .
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Proposition : soit φ : E → F une application linéaire. Soient e, e ′

deux bases de E et f , f ′ deux bases de F . ALORS :

[φ]e
′

f ′ = P f
f ′ [φ]

e
f P

e′
e
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

En particulier si E = F ,

[φ]e′ = Pe
e′ [φ]eP

e′
e .

si on pose : P = Pe′
e , A = [φ]e , A

′ = [φ]e′ , alors A
′ = P−1AP .
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exemples

Dans Mn+1(R),


0 1 0 0

0

1

0 0

 = P−1



0 1 0 0

2

3

0

n

0 0


P
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

où P =



1

1

1
2

1
n!


.
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Dans M2(R),  0 1

1 1



=

 1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

 1+
√
5

2
0

0 1−
√
5

2

 1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

−1
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Proposition. Soit ` : E → F linéaire. On suppose que e est une base

de E et f une base de F . On note A = [`]fe . Alors rg (A) = rg (`).
Démonstration. Notons C1, ...,Cn les colonnes de la matrice A.
Alors rangA = dimVect{C1, ...,Cn} = dimVect{`(e1), ..., `(en)} =
dim Im` = r .
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Dé�nition : on dit que deux matrices M,M ′ ∈Mn(K ) sont
semblables si

M ′ = P−1MP

pour une certaine matrice P ∈ GLn(K ).
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exemple

Soit

E = {y : R→ C : y ′′ + y = 0} .

C'est un C−espace vectoriel de dimension 2 de base cos, sin.
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Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Notons D : E → E , y 7→ y ′.

[D]cos,sin =

 0 1

−1 0

 et[D]e ix ,e−ix =

 i 0

0 −i

 .

Exercice. Véri�er que les matrices

 0 1

−1 0

 et

 i 0

0 −i


sont semblables.
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Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie. Soit f ∈ L (E ).
Dé�nition. On note tr(f ) = tr([f ]e) où e est une base quelconque

de E .
Remarque. Si e ′ est une autre base de E , alors tr([f ]e) = tr([f ]e′ .
En e�et, si on pose P = Pe′

e , alors

tr([f ]e) = tr(P[f ]e′P
−1) = tr([f ]e).
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Exercice. Si p est une projection, alors tr(p) = rg (p). Indication. Choisir

une bonne base ...
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Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie. Soit f ∈ L (E ).
Dé�nition. On note det (f ) = det ([f ]e) où e est une base

quelconque de E .
Remarque. Si e ′ est uneautre base de E , alors
det ([f ]e) = det ([f ]e′).
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