Définitions

oa K" > K™

X = AX

est une application linéaire.



1 2 3
Exemple :siA=1 4 5 6 |,

78 9

X x+2y+3z
ea:RP=>R | y | = | 4x+5y+6z
z 7x+8y +9z



Définitions

matrice d'une application linéaire

Soit ¢ : E — F une application linéaire.
Soient e = (ey, ..., e,) une base de E et f = (f, ..., fp) une base de

F.
Y1 <j<n, 3, aij, .-, amj € K, d)(ej) = aljf] + ...+ amjfm.



Définition : on note
[9]F = (aij)lgigm € Mmn(K)
1<j<n

la matrice obtenue.
C’est la matrice de ¢ dans les bases e et f.



Si E = F et e = f, on note simplement

[¢]e = 9]¢ -



Définitions

Exemples

Soit D : R,[X] = Ry[X], P(X) — P’(X). Soit e la base formée
des polynémes 1, X, X2, ...., X". Alors :

0 1 0 0

€ ///n—i-l (R)




Si € est la base formée des polynomes 1, X, %
0 1 0

, 2,. ,n,,alors

0

[D]er = € Mn1(R)




Si ¢ : Rn[X] = Ra[X], P(X) — P(X +1), alors si

e=(1,X,.,X"):

[0]e =( (J, _ 1) >;:}2:



Exemples

Soit ¢ : R2 — R?, (x,y) + (y,x +y). Soit e = ((1,0),(0,1)).

Alors :
01
[¢]e - ( ) |
11



Définitions

Exemples (suite)

Soit Ry : R? — IR? la rotation d’angle 6 (et de centre 0). Alors :

cosf —sinf
[RG]e =
sin@ cosf



Définitions

Exemples (suite)

Soit sy : R? — R? la symétrie orthogonale d’axe la droite qui fait
un angle g avec I'axe des abscisses. Alors :

cosf sind
[SG]e -
sinff —cosf

Exercice. Sp'Sp — Rg/,g.



Soit X = x1€1 + ... + Xpe, € E, soit y = y1fi + ..¥mfm € F.
On pose :

X1 n
[Xle=| .. | €eKetlylr=| .. [€K".



Proposition : On a :

[¢0C)]r = [2]F[xe -



Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit F un espace
vectoriel de dimension m.
Proposition. Soient e une base de E et f une base de F.
L’application :

ZL(E,F) = Mmn(K)

¢ = [9]f

est un isomorphisme.
En particulier, dimy Z(E, F) = mn = dim E.dim F.



Proposition : Soient ¢ : E — E’' et ¢/ : E/ — E” des applications
linéaires. Soient e, €/, " des bases de E, E', E" respectivement.
ALORS ¢’ o ¢ : E — E” est linéaire et :

[¢/ 0 92 = [#1S[0]E -



Définitions

Proposition. En particulier si ¢ : E — F est un isomorphisme,
alors la matrice [¢]¢ est inversible d'inverse [¢~1]L.



Définitions

Matrices de passage

Définition : soient e, €’ deux bases d’'un méme espace vectoriel E
de dimension n. La matrice

P = [Idg)¢ € n(K)

est appelée matrice de passage de la base e dans la base €'.



A RETENIR!!!

Proposition. Soient e, ¢’ deux bases d'un méme espace vectoriel
E. Soit v = x1€1 + ... + xpep = x{€] + ... + x,e), € E.
x1 x|
On pose X = € Mm(K), X' = € Mu(K) et P=pP. ALORS
Xn X!
X = PX" .




Définitions

.. . ’ . . i
Proposition. La matrice P¢ est inversible d'inverse PS,.

Démonstration. soient ey, e, e3 trois bases d’un méme espace
vectoriel E de dimension n. Alors on vérifie facilement que

€ pé3 €3 e __
P2PS — PS. De plus PE = Iy,



Définitions

Exemple

Soient e = ((1,0),(0,1)) et ¢’ = ((1,6),(1,4")) ou

R

o=

Alors e et €’ sont des bases de R? et :



Définitions

Matrices de Vandermonde

Soit E = R,_1[X]. Soit e = (L, X, ..., X"1). Soit
f=(Li(X),...,La(X)) ot : a1, ..., a, sont des réels deux a deux
distincts et :

On peut vérifier en exercice que e et f sont des bases de E.



Définitions

Vandermonde (suite)

Alors :
1 dai
1 a
Pf = V(a1,...,an) =
1 a,

af af_l
a% agfl
af, aZ‘l



Définitions

Par exemple : V/(a1,as,a3)"! =

a2as aias aiaz

(a1—a2)(a1—a3) (a2—a1)(a2—a3) (a3—a1)(a3 —a2)
_ az+as _ aitas _ ai+az
(a1—a2)(a1—a3) (a2—a1)(a2—a3) (a3—a1)(a3 —a2)
1
(a1 —a2)(a1—a3) (a2—a1)(a2—a3) (a3 —a1)(a3 —a2)



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

Définition : On dit que deux matrices M, M' € #,,(K) sont
équivalentes s'il existe P € GL,(K)*, @ € GL,(K)T telles que :

M = PMQ

*. c-3a-d P matrice inversible de taille m.
t. c-a-d Q matrice inversible de taille n.



Matrices équivalentes
Rang q

Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exercice : les matrices

1 23 1 00
4 5 6 |et] 01 0
7 8 9 0 0O

sont équivalentes.



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

Proposition : si A € #mn(K) est de rang r alors il existe
P e GLn(K), Q € GLy(K) telles que :

PAQ =




Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

Proposition : soit ¢ : E — F une application linéaire. Soient e,
deux bases de E et f, f’ deux bases de F. ALORS :

(917 = PHIsIEPE



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

En particulier si E = F,

[8le = PS10]ePE .

si on pose : P = P¢, A=[g]e, A' = [¢]er, alors A’ = PTLAP.



Matrices équivalentes

Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exemples

Dans %n—}-l (R),




Matrices équivalentes
Formules de changement de bases

Rang

Matrices semblables

B



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases

Rang

Matrices semblables

DanSJ/ZQ(IR),
01
11
-1
1 1 L5 g 1 1
| 1+ 1-3B 0 1=vE 146 1-5
2 2 2 2 2



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases

Rang

Matrices semblables

Proposition. Soit £ : E — F linéaire. On suppose que e est une base
de E et f une base de F. On note A = [(]£. Alors rg (A) = rg (¢).
Démonstration. Notons Cq, ..., C, les colonnes de la matrice A.
Alors rangA = dim Vect{ (i, ..., Cp} = dim Vect{{(e1), ..., {(en)} =
dimImé =r.



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

Définition : on dit que deux matrices M, M’ € .#,(K) sont
semblables si
M = P~tMP

pour une certaine matrice P € GL,(K).



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Exemple

Soit
E={y:R—>C:y"+y=0}.

C’est un C—espace vectoriel de dimension 2 de base cos, sin.



Matrices équivalentes
Formules de changement de bases
Matrices semblables

Rang

Notons D: E — E, y — y'.

0 1 i 0
[D]cos,sin = et[D]eix7e—i>< =
-1 0 —i
_ 0 1 i 0
Exercice. Vérifier que les matrices et
-1 0 0 —i

sont semblables.



Soit E un IK—espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Z(E).
Définition. On note tr(f) = tr([f]e) ou e est une base quelconque
de E.

Remarque. Si €' est une autre base de E, alors tr([f]e) = tr([f]e -
En effet, si on pose P = P, alors

t([fle) = tx(P[Fl P~) = tx([Fe).



Exercice. Si p est une projection, alors tr(p) = rg (p). indication. Choisir

une bonne base ...



Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Z(E).
Définition. On note det (f) = det ([f]c) ou e est une base
quelconque de E.

Remarque. Si €’ est uneautre base de E, alors

det ([f]e) = det ([f]e)-



	Définitions
	Rang
	Matrices équivalentes
	Formules de changement de bases
	Matrices semblables

	Trace
	Déterminant

