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Dérivées n—iémes

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / de R.
Définition : On note f(©) := f. Si a € /, on dit que f est dérivable
en asi: . .

)~ 7(2)

x—a _
ta X a

existe. On pose alors

f'(a) == fM(a) := lim ) = f(a)

x—a _
ta X a



Dérivées n—iémes

Puis par récurrence sur n > 2, on dit que f est n—fois dérivable en
a s'il existe un intervalle ouvert a € J C | telle que f est n — 1 fois
dérivable en tout point de J et si £(n=1) est dérivable en a: on note

alors
F0)(a) = (F" DY (a)



Dérivées n—iémes

Exemples.
(n) n
1 _ (=1"n!
Vr[ 2 0, <1+X> - (1+X)n+1
v (n) _ i(n=1)! 1 1
n>1, (arctanx)" = == <(X+,-)n (X,,-)n)



Dérivées n—iémes

Définition. On dit que f est de classe @ sur / si (") existe et est

continue sur /.
Si f est de classe C" pour tout n, on dit que f est €.
Remarque. C° signifie continue.



Dérivées n—iémes

Exemples. Les polyndmes, x — €* sont C* sur R. In est € sur
R>0.



Dérivées n—iémes

Proposition. [Formule de Leibniz] Soit / un intervalle ouvert de R.
Soient f, g sont des fonctions | — R, soit a € /. Si f("(a) et
g("(a) existent, ALORS fg est n—fois dérivable en a et :

(fg)(n)(a) — Z (Z) f(k)g(nfk)(a) '

k=0



Dérivées n—iémes

Démonstration.
Récurrence sur n. Rappelons que (}) = #lk), et que :

(-0



Théoréme des accroissements finis

Définition. On dit que f a un maximum relatif en ¢ s'il existe un
intervalle ouvert ¢ € | C [a, b] tel que Yx € 1, f(x) < f(c).



Théoréme des accroissements finis

Proposition. Soient a < b € R. Si f : [a, b] — R admet un
extremum relatif en a < ¢ < b et si f'(c) existe alors f'(c) = 0.



Théoréme des accroissements finis

Démonstration. Si par exemple f a un maximum relatif en ¢, alors

IimMSOet IimM>O
e X—C e X—C

Méme raisonnement avec un minimum relatif ...



Théoréme des accroissements finis

Exemple. La fonction R — R, x — x3 — 3x a deux extrema relatifs,

en x=—1eten x=1.

0.5 1 1.5 2



Théoréme des accroissements finis

Théoréme de Rolle. Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur
la, b[, si f(a) = f(b), ALORS il existe a < ¢ < b tel que f'(c) = 0.



Théoréme des accroissements finis

[[lustration du théoréme de Rolle

fla)=f(b) |-~ --




Théoréme des accroissements finis

Pour la démonstration, on utilise le :

Théoréme

Soit f : [a, b] — R, une application continue, alors il existe
m, M € R tels que :

f([a, b]) = [m, M]

ADMIS.



Théoréme des accroissements finis

démonstration du théoréme de Rolle




Théoréme des accroissements finis

Théoréme des accroissements finis.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b| ALORS il existe

a<c<btel que f’(c):%_

a



Théoréme des accroissements finis

[llustration du théoréme des accroissements finis

f(b)

f(a)




Théoréme des accroissements finis

Démonstration.
On considére

gx) = F() — (x - 2) =1

On a g(a) = g(b) et g'(x) = f'(x) — {B=LE)

a
Et on applique le théoréme de Rolle a la fonction g ...



Théoréme des accroissements finis

Corollaire. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b].
ALORS :

D la fonction f est croissante sur [a, b] < ' > 0;
D la fonction f est décroissante sur [a, b] < ' < 0;
@ la fonction f est constante si et seulement si f' = 0.



Théoréme des accroissements finis

Théoréme des accroissements finis généralisés.
Si f,g :[a, b] — R sont continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b|,

alors il existe a < ¢ < b tel que
(f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — &(a))f'(c).



Théoréme des accroissements finis

Démonstration. On applique le théoréme de Rolle a la fonction H
définie par :



Théoréme des accroissements finis

Corollaire. Regle de L'Hospital.
f'(x)

Si l'mxx;f f(x)=0= //mxx;ag(x), et si I|mxx;>aa 70y = | existe,
alors lim~—a £ — /.
x#a g(X)



Théoréme des accroissements finis

Autre version : Si limy_,, f(x) = 200 = limy_,, g(x), si

. f! .
limss 20 — | existe, alors
x#a & (X)

lim @ =1.
22 8(x)



Théoréme des accroissements finis

Démonstration.
Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que :

f'(t)
g'(t)

va<t<a—i—77,

—/'<6.



Théoréme des accroissements finis

Soit a < x < a+ 1. D'aprés le théoréme des accroissements finis
généralisé, il existe a < yy < x tel que :

fx) _ f(x)=f(a) _ Fy)

gx)  g(x)—gla) g'(y)



Théoréme des accroissements finis

On a alors ’L—I‘ = ‘

g(x)

z (y — /‘ < €. Q.e.d.



Formules de Taylor-Lagrange

Théoréme. Soient a < b € R. On suppose que f est C" sur [a, b]
et que F("*1) existe sur ]a, b[. ALORS il existe a < ¢ < b tel que :

_ / (b—23)" (n) (b—a)"* (1)
F(B) = £(a) + (b= )f"(3) . + V() + ey i+t

reste de Lagrange

(c)



Formules de Taylor-Lagrange

Applications.

05 (0,52  (0,5)® (0,5)* 2 x (0,5)°
S (1
e (1+0,5+ 5 + e + 24) 150
< 0,000521



Formules de Taylor-Lagrange

- (0,5° , (0,5)° (0,5)"
sin(0, 5) <0,5 5 + 120 < 5020

< 0,0000016



Formules de Taylor-Lagrange

cos(3)— ( BPRUED S ) ‘ (-3

< 0,00000000119




Formules de Taylor-Lagrange

0,1 0,01 0,003 0,0001 3 x5
V- (14 2= = ’ ’ =22 42
’ , < - T >’< oa X o < 0,00000



Formules de Taylor-Lagrange

Démonstration de la formule de Taylor-Lagrange. Posons

—x)" n —x n+1
g(x) = £(b) = F(x) = (b= x)f(x) — ... - Lo (x) - AT
ou A est une constante choisie pour que g(a) = 0. Il suffit de poser
A= el (f(b) —f(a) — ... — %ﬂ")(a)).



Formules de Taylor-Lagrange

On applique le théoréme de Rolle a g : il existe a < ¢ < b tel que

g'(c)=0.
Or
g'(c) =
/ / 1" (b - C)n_l (n)
—f'(c)+f'(c) = (b=c)f"(c)+.... + Wf (¢)
_ (b ;!C)” f(n+1)(c) + A(b ;!C)n
_ _ (b ;!C)” f("+1)(c) n A(b ;!C)n
donc g’(c) =0 & A= flrt1)((). Q.e.d.



Formules de Taylor-Lagrange

Exemples.

D "x>0,x—x2/2<In(l+x)<x—x2/2+x3/3.
D "xER,1-x%/2<cosx <1—x2/2+x*/24.
@ x>0, 1+5-5 <VI+x<1+5-%5+%.



Formules de Taylor-Lagrange

Applications.

Yx € R, &

I
M8
x| %

»
I
o



Formules de Taylor-Lagrange

y o0 o X2k
x € R, cosx = ;(—1) 2h)!

o0
—1<x<1|n1+x Z le
k=1



Formules de Taylor-Lagrange

o0 5 2k+1
V1< x<1,arctanx = kz;)(l)k2k+1



Formules de Taylor-Lagrange

k
« Contre-exemple. » La fonction F(x) = >"/29 % est C> sur

(n)
R mais, pour tout x # 0, la série > F (0) n

diverge.



Digression sur la convexité

Soit f : | — R une fonction définie sur un intervalle de R.
Définition. On dit que f est convexe si
Vo<t<1, Y5,y el, f(tx+ (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y).



Digression sur la convexité

Exemple. x — x? est convexe sur R.



Digression sur la convexité

Exercice. Si f : | — R est convexe, alors :
neN, Yt .ty >0, ti 4+ ..+ th=1, VX1, .. xn € 1,

f(tixy + ... + taxn) < tif(x1) + ... + tof (xn) -



Digression sur la convexité

Soit f : | — R deux fois dérivable.
Théoréme. Sont équivalentes :

f est convexe.
Yx,y €1, f(y) > f(x) + /(x)(y — x).
VX <y<ze /, f(y;:f(x) < f(z)—f(}’)_

X z—y

f' est croissante sur /.

© 6 € &¢

" est positive sur /.



Digression sur la convexité

iii = ii : fixer z > y, faire tendre x vers y ...
ii = i :poser z=tx+ (1—t)y puis appliquer ii 3 y et z et 3 x et
z.

i = v : utiliser f”(x) = limso
h+£0

f(x+h)+f(x—h)—2f(x)
"2




Digression sur la convexité

Exemple. La fonction In est concave sur Rg.



Digression sur la convexité

Application.

X1+ ... +Xp

1
YneN, "xi, ..., xy >0, (X1..x,) 7 <
n

inégalité arithmético-géométrique.



Digression sur la convexité

Théoréme. Formule de Taylor avec reste intégral. Si f est "1 sur
[a, b], ALORS

(a) + (b—a)f'(a) ..t L= _I"’)"f<">(a)+/b =8 (o) (4) gt

n! 2 n!



Digression sur la convexité

Démonstration. Récurrence sur n et intégration par parties ...



Digression sur la convexité

Théoréme. Formule de Taylor-Young. Si f est n—fois dérivable en
a, ALORS

n

f(a+ h) = f(a) + hf'(a) + ... + %f(")(a) +o(h™) .



Digression sur la convexité

Démonstration. Déja fait! (en utilisant la régle de L'Hospital, cf. le
cours sur les dl)



Formule de Stirling

Théoréme.
n n
nl ~27mn (—)
e



Formule de Stirling

Démonstration de la formule de Stirling

Lemme.

X2k+1

I
(]
N
=
+
—

i
o

1 1+ x
v

-1 1, = |

ceen (1)



Formule de Stirling

Lemme.

En particulier,

1 1 1 /1 1
< Nin(1+2) 1< (-
0-("*2)“<+n) —12<n n—|—1>




Formule de Stirling

On oseu,,:nnin!.Ona:
P (2)'va

0<1I | <1 (1 1
nu, —INuU —_— - —
= l=1\n n+1

Donc la suite
Inup,

converge ...



Formule de Stirling

Posons
k =Ilimu,

de sorte que

nt~k/n (2"

e



Formule de Stirling

On admet que :
1/ (@)t N\
",’,“n<(2n—1)!!> -7

k=27 .

On trouve alors :
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