Chapitre 1. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
RECIPROQUES



Fonctions Graphes

Propriétés

Rappels :
. . -5<x<73
osi—1<y<1,alors x=arcsiny &
sinx =y
) 0<x<nm
@ si—1<y<1,alors x =arccosy <
Ccosx =y



Fonctions

Graphes

Propriétés

y =sinx




Fonctions

Graphes

Propriétés

y = arcsin x




Fonctions G

Propriétés

Yy = CosXx

Yy = arccos x




Valeurs a connitre

Fonctions

Graphes

Propriétés

s s s s
X 6 | 4| 3 |2
V3 [V2 |1
Cos X 5 5 5 |0
: 1 | V2|3
Sin X > P 2 1




Fonctions Grrics

Propriétés

Valeurs a connaitre

1| V2| V3
y 103|535 |1
arccosy |5 3| 7|15 |0
arcsiny [0 | 5| 7| 3 |32




Fonctions Grrics

Propriétés

¥V —1<y <1, cos(arccos(y)) = y
V—1<y<1,sin(arcsin(y)) = y



Fonctions Grrics

Propriétés

Pour tout entier k € Z,

v 2kt —x si (2k — 1) < x < 2k7
x € R, arccos(cos(x)) =
x —2km  si 2kt < x < (2k+ )7



Fonctions Grrics

Propriétés

Pour tout entier k € Z,

Yx € R, arcsin(sin(x)) =

x — kT si (4k;1)7r <x< (4k42»1)7r
2k+1)m—x si (4k;1)7r <x< (4k;3)”



Fonctions @rerlics

Propriétés

V1< y <1, arccos(—y) = m — arccos(y)
V1< y<1,arcsin(—y) = — arcsin(y)

Y — 1< x <1, arccos(x) + arcsin(x) = 5



Fonctions Grrics

Propriétés

V_o1<x<1, sin(arccos x) = /1 — x?
YV —1<x<1, cos(arcsinx) = /1 — x2



Fonctions Grrics

Propriétés

1
V1 —x?
1
V1—x?

V_1<x<1,arcsin’x =

V_1<x<1,arccos x = —



Fonctions Grrics

Propriétés




Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

Théoréme-définition. Pour tout n € IN, il existe un polynéme
Ta(X) € R[X], de degré n, tel que

V1< x <1, Ta(x) = cos(narccos(x)) .



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

Exemples.
To(X) =1, Ti(X) = X, To(X) =2X2 -1, T3(X) = 4x> — 3x

Ta(x) = 8x* — 8x2 + 1, Ts(x) = 16x° — 20x3 + 5x, Tg(x) =
32x% — 48x* 4 18x? — 1



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

Démonstration. Par récurrence sur n € IN.
cos((n + 1) arccos(x)) + cos((n — 1) arccos(x)) =
2 cos(narccos(x)) cos(arccos(x)) D'ou :

Trtr1(x) + Tho1(x) = 2XT,(x).



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

x 1 0 0
1 2x
0 1 2x 1
Exercice. Tp(x) = \
0
1
0———0 1 2x




Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

Exercice.

arccos i + arccos E — arccos 33
5 13) " ¥ 65



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

VX,y,x—l—y202>

arccos(x) + arccos(y) = arccos (xy —V1—x2/1- y2>



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

. . 3
Exercice. 0 < x < 1, arcsin(x) = x + 3% + 335 + §325 4 ..

. (2n—1)11 y2n+1
=2 neo (2n)n 201



Polynémes de Tchébychev Développement en série de arcsin

in3 in® in?
jvogtg%,t: sin(t)++2%sn(t)+%sn(t)+%sn(t)+ ....
Sl+ptmtrto.=5%



arctan

sin x
cos x

La fonction tangente : tan x = .Le graphe :

y =tanx




arctan

o "x # Zmodm, tan(x + ) = tanx;

o "x # Zmodm, tan(—x) = —tanx;



Valeurs a connaitre

arctan

NE

tanx

&‘H ol

[N FNE

S wix
@®

—+00




arctan

Exercices

tan(l%>:2—\/§

tan (g) =14/5— 2v/5




arctan

Proposition. La fonction tan :] — 7, 7[— R est strictement
croissante et bijective.




arctan

Démonstration
. ;.
sin’ x cos x — cos’ x sin x 1
x e R, tan’ x = 5 = — = 1+tan’x >0
cos? X cos? x
lim tanx = +
x—>%
X<%
im tanx = —
x=-5
x>%
g.e.d.




arctan

Définition

. —F<x<%
Siy eR, x=arctany &
tanx =y




arctan

Quelques valeurs
arctan(0) =0

arctan(—=) =

V3

arctan(1) = %

T
6

arctan(v/3) =

wlx



arctan

arctan(2) = arccos <

)



arctan

— 5 <y<—7%, tan(arctan(y)) = y



arctan

Pour tout entier k € Z, "x € R,
0

arctan(tan(x)) = x — km si k7 — % < x < km+ >



arctan

Siz=a+ib, a>0, beR, alors z = pe’ ou

p=1+a*+ b?et § = arctan (:)



arctan

Exercice. "x € R, tan(narctan(x)) = g:g;

ot pp(x) = Im((1 + ix)"), gn(x) = Re((1 + ix)") sont des
polynémes a coefficients entiers premiers entre eux.

Indication : commencer par le cas o n = 2.



arctan

Propriétés
@ impaire;

@ strictement croissante sur R;

o limy, arctanx = —7, lim,_, ;arctanx = 7 ;

\4 ry 1
o "x € R, arctan X=15a



arctan

Graphe de arctan

y = arctan x




arctan

Formules.

V_1<x< 1, arcsin(x) = arctan <

)

\ . X
x € R, arctan(x) = arcsin | ——
(9 <\/1+X2>



arctan

Rappels.

tan(x) + tan(y)
1 — tan(x) tan(y)

Yx,y €R, tan(x +y) =



arctan

Yx,y,z€R, tan(x +y + z) =

tan(x) + tan(y) + tan z — tan(x) tan(y) tan(z)
1 — tan(x)tan(y) — tan(y) tan(z) — tan(x) tan(z)




arctan

Exercice. Si x +y +z =0, alors
tan(x) + tan(y) + tan(z) = tan(x) tan(y) tan(z).



arctan

Quelques formules concernant arctan

)
)
)
)

0O T w

o

arctan1l + arctan 2 + arctan 3 = 7;

arctan(1/2) + arctan(1/5) + arctan(1/8) = 7/4;
4arctan(1/5) — arctan(1/239) = /4 ;
2arctan(1/3) + arctan(1/7) = /4.



arctan

Une série

3 5 7
v x> x> x
0<x<1 t =X——=+=—-——=+...
< x <1, arctan(x) = x 3+5 7—|—
o
S 2k+1
Z 2k +1



arctan

En particulier :
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