Fondamentaux des mathématiques I



Chapitre 1
Matrices

Les matrices sont des tableaux rectangulaires deréels ou e complexes. Danstout ce chapitre,
K = R ouK = C. toutes les matrices sont a coeffi cients dans K.

Définition:

Unematrice (m, n) est un bleau redangulaire avecm lignes et n colonres.
Conwention denofation :

Les matrices sont notées avec unemajuscule, pa exemple A4, le codficient delai-ieme
ligne et dela j-iéme colonneest notéedorsa; ;. On poe dorsA = (a; ;)1sism

1<js<n

Notation:
L’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a weffi cients dansKK est noee M, ,, (K),
lorgguem = n on notk cet enseemble M, (KK).
Définition:
La somme dedeux meatrices de M, ,,(K), A etB est lamatrice C définie pour butl < i <
metl <j<npac;;=a;;+b;j, le produit d’un scalaire A par unematrice4 €

M (K) est lamatrice D définiepour butl <i<metl<j<npad,;; = Aa;;.

Exemple :
Soient A = (18 52 i)etB (; Fl) :g)
wow=a(ly 2 )65 D=Co 30 D0CF A
( —24 38)
16
Définition:

Le produit d’une matrice A € My, ,, (K) pa unematrice B € M, ,,(K) est lamatrice
C € My, (K) définiepourtoutl <i<metl<j<ppa:

n

Cij = Z a; icby

k=1

Remarque:

Cette multiplication n’est pas commutative, ¢’est-a-dire qu’en général AB # BA.Sim # p
le produt AB est unematrice de M, ,,(K) alorsquele produi BA n’existe pas, et sim = p,
AB est unematrice de M, ,,, (K) et BA est unematrice M, , (K).

Propostion:
Pour tousentiersn, p etq etA € My, », B € M, ,(K) etC € M, ,(K) alors(4B)C =
A(BC)

Démonsdration
NotonsD = AB,E = BC,F = (AB)C etG = A(BC)
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Alorspourtousi etl, avecl <i<m,1<[l<gq,ona

14 14 n n 14
fii = Z dikCry = Z Z a;jbjx | Cr1 = Z a; jbjiCri = Z a; j (Z bj,kck,l> = Ji.
k=1 k=1 \j=1 1<j=n =1 k=1
1<k<p
DoncF =G.
Exemple:

Soient A = (_14 _52 —36) etx = ( g )
-3

Aorsax=(1 72 3) g):< 1% 0+ (~2) X 2 +3 x (=3) ):(_13)

-4 5 -6 3 (-4)x0+5x2+(—6) X (—3) 28
1 2
. B /1 2 0 3
SO|entA—<—1 3>etB—(_1 1)
2 0
1 2
1 2 0 3
AB=<—1 3)( )
2 0 -1 3 1 -2
1x1+2x(-1) 1x2+2x%x3 1x0+2x1 1x3+2x%x(=2)

=[(-Dx1+3x(-1) (-1)x2+3x3 (-1)x0+3x1 (-1)x3+3x(-2)
2xXx1+0x(-1) 2x2+0x3 2x0+0x1 2X3+0x(=2)

-1 8 2 -1
=l—-4 7 3 -9

2 4 0 6
Définition:

La matriceidentité de M, (K) est lamatriceI,, définie pour but (i, j) avecl <i < net
IS]STI,SL’]:OSl:F]et(S‘u:l

o177

Ly=|: ~ -~ -~ ]

1)

Remarque:
S A e M,(K)

Définition:
Soit A € M, ,(K), on apdle sousmatrice de A toute matrice obtenueen di minant
certaines (ou aicune) lignes de A et certaines (ou aicuné colonres deA.

Définition:
Soit A € My, (K), latrangposedeA est la matrice de M, ,,, (K), B définie par b; ; = a;;

pourbutl<i<netl<j<m.

Notation:
LatrangpogedeA est notelA.



aq a» a1,m-1 a1m
azq a ., Az m-1 azm

S A= : : : . : alors
ap-11 Qp-12 *° Qun-1m-1 Qn-1m
an,1 An,2 e anm-1 Anm
aia azq ap-11 an1
W) ap» ap_12 an 2
tg = . . . ] .
A1m-1 A2m-1 " Ap-—1m-1 Anm-1

a1,m arm ot Ap-1,m Anm

Propostion:

Pour butA € M, ,(K) etB € M, ,(K), ‘(AB) = 'B*A

Démondration
NotonsC = AB,D = '(AB),E = ‘A, F = 'B etG = 'B'A dorspa déinition dela

trangpostion @ du produi, pourtoutk, avecl < k < p et pour buti avecl <i <m,
n n

dii=cix = Z a; b = z €ifkj = Ik,
DoncD = G.

Définition:
Une matrice est dite symétrique lorsqu’elle est égale a satrangposee

Remarque:

Les matrices symétriques sont des matrices carrées.

Les matrices symétriques sont symétriques par rapportala diagonde « en haut a gauche»
«en bas adroite ».

Exemple:

Définition:
Soit A € M;,,(KK), une matrice carrée est inversible s’il existe une matrice B € M, (K) tel
que

Propostion:

Les seules matrices inversibles sont les matrices carrées

Soit A € M,,(K), s’il existe B € M, (K) telle que AB = I, dorsBA = I,;, doncA est
inversible.

Démongration admise
Propostion:

Soit A € M,,(KK), unematrice carrée inversible admet un ungueinverse
4



Démondration
Suppo®nsqueA admet deux inverses B etC.
B =BI,=B(AC) = (BA)C =1, =C

Notation :
L’inverse d’une matrice inversible A est noeA™1.

Propostion:
Soient P; € M, (K) etP, € M, (K) deux matrices inversibles, dors(P,P,)~! = p; 1P/t

Démondration
(Py'PTY)(PiPy) = Py (P'P)P, = Py Py = PPy = Iy

Détermination pratique du calcul de I’inverse d’une matrice:
SY=AXdorsA"ly =A71AX =X

Y1 X1

Si on pogY = (3’2) etx = <xz), Y = AX est un ystéme ou les y; s’exprime en fonction
Y3 X3

desx;, dorsqueX = A~1Y est un g/stéme ol les x; s’exprime en fonction des y;, il suffit

donc d’inverser le systéme.

2 3 -1
SoitA=1{ 1 2 -1

-3 -2 =2
V1 2 3 -1\ /%1 Y1 = 2x1 + 3% — X3
Y=AX(:)<)’2>=<1 2 —1)(952)@{ Y2 = X1+ 2x; — X3
Y3 -3 =2 =2/ \X3 Y3 = —3x1 — 2X, — 2X3
Li( 2x1+3x; —x3 =), Ly 2x1 +3x, —x3=y;
(:)LZ{ X1+ 2x,—x3=Y, (:)ZLZ—Lli Xy — X3 =2y, — Y4
L3 \—=3x; —2x, —2x3 =y3 L3+ 3L, 4x, — 5x3 = y3 + 3y,

inl +3x;, — X3 =y,
Xy — X3 =2y, — Y1
Ly = 4L, —x3 =y3 + 3y, — 42y, —y1)
2x1 =y — 3%, + x3 {le =y, —3x; —4y; + 5y, — ¥3
=

(=14

o1 x =2y, —y; +x3 Xp =2y, —y1—4y1+ 5y, — ¥3
—x3 =4y; — 5y, + y3 X3 = —4y; + 5y, = ¥3
2x1 =y1 —3x; — 4y, + 5y, — y3
=3 X2 =—5y1+ 7y, —¥3

x3 = —4y1 + 5y, — y3
2x1 = =3y1 + 5y, —¥3 — 3(=5y; + 7y, — y3)
=4 X2 ==5y1+ 7y, — V3

x3 =—4y; + 5y, —y3
{le =12y, — 16y, + 2y3 { X1 =6y; =8y, +y3 (X1>
2N

X, = =5y1 + 7y, — 3 X ==5y1+7y; —y3 & | X2
X3 =—4y1+ 5y, — Y3 X3 =—4y; + 5y, — y3 X3

6 -8 1 V1
=(-5 7 =1]{XY2
—4 5 =1/\)3



6 -8 1
On en déduit queAd™! = (—5 7 —1)
-4 5 -1

Définition:
Soient A et B deux metrices de M, , (K). On dit queA et B sont équivalentes lorsqu’il
existe deux matrices inversibles Q € M, (K) etP € M,,(K) tellesqueB = QAP

Remarque:

On aurat pu ramplace Q1 par Q puisqueQ est inversible, mais cette notation pemet de
congerver unecertaine hamogénété avec la formule suivante.

Cette relation entre A et B est une relation d’équivalence, cela se vérifie facilement.

Définition:
Soient A et A’ deux matrices de M, (KK) st semblables s’il existe une matrice P de M, (K)
telle que A =P7lAp



Chapitre Il
Espacesvectioriels

1. Corps

Définition:
Un corps( K, +,%) est donc un ensemble muni de deux lois de compostion interne
possedant les proprigtés suivantes :
e Laloi decompostion+ est asodative;
Vx,y,zEK:x+(y+2)=(x+y)+z
e Laloi decompostion+ est commutative ;
Vx,yeEK:x+y=y+x
o |l existe un (& un ul) élément neutr e, noe 0 Vvérifiant ;
Vx EK:x+0gx =0k +x=x
e Toutdément aun ymétrique(dit aussi OppoeL) ;
VxeEKIyeK:x+y=y+x =0k
o Laloi decompostion X est asdative ;
Vx,y,ZzEK:xX(yXz)=((xXy)Xz
e Laloi decompostion x est commutative ;
Vx,yEK:xXy=yXx
o |l existe un (& un ul) élément neutr e, noe 1 Vvérifiant ;
VxeEK:x X1Ig=1gxXx=x
« laloi de compostion interne x est distributive par rapportalaloi de compostion interne + ;
Vx,y,ZzEK:xX(y+2z)=xXy+xXz
o Lesdéments 0y et1i sontdifférents.
o Toutéément non nulauninverse ;
VxeKIyeK:xXy=yXxx =1k

Exemples:
Q, R etC muni de I’addition et de la multiplication habituelles sont des corps

2. Conwentionset notations

Pour chaquen > 0, la notation R™ désigne I’ensemble des n-uplets de réels. On identifiera

R! aR.

Pourn = 0, il y aun certain flou dansla définition, ce n’est pas bien grave, cela sera le cas
danstout ce chapitre.

Notation :

On noeraOgn I’¢1ément (0,0, ...,0) deR™.
On noera sansplusdeprecisione = (eq, ey, ..., €) un k-uplet.

3. Addition @& multiplicaion externe sur R™
Définition :
Soitn > 0 fixé, et vite = (x4, ..., x,) €tf = (y1, ..., yn). LasOmMme dee et f est 1I’élément

(X1 + Y1, e Xp + ¥) deR™ On noerae + f = (xq + Y, o, Xn + V)

Définition:



0.1. TRACE 1

COURS DU MERCREDI 25/1

0.1 Trace

La trace d’une matrice carrée A est la somme de ses coefficients diago-
naux :

trA = Z Ai,i .

i=1

Proposition 0.1.1 Soient A € M, n(K), B € Mpm(K), alors trAB =
trBA.

0.2 Déterminant

0.2.1 2x2
a b
SiA= , on pose dét A = |A| := ad — be.
c d
Propriétés :

i) dét AB = dét Adét B ;

.. , . . -1 __ 1
ii) détA# 0 < A inversible et dans ce cas, A™" = 75

0.2.2 3x3

11 a1z A3

Si A= a9y a9y ass |, o0n pose
az1 G32 0433
dét A = |A| = 111022033+ 021A32013+F031 023012 — 013022031 — Q23032021 —A13021032.
Propriétés :
A1
l) dét )\2 = )\1/\2>\3 3
Az



) déttA=dét A;
iii) si A a deux lignes ou deux lignes égales, alors dét A = 0;
) dét AB = dét Adét B
) dét A =37 (—1)Ha;|AY| = 53 (1) a;;| A] ot AV est la matrice
2 X 2 obtenue en barrant la ligne 7 et la colonne j.

Ces propriétes se démontrent directement a partir de la formule de défi-
nition ; pour la multiplicativité, les calculs sont un peu longs mais pas trop

Définition 1 (la comatrice) On pose A = ((—1)"+|A%|);<; j<s.
Lemme 0.2.1 On a toujours :
A'A ="AA = dét Al

Démonstration : On a : qg.e.d.

Théoréme 0.2.2 Une matrice A est inversible si et seulement si son déter-
mainant est non nul.

0.3 Matrices équivalentes et matrices semblables

Si A,B € My, ,(K), alors A, B sont équivalentes s'il existe P € #,,(K)
et Q € #,(K) inversibles telles que A = PBQ.

Si A, B € #,(K), alors A, B sont semblables s'il existe P € #(K) telle
que A= PBP 1.

Remarques :
) 01 10 _ 01 11
a) Les matrices et sont équivalentes car
0 0 0 0 0 0 01
10
0 0
b) si A, B sont semblables, alors trA = trB (car tr(PBP~! = tr(P~'PB) =
10 0 1
trB). En particulier les matrices et ne sont pas semn-
0 0 0 0

lables.



0.4. EXEMPLE D’APPLICATION 3

. 01 00 01
c) Les matrices et sont semblables car =
00 10 00
00 01
P P~!avec P = .
10 10

0.4 Exemple d’application

—_

Soit (fn)nZO la suite définie par fO =0, fl =1, fn+1 = fn + fnfl sin >

Alors f, = % ((1+2\/§)n — (1’2‘/5)”). En effet, on pose X, := ( ffn ) si
n+1

11
A'(0,1) = la deuxiéme colonne de A.

L1 o 0
Or, A= PDP ! avec P = ( )’D = ( )’5: (1+\/5) ot

0
n>0e A:= ( ) De sorte que : X1 = AX,,. Donc, X,, = AX, =

5 ¢

0 R
Par conséquent, A" = PD"P~! = P Pt = .
2 gntl 5/n+1

D’ou le résultat
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Chapitre 3
Reéels [1/2]
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Chapitre 4

Fractions rationnelles [1]
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CHAPITRE 4. FRACTIONS RATIONNELLES [1]



Chapitre 5

Fonctions réciproques des
fonctions trigonométriques
usuelles [1]
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14CHAPITRE 5. FONCTIONS RECIPROQUES DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQU.



Chapitre 6

Intégration [4+-1/2]
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CHAPITRE 6. INTEGRATION [4+1/2]



Chapitre 7

Développements limités |3]
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CHAPITRE 7. DEVELOPPEMENTS LIMITES |[3]



Chapitre 8

Equations différentielles [2]
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COURS DU MARDI 31/1/17

1 Comment résoudre un systéme linéaire 7

Un systéme de m équations linéaires & n inconnues x4, ...,x, est de la
forme suivante :

axry + ... +apTy, = b1

a1+ ... + QpnTnn = by,

On appellera A := (ay;) € My (K) la matrice du systéme et A := (Ab;)
sa matrice étendue.

Pour résoudre un tel systéme on peut utiliser la méthode de 1’ élimination
de Gauss.

Définition 1 Une transformation élémentaire du systéme est une transfor-
mation d’un des types suivants :

(i) ajouter a une équation un multiple d’une autre équation ;
(i) échanger deux équations;

(1i) multiplier une équation par un nombre non nul.

Remarque : une transformation élémentaire du premier type ne modifie
qu'une équation (celle & qui un multiple d’une autre est ajoué).

Clairement, une solution du systéme est aussi une solution du systéme
obtenu aprés une opération élémentaire. Or Ces opérations élémentaires sont
réversibles, le systéme de départ peut étre retrouver a partir de celui d’arrivée
par une opération élémentaire du méme type. Par exemple, si on applique
L < L;+cLj;, i # j, ¢ # 0, on obtient une nouvelle ligne L) et les autres
lignes ne changent pas. Si on applique L] <— L} — cL,; on retrouve le systéme
dont on est parti. Donc le systéme obtenu aprés une ou plusieurs opérations
élémentaires est équivalent.

Ezxemple :
LQ <— L2 — Ll
r1 + 220 43 = 2 L3 < L3z — 21, r1 + 229 43
r1+3xy +2rx3—x4 = 4 Ly« Ly— 21, To +2T3— T4
A
21‘1 + o —I3+ 3]74 = =2 —31’2 —31’3 + 31‘4
2[[’1 —21’3 + x4 = 1 —4172 —41'3 —+ x4




L3 < L3+ 3L r1+ 229 43 = 2
Ly <+ Ly+ 4L, To +x3 —T4 = 2
<~

0 =0
—31’4 = 5

T + 2%2 —|—.I'3 = 2

L&M& To +IT3 —ITy4 = 2

Ty - —5/3

On arrive a un systéme échelonné i.e. sa matrice étendue l'est.
Qu’est-ce qu’'une matrice échelonnée? ...

2 Matrices échelonnées

Le premier coefficient non nul d’une ligne (ay, ..., a,) € K™ non nulle est
appelé son pivot. L'indice du premier coefficient non nul est 1’indice du pivot.

Définition 2 (Matrice échelonnée) On dit qu’une matrice A est échelon-
née si :
i) les indices des pivots des lignes non nulles forment une suite strictement
croissante ;
ii) les lignes nulles si elles existent sont « en bas ».

Une matrice échelonnée est donc de la forme :

Q15

24,

arjr

ot les coefficients ayj, , ..., a,j, sont non nuls et les coefficients a gauche ay;, j <
Ji et en dessous a; j,,i > k sont tous nuls.

Comme pour les systémes d’équations linéaires, on définit les opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice.



Définition 3 (opération élémentaire) Une opération élémentaire sur les
lignes d’une matrice est une transformation d’un des trois types suivants :

(i) ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un coefficient € K
LZ<—LZ+)\LJ,Z?£], ANe K ;

(11) échanger 2 lignes L; <+ L; ;

(1i) multiplier une ligne par un coefficient non nul L; < AL;, X # 0.

Exercice 1 Les opérations élémentaires sont le résultat de la multiplication
a gauche par

J
10 ... 0
(0 1 A 0
(1) Ti;(N\) = ' ... | € An(K) (1 sur la diagonale, X en
0 0 1
position (i,7) des 0 ailleurs) (une matrice de transvection);
i J
1
{ 0 1
1
(i) Py = € My(K) la ma-
1
Ji 1 0
1

trice dont les coefficients sont tous nuls sauf les coefficients (i, 7), (j, 1),
(k,k) k #1,j qui valent 1;

(iii) D = diag(1,..., A, ...1).

De plus chacune de ces matrices est inversible et :
Ti;(N\) ' =Ty(=A), P;' = Py, D™' =diag(1,..., A", ..1) .

Théoréme 2.1 Soit A € #,(K). On peut transformer A en une matrice
échelonnée en un nombre fini d’opérations élémentaires. Le résultat est une
matrice échelonnée a r pivots pour un certain r < m.

Remarques : le nombre r de pivots est indépendant des opérations effec-
tuées. Nous verrons que ce nombre est le rang de la matrice.



Démonstration : On raisonne par récurrence sur m le nombre de lignes
de A.

Sim =1, il n’y a rien & démontrer. Si m > 1, soit j; la premiére colonne
non nulle de A. Quitte a échanger la 1ére ligne avec une ligne i ot le coefficient
a;j, 7 0, on peut supposer que a;; 7 0. Aprés les opérations :

Li < Lz — @i Ll

a1]1

pour 1 < i < m, on obtient une matrice :

0 .. @14,

0O .. 0 A

ot A" est une matrice de taille m — 1 x n — j;. On peut donc lui appliquer
I’hypothése de récurrence ... q.e.d.

3 Comment résoudre un systéme échelonné ?

Corollaire 3.0.1 Un systéeme est équivalent a un systéme échelonné.

Soit S un systéme échelonné. On note A sa matrice et A sa matrice
étendue. Bien entendu, A est aussi échelonnée. Notons r le nombre de lignes
non nulles de A et 7 celui de A.

Il est clair que ¥ =7 ou r + 1.

Proposition 3.1 a) Si7=r+ 1, alors le systéme n’a pas de solutions.
b) SiT=r=mn, alors le systéme a une unique solution.

c) Si T =r < mn, appelons ji,...,j. les indices des pivots. On appellera
Zj,, ..., T . les variables principales et les autres variables seront appelées
variables libres. 1l existe des coefficients dy,...,d,, des coefficients c;y,
<i<r,1<k<n, ke&{j,...,Jr} tels que les solutions du systéeme sont
les (x1, ..., x,) vérifiant :

V.
v, Tj, = § Cike Lk
ke’

ov £ = {1,...n} \ {j1,.,Jr}. En particulier il y a strictement plus
d’une solution et méme un nombre infini si K [’est.
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Démonstration :Sir = r+1, alors la ligne r + 1 est de la forme : Oz +.... +
0z, = b,1 pour un b,,1 # 0. Un tel systéme n’a pas de solution.
Sir=r<mn .. Voici un exemple :

1+ 229 + x3 = 9
= Tro + T3 —T4 = 2
—Xry = 5

X1, To, x4 sont les variables principales et x3 la variable libre. Le systéme est
équivalent a :

1 = XT3+ 8
Tro = —T3— 3
Ty = —5

q.e.d.

Théoréme 3.2 Si A € M, (K) avec m < n (il y a plus d’inconnues que
déquations), alors il existe x4, ..., x, non tous nuls tels que

Anﬂfl + ...+ Alnflfn =0

Am1$1 + ...+ Amnxn =0

Démonstration : (exo) g.e.d.

Chapitre 2 : Espaces vectoriels

4 Corps

Soit K un corps.



5 Additions et multiplication par un scalaire
dans K"

Sixz = (x1,..,20),y = (Y1,...,yn) € K", alors on pose x +y = (z1 +

YLy ooy T+ Yn)-
Si A € K, on pose A\x := (Axq, ..., \x,,).

On notera 0 le vecteur (0, ...,0).

Propriétés : pour tous x,y € K", \,u € K, on a:
Apx) = (Ap)z;

lr = x.

Mz +y) =+ A\y;

A+ p)x = e+ px;

Oz = 0.

&

o T
N N N N N

oL

D

6 Sous-espaces vectoriels de K"

Définition 4 (sous-espace) On dit que E C K" est un sous-espace de K"
si I est non vide, si v,y € BE,x +y€ E etsi'v € E'YN€ K, \x € E.

Notation : £ < K". Plus généralement, si F' C F est aussi un sous- K —space
vectorie de K™, on notera F < F'.

Ezemples : {0} est un sous-espace vectoriel. K™ est un sous-espace vec-
toriel.

Proposition 6.1 Soit £ C K". Alors E est un sous-espace vactoriel si et
seulement si0 € B, "r,y € E,"\,p € K, \x + uy € E.

Propriétés :
i) Si E,F < K" alors ENF est aussi un sous-espace vectoriel de K™.
ii) Si F,F < K", alors EU F est un sous-espace vectoriel si et seulemnt
siE<Foul<E.
Soient vy, ...,vx € K", on note Vect{vy,..., v} le plus petit sous-espace
contenant vy, ..., v;. On vérifie aisément que :

Vect{vy,...,up} = {1 + . + v 0 A, oA € K}

Notation : Vect{vy, ..., v} = (v1,...,v5) = Kvy + ... + Kuy.

Exemple : {(x,y,2) € K® : 2v+3y+2=0} = {(z,y,—2x—3y) : =,y €
K} = {2(1,0,-2) + y(0,1,-3) : 2,y € K} = K(1,0,-2) + K(0,1,-3) =
Vect{1,0,—2),(0,1,—3)}; c’est donc un sous-espace vectoriel de K?3.



