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Chapitre 1 
Matri ces 

 
Les matrices sont des tableaux rectangulaires de réels ou de complexes. Dans tout ce chapitre, 
v L 9 ou v L '. toutes les matrices sont à coeffi cients dans v. 

 
Définition : 
Une matrice :Iá J; est un tableau rectangulaire avec I lignes et J colonnes. 
Convention de notation : 
Les matrices sont notées avec une majuscule, par exemple #, le coeff icient de la E-ième 

ligne et de la F-ième colonne est notée alors =ÜáÝ. On pose alors # L k=ÜáÝo5¸Ü¸à
5¸Ý¸á

 

 
Notation : 
/¶HQVHPEOH�GHV�PDWULFHV�j�I lignes et J colonnes à coeffi cients dans v est notée çàáá:v;, 
lorsque I L J on note cet ensemble çá:v;. 
Définition : 
La somme de deux matrices de çàáá:v;, # et $ est la matrice % définie pour tout s Q E Q
I et s Q F Q J par ?ÜáÝ L =ÜáÝ E >ÜáÝ��OH�SURGXLW�G¶XQ�VFDODLUH�ã par une matrice # Ð

çàáá:v; est la matrice & définie pour tout s Q E Q I et s Q F Q J par @ÜáÝ L ã=ÜáÝ. 

 
Exemple : 

Soient # L @ s Ft uFz w v
A et $ L @u w Fz

t s FtA 
t# F v$ L t @ s Ft uFz w v

A F v @u w Fz
t s FtA L @ t Fv xFsx sr z

AE @Fst Ftr utFz Fv z
A

L @Fsr Ftv uzFtv x sx
A 

 
Définition : 
/H�SURGXLW�G¶XQH�PDWULFH�# Ðçàáá:v; par une matrice $ Ðçááã:v; est la matrice 

% Ðçàáã:v; définie pour tout s Q E Q I et s Q F Q L par : 

?ÜáÝ LÍ =ÜáÞ>ÞáÝ

á

Þ@5

 

 
Remarque : 
&HWWH�PXOWLSOLFDWLRQ�Q¶HVW�SDV�FRPPXWDWLYH��F¶HVW-à-GLUH�TX¶HQ�JpQpUDO�#$ M $#. Si I M L 
le produit #$ est une matrice de çàáã:v; alors que le produit $# Q¶H[LVWH�SDV��HW�VL�I L L, 

#$ est une matrice de çàáà:v; et $# est une matrice çááá:v;. 
 
Proposition : 
Pour tous entiers J, L et M et # Ðçàáá, $ Ðçááã:v; et % Ðçãáä:v; alors :#$;% L
#:$%; 
 
Démonstration 
Notons & L #$, ' L $%, ( L :#$;% et ) L #:$%; 
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Alors pour tous E et H, avec s Q E Q I, s Q H Q M, on a : 

BÜáß LÍ @ÜáÞ?Þáß

ã

Þ@5

LÍLÍ =ÜáÝ>ÝáÞ

á

Ý@5

M ?Þáßã

Þ@5

L Í =ÜáÝ>ÝáÞ?Þáß
5¸Ý¸á

5¸Þ¸ã

LÍ=ÜáÝ mÍ >ÝáÞ?Þáß

ã

Þ@5

q
á

Ý@5

L CÜáß 

Donc ( L ). 
Exemple : 

Soient # L @ s Ft uFv w FxA et : L m rtFuq 

Alors #: L @ s Ft uFv w FxAm rtFuq L l s H rE :Ft; H t E uH :Fu;:Fv; H r E w H tE :Fx; H :Fu;p L @Fsu
tz

A 
Soient # L m s tFs u

t r

q et $ L @ s t r uFs u s FtA 
#$ L m s tFs u

t r

q @ s t r uFs u s FtA
L L s H sE t H :Fs; sH t E t H u sH r E t H s sH uE t H :Ft;:Fs; H s E uH :Fs; :Fs; H tE u H u :Fs; H rE uH s :Fs; H uE uH :Ft;

t H sE r H :Fs; tH t E r H u tH r E r H s tH uE r H :Ft; M
L mFs z t FsFv y u F{

t v r x

q 

 
Définition : 
La matrice identité de çá:v; est la matrice +á définie pour tout :Eá F; avec s Q E Q J et 
s Q F Q J, ÜÜáÝ L r si E M F et ÜÜáÜ L s. 

+á L
É
ÈÇ
s r ® ® r

r s ° � 
 ° ° ° 
 � ° s r

r ® ® r sÌ
ËÊ 

Remarque : 
Si  # Ðçá:v; 

#+á L +á# L # 
 
Définition : 
Soit # Ðçàáá:v;, on appelle sous-matrice de # toute matrice obtenue en éliminant 

certaines (ou aucune) lignes de # et certaines (ou aucune) colonnes de #. 
 
Définition : 
Soit # Ðçàáá:v;, la transposée de # est la matrice de çááà:v;, $ définie par >ÜáÝ L =ÝáÜ 

pour tout s Q E Q J et s Q F Q I. 
 
Notation : 
La transposée de # est notée #�

ç . 
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Si # L
É
ÈÇ
=5á5 =5á6 ® =5áà?5 =5áà
=6á5 =6á6 ® �=6áà?5 =6áà   ° 
=á?5á5 �=á?5á6 ® =á?5áà?5 =á?5áà
=áá5 =áá6 ® =ááà?5 =ááà Ì

ËÊ alors 

#�
ç L

É
ÈÇ

=5á5 =6á5 ® =á?5á5 =áá5
=5á6 =6á6 ® =á?5á6� =áá6   ° 
=5áà?5 �=6áà?5 ® =á?5áà?5 =ááà?5
=5áà =6áà ® =á?5áà =ááà Ì

ËÊ 

 
Proposition : 
Pour tout # Ðçàáá:v; et $ Ðçááã:v;, :#$; L $ #�

ç
�
ç

�
ç  

 
Démonstration 
Notons % L #$, & L :#$;�

ç , ' L #�
ç , ( L $�

ç  et ) L $�
ç #�

ç  alors par définition de la 
transposition et du produit, pour tout G, avec s Q G Q L et pour tout E avec s Q E Q I, 

@ÞáÜ L ?ÜáÞ LÍ =ÜáÝ>ÝáÞ

á

Ý@5

LÍ AÝáÜBÞáÝ

á

Ý@5

L CÞáÜ 

Donc & L ). 
 
Définition : 
8QH�PDWULFH�HVW�GLWH�V\PpWULTXH�ORUVTX¶HOOH�HVW�pJale à sa transposée. 
 
Remarque : 
Les matrices symétriques sont des matrices carrées. 
Les matrices symétriques sont symétriques par rapport à la diagonale « en haut à gauche » 
« en bas à droite ». 
 
Exemple : 

# L m s Fs vFs t w

v w u

q 

 
Définition :  
Soit # Ðçá:v;��XQH�PDWULFH�FDUUpH�HVW�LQYHUVLEOH�V¶LO�H[LVWH�XQH�PDWULFH�$ Ðçá:v; tel 
que 

#$ L +á L $# 
 
Proposition : 
Les seules matrices inversibles sont les matrices carrées 
Soit # Ðçá:v;��V¶LO�H[LVWH�$ Ðçá:v; telle que #$ L +á alors $# L +á, donc # est 
inversible. 
 
Démonstration admise 
 
Proposition : 
Soit # Ðçá:v;, une matrice carrée inversible admet un unique inverse 
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Démonstration 
Supposons que # admet deux inverses $ et %. 

$ L $+á L $:#%; L :$#;% L +á% L % 
 
Notation : 
/¶LQYHUVH�G¶XQH�PDWULFH�LQYHUVLEOH�# est notée #?5. 
 
Proposition : 
Soient 25 Ðçá:v; et 26 Ðçá:v; deux matrices inversibles, alors :2526;?5 L 26

?525
?5 

 
Démonstration :26?525?5;:2526; L 26

?5:25?525;26 L 26
?5+á26 L 26

?526 L +á 
 
'pWHUPLQDWLRQ�SUDWLTXH�GX�FDOFXO�GH�O¶LQYHUVH�G¶XQH�matrice : 
Si ; L #: alors #?5; L #?5#: L : 

Si on pose ; L mU5U6
U7

q et : L mT5T6
T7

q, ; L #: est un système où les UÜ V¶H[SULPH�HQ�IRQFWLRQ�

des TÜ, alors que : L #?5; est un système où les TÜ V¶H[SULPH�HQ�IRQFWLRQ�GHV�UÜ, il suffi t 
GRQF�G¶LQYHUVer le système.  

Soit # L m t u Fs
s t FsFu Ft Ftq 

; L #:� mU5U6
U7

q L m t u Fs
s t FsFu Ft Ftqm

T5
T6
T7

q� ] U5 L tT5 E uT6 F T7
U6 L T5 E tT6 F T7

U7 L FuT5 F tT6 F tT7
�

.5

.6

.7

] tT5 E uT6 F T7 L U5
T5 E tT6 F T7 L U6FuT5 F tT6 F tT7 L U7

�

.5
t.6 F .5
.7 E u.6 ]

tT5 E uT6 F T7 L U5����������������

�����������T6 F T7 L tU6 F U5
�����������vT6 F wT7 L U7 E uU6

�

�

�

.7 F v.6 ]
tT5 E uT6 F T7 L U5����������������������������������������

T6 F T7 L tU6 F U5���������������
���������������������FT7 L U7 E uU6 F v:tU6 F U5;

� ] tT5 L U5 F uT6 E T7
T6 L tU6 F U5 E T7FT7 L vU5 F wU6 E U7 � ]tT5 L U5 F uT6 F vU5 E wU6 F U7

T6 L tU6 F U5 F vU5 E wU6 F U7
T7 L FvU5 E wU6 F U7

� ]tT5 L U5 F uT6 F vU5 E wU6 F U7
T6 L FwU5 E yU6 F U7
T7 L FvU5 E wU6 F U7

� PtT5 L FuU5 E wU6 F U7 F u:FwU5 E yU6 F U7;
T6 L FwU5 E yU6 F U7
T7 L FvU5 E wU6 F U7

� ]tT5 L stU5 F sxU6 E tU7
T6 L FwU5 E yU6 F U7
T7 L FvU5 E wU6 F U7 � ] T5 L xU5 F zU6 E U7

T6 L FwU5 E yU6 F U7
T7 L FvU5 E wU6 F U7 � mT5T6

T7

q
L m x Fz sFw y FsFv w Fsqm

U5
U6
U7

q 
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On en déduit que #?5 L m x Fz sFw y FsFv w Fsq 

 
Définition :  
Soient # et $ deux matrices de çááá:v;. On dit que # et $ VRQW�pTXLYDOHQWHV�ORUVTX¶LO�

existe deux matrices inversibles 3 Ðçà:v; et 2 Ðçá:v; telles que $ L 3?5#2 
 
Remarque : 
On aurait pu remplacer 3?5 par 3 puisque 3 est inversible, mais cette notation permet de 
conserver une certaine homogénéité avec la formule suivante. 
Cette relation entre # et $ HVW�XQH�UHODWLRQ�G¶pTXLYDOHQFH��FHOD�VH�YpULILH�IDFLOHPHQW� 
 
Définition : 
Soient # et #" deux matrices de çá:v; soQW�VHPEODEOHV�V¶LO�H[LVWH�XQH�PDWULFH�2 de çá:v; 
telle que  #" L 2?5#2 
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Chapitre II   
Espaces vectoriels 

 
1. Corps. 
 

Définition : 
Un corps :�váEáH; est donc un ensemble muni de deux lois de composition interne 
possédant les propriétés suivantes : 

x La loi de composition E est associative ;   
ÊTáUá V Ð v ÷ T E :U E V; L :T E U;E V 

x La loi de composition E est commutative ; 
ÊTáU Ð v ÷ T E U L U E T 

x Il existe un (et un seul) élément neutr e, noté rv vérifi ant ; 
ÊT Ð v ÷ T E rv L rv E T L T 

x Tout élément a un symétrique (dit aussi opposé) ; 
ÊT Ð váÌU Ð v ÷ T E U L U E T L rv 

x La loi de composition H est associative ; 
ÊTá Uá V Ð v ÷ T H :U H V; L :T H U; H V 

x La loi de composition H est commutative ; 
ÊTáU Ð v ÷ T H U L U H T 

x Il existe un (et un seul) élément neutr e, noté sv vérifi ant ; 
ÊT Ð v ÷ T H sv L sv H T L T 

x la loi de composition interne H est distributive par rapport à la loi de composition interne E ; 
ÊTáUá V Ð v ÷ T H :U E V; L T H U E T H V 

x Les éléments rv et sv sont différents. 
x Tout élément non nul a un inverse  ; 

ÊT Ð váÌU Ð v ÷ T H U L U H T L sv 
 
Exemples : 
7, 9 et ' PXQL�GH�O¶DGGLWLRQ�HW�GH�OD�PXOWLSOLFDWLRQ�KDELWXHOOHV�sont des corps. 

 
2. Conventions et notations 

 
Pour chaque J R r, la notation 9á GpVLJQH�O¶HQVHPEOH�GHV�J-uplets de réels. On identifiera 
95 à 9. 
Pour J L r, il  y a un certain flou dans la définition, ce n¶HVW�SDV�ELHQ�JUDYH��FHOD�VHUD�OH�FDV�
dans tout ce chapitre. 
 
Notation :  
On notera r9Ù O¶pOpPHQW�:rárá å ár; de 9á. 
On notera sans plus de précision A L :A5á A6á å á AÞ; un G-uplet. 

 
3. Addition et multiplication externe sur 9á 

 
Définition : 
Soit J R r fi xé, et soit A L :T5á å á Tá; et B L :U5á å áUá;. La somme de A et B HVW�O¶pOpPHQW :T5 E U5á å á Tá E Uá; de 9á. On notera A E B L :T5 E U5á å á Tá E Uá;. 
 
Définition : 



0.1. TRACE 1

cours du mercredi 25/1

0.1 Trace

La trace d’une matrice carrée A est la somme de ses coefficients diago-
naux :

trA =
n�

i=1

Ai,i .

Proposition 0.1.1 Soient A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,m(K), alors trAB =
trBA.

0.2 Déterminant

0.2.1 2× 2

Si A =




a b

c d


, on pose détA = |A| := ad− bc.

Propriétés :

i) détAB = détAdétB ;

ii) détA �= 0 ⇔ A inversible et dans ce cas, A−1 = 1
détA




d −b

−c a


.

0.2.2 3× 3

Si A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



, on pose

détA = |A| = a11a22a33+a21a32a13+a31a23a12−a13a22a31−a23a32a21−a13a21a32.

Propriétés :

i) dét




λ1

λ2

λ3




= λ1λ2λ3 ;
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ii) dét tA = détA ;
iii) si A a deux lignes ou deux lignes égales, alors détA = 0 ;
iv) détAB = détAdétB ;
v) détA =

�3
i=1(−1)i+jaij|Aij| = �3

j=1(−1)i+jaij|Aij| où Aij est la matrice
2× 2 obtenue en barrant la ligne i et la colonne j.

Ces propriétes se démontrent directement à partir de la formule de défi-
nition ; pour la multiplicativité, les calculs sont un peu longs mais pas trop
...

Définition 1 (la comatrice) On pose �A := ((−1)i+j|Aij|)1≤i,j≤3.

Lemme 0.2.1 On a toujours :

At �A = t �AA = détAI3

Démonstration : On a : q.e.d.

Théorème 0.2.2 Une matrice A est inversible si et seulement si son déter-
minant est non nul.

0.3 Matrices équivalentes et matrices semblables
Si A,B ∈ Mm,n(K), alors A,B sont équivalentes s’il existe P ∈ Mm(K)

et Q ∈ Mn(K) inversibles telles que A = PBQ.
Si A,B ∈ Mn(K), alors A,B sont semblables s’il existe P ∈ M(K) telle

que A = PBP−1.
Remarques :

a) Les matrices




0 1

0 0


et




1 0

0 0


 sont équivalentes car




0 1

0 0







1 1

0 1


 =




1 0

0 0


.

b) si A,B sont semblables, alors trA = trB (car tr(PBP−1 = tr(P−1PB) =

trB). En particulier les matrices




1 0

0 0


 et




0 1

0 0


 ne sont pas semn-

lables.



0.4. EXEMPLE D’APPLICATION 3

c) Les matrices




0 1

0 0


 et




0 0

1 0


 sont semblables car




0 1

0 0


 =

P




0 0

1 0


P−1 avec P =




0 1

1 0


.

0.4 Exemple d’application
Soit (fn)n≥0 la suite définie par f0 = 0, f1 = 1, fn+1 = fn+ fn−1 si n ≥ 1.

Alors fn = 1√
5

�
(1+

√
5

2
)n − (1−

√
5

2
)n

�
. En effet, on pose Xn :=




fn

fn+1


 si

n ≥ 0 et A :=




0 1

1 1


. De sorte que : Xn+1 = AXn. Donc, Xn = AX0 =

At(0, 1) = la deuxième colonne de A.

Or, A = PDP−1 avec P =




1 1

δ δ�


 , D :=




δ 0

0 δ�


, δ := (1+

√
5

2
) et

δ� := (1−
√
5

2
).

Par conséquent,An = PDnP−1 = P




δn 0

0 δ�n


P−1 = 1√

5




? δn − δ�n

? δn+1 − δ�n+1


.

D’où le résultat
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cours du mardi 31/1/17

1 Comment résoudre un système linéaire ?
Un système de m équations linéaires à n inconnues x1, ..., xn est de la

forme suivante : 
a11x1 + ...+ a1nxn = b1

... = ...

am1 + ...+ amnxn = bm

On appellera A := (aij) ∈Mmn(K) la matrice du système et Ã := (A|bi)
sa matrice étendue.

Pour résoudre un tel système on peut utiliser la méthode de l’élimination
de Gauss.

Définition 1 Une transformation élémentaire du système est une transfor-
mation d’un des types suivants :
(i) ajouter à une équation un multiple d’une autre équation ;
(ii) échanger deux équations ;
(iii) multiplier une équation par un nombre non nul.

Remarque : une transformation élémentaire du premier type ne modifie
qu’une équation (celle à qui un multiple d’une autre est ajoué).

Clairement, une solution du système est aussi une solution du système
obtenu après une opération élémentaire. Or Ces opérations élémentaires sont
réversibles, le système de départ peut être retrouver à partir de celui d’arrivée
par une opération élémentaire du même type. Par exemple, si on applique
Li ← Li + cLj, i 6= j, c 6= 0, on obtient une nouvelle ligne L′i et les autres
lignes ne changent pas. Si on applique L′i ← L′i − cLj on retrouve le système
dont on est parti. Donc le système obtenu après une ou plusieurs opérations
élémentaires est équivalent.

Exemple :



x1 + 2x2 +x3 = 2

x1 + 3x2 +2x3 − x4 = 4

2x1 + x2 −x3 + 3x4 = −2

2x1 −2x3 + x4 = 1

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − 2L1

L4 ← L4 − 2L1

⇐⇒



x1 + 2x2 +x3 = 2

x2 +2x3 − x4 = 2

−3x2 −3x3 + 3x4 = −6

−4x2 −4x3 + x4 = −3

1



L3 ← L3 + 3L2

L4 ← L4 + 4L2

⇐⇒



x1 + 2x2 +x3 = 2

x2 +x3 −x4 = 2

0 = 0

−3x4 = 5

L3↔L4⇐⇒


x1 + 2x2 +x3 = 2

x2 +x3 −x4 = 2

x4 = −5/3

On arrive à un système échelonné i.e. sa matrice étendue l’est.
Qu’est-ce qu’une matrice échelonnée ? ...

2 Matrices échelonnées

Le premier coefficient non nul d’une ligne (a1, ..., an) ∈ Kn non nulle est
appelé son pivot. L’indice du premier coefficient non nul est l’indice du pivot.

Définition 2 (Matrice échelonnée) On dit qu’une matrice A est échelon-
née si :

i) les indices des pivots des lignes non nulles forment une suite strictement
croissante ;

ii) les lignes nulles si elles existent sont « en bas ».

Une matrice échelonnée est donc de la forme :

a1j1 ... ... ... ...

a2j2 ... ... ...

... ... ...

arjr ...


où les coefficients a1j1 , ..., arjr sont non nuls et les coefficients à gauche akj, j <
jk et en dessous ai,jk , i > k sont tous nuls.

Comme pour les systèmes d’équations linéaires, on définit les opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice.
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Définition 3 (opération élémentaire) Une opération élémentaire sur les
lignes d’une matrice est une transformation d’un des trois types suivants :

(i) ajouter à une ligne une autre ligne multipliée par un coefficient ∈ K
Li ← Li + λLj, i 6= j, λ ∈ K ;

(ii) échanger 2 lignes Li ↔ Lj ;

(iii) multiplier une ligne par un coefficient non nul Li ← λLi, λ 6= 0.

Exercice 1 Les opérations élémentaires sont le résultat de la multiplication
à gauche par

(i) Tij(λ) :=



j

1 0 . . . 0
i 0 1 λ 0

...
... . . . ...

0 0 . . . 1

 ∈ Mm(K) (1 sur la diagonale, λ en

position (i, j) des 0 ailleurs) (une matrice de transvection) ;

(ii) Pij :=



i j

1
. . .

i 0 1
1

. . .
1

j 1 0
1

. . .


∈ Mm(K) la ma-

trice dont les coefficients sont tous nuls sauf les coefficients (i, j), (j, i),
(k, k) k 6= i, j qui valent 1 ;

(iii) D = diag(1, ..., λ, ...1).

De plus chacune de ces matrices est inversible et :

Tij(λ)
−1 = Tij(−λ), P−1ij = Pij, D

−1 = diag(1, ..., λ−1, ...1) .

Théorème 2.1 Soit A ∈ Mn(K). On peut transformer A en une matrice
échelonnée en un nombre fini d’opérations élémentaires. Le résultat est une
matrice échelonnée à r pivots pour un certain r ≤ m.

Remarques : le nombre r de pivots est indépendant des opérations effec-
tuées. Nous verrons que ce nombre est le rang de la matrice.
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Démonstration : On raisonne par récurrence sur m le nombre de lignes
de A.

Si m = 1, il n’y a rien à démontrer. Si m > 1, soit j1 la première colonne
non nulle de A. Quitte à échanger la 1ère ligne avec une ligne i où le coefficient
aij1 6= 0, on peut supposer que a1,j1 6= 0. Après les opérations :

Li ← Li −
aij1
a1j1

L1

pour 1 < i ≤ m, on obtient une matrice : 0 ... a1j1 ...

0 ... 0 A′


où A′ est une matrice de taille m − 1 × n − j1. On peut donc lui appliquer
l’hypothèse de récurrence ... q.e.d.

3 Comment résoudre un système échelonné ?

Corollaire 3.0.1 Un système est équivalent à un système échelonné.

Soit S un système échelonné. On note A sa matrice et Ã sa matrice
étendue. Bien entendu, A est aussi échelonnée. Notons r le nombre de lignes
non nulles de A et r̃ celui de Ã.

Il est clair que r̃ = r ou r + 1.

Proposition 3.1 a) Si r̃ = r + 1, alors le système n’a pas de solutions.

b) Si r̃ = r = n, alors le système a une unique solution.

c) Si r̃ = r < n, appelons j1, ..., jr les indices des pivots. On appellera
xj1 , ..., xjr les variables principales et les autres variables seront appelées
variables libres. Il existe des coefficients d1, ..., dr, des coefficients ci,k,
≤ i ≤ r, 1 ≤ k ≤ n, k 6∈ {j1, ..., jr} tels que les solutions du système sont
les (x1, ..., xn) vérifiant :

∀i, xji =
∑
k∈L

cikxk

où L := {1, ..., n} \ {j1, ..., jr}. En particulier il y a strictement plus
d’une solution et même un nombre infini si K l’est.
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Démonstration : Si r̃ = r+1, alors la ligne r+1 est de la forme : 0x1+ ....+
0xn = br+1 pour un br+1 6= 0. Un tel système n’a pas de solution.

Si r̃ = r < n ... Voici un exemple :

⇔


x1 + 2x2 + x3 = 2

x2 + x3 −x4 = 2

−x4 = 5

x1, x2, x4 sont les variables principales et x3 la variable libre. Le système est
équivalent à : 

x1 = x3 + 8

x2 = −x3 − 3

x4 = −5

q.e.d.

Théorème 3.2 Si A ∈ Mm,n(K) avec m < n (il y a plus d’inconnues que
d”équations), alors il existe x1, ..., xn non tous nuls tels que


A11x1 + ...+ A1nxn = 0

... = 0

Am1x1 + ...+ Amnxn = 0

Démonstration : (exo) q.e.d.

Chapitre 2 : Espaces vectoriels

4 Corps

Soit K un corps.
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5 Additions et multiplication par un scalaire
dans Kn

Si x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Kn, alors on pose x + y = (x1 +
y1, ..., xn + yn).

Si λ ∈ K, on pose λx := (λx1, ..., λxn).
On notera 0 le vecteur (0, ..., 0).
Propriétés : pour tous x, y ∈ Kn, λ, µ ∈ K, on a :

a) λ(µx) = (λµ)x ;
b) 1x = x.
c) λ(x+ y) = λx+ λy ;
d) (λ+ µ)x = λx+ µx ;
e) 0x = 0.

6 Sous-espaces vectoriels de Kn

Définition 4 (sous-espace) On dit que E ⊆ Kn est un sous-espace de Kn

si E est non vide, si ∀x, y ∈ E, x+ y ∈ E et si ∀x ∈ E∀λ ∈ K, λx ∈ E.

Notation : E ≤ Kn. Plus généralement, si F ⊆ E est aussi un sous-K−space
vectorie de Kn, on notera E ≤ F .

Exemples : {0} est un sous-espace vectoriel. Kn est un sous-espace vec-
toriel.

Proposition 6.1 Soit E ⊆ Kn. Alors E est un sous-espace vactoriel si et
seulement si 0 ∈ E, ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ K, λx+ µy ∈ E.

Propriétés :
i) Si E,F ≤ Kn, alors E ∩ F est aussi un sous-espace vectoriel de Kn.
ii) Si E,F ≤ Kn, alors E ∪ F est un sous-espace vectoriel si et seulemnt

si E ≤ F ou F ≤ E.
Soient v1, ..., vk ∈ Kn, on note Vect{v1, ..., vk} le plus petit sous-espace

contenant v1, ..., vk. On vérifie aisément que :

Vect{v1, ..., vk} = {λ1v1 + ...+ λkvk : λ1, ...λk ∈ K} .

Notation : Vect{v1, ..., vk} = 〈v1, ..., vk〉 = Kv1 + ...+Kvk.
Exemple : {(x, y, z) ∈ K3 : 2x+3y+ z = 0} = {(x, y,−2x− 3y) : x, y ∈

K} = {x(1, 0,−2) + y(0, 1,−3) : x, y ∈ K} = K(1, 0,−2) +K(0, 1,−3) =
Vect{1, 0,−2), (0, 1,−3)} ; c’est donc un sous-espace vectoriel de K3.
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