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Pour cocher, il suffit de cliquer!

Nom et prénom :

Fondamentaux des mathématiques II
printemps 2019
Chapitres V applications linéaires, VI formules de Taylor, VII représentation matricielle des applications linéaires, VIII intégrale de Riemann

exercices d’entrainement

Reéglement — L’épreuve dure? ?? minutes. Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent étre
éteints.
Cochez une seule réponse par question.

Sur les sommes de Riemann

Question 1 Que vaut % >;_ k%7

% 1 Cette limite n’existe pas! %
Question 2 Que vaut lim, 0 >, ﬁ ?
In(4/3) 53 In4 In3
Question 3 Que vaut limy, o0 Y5y 7757 7
In (%) In2 % — % In3
nk
Question 4  Que vaut lim,, o >, w ?
Cette limite n’existe pas! % 0 %
Question 5
. 1 n
Que vaut lim,, T Dol Vn+k?
% @ Cette limite n’existe pas! 28 —1
Question 6  Que vaut lim, o, n > _, W ?
—% 1 Cette limite n’existe pas! %
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k

Sll’l( n

—

Question 7 Que vaut lim, o > 7 _; —=

3

% 0 Cette limite n’existe pas!

Question 8
. 1 1
Que vaut lim,,_, In D1 otk ?

24/2 -2 1 +o0 V2-1

Question 9 Que vaut lim, 0 >, kgiiknz ?

In2 In4 In3 Cette limite n’existe pas!

1

Question 10 Que vaut lim,, o >, _; o

=3
w

In3 Cette limite n’existe pas! In2

]

Sur les intégrales
Question 11  Que vaut Sf Inzdx ?

-1 2In2 2In2 -1 1/2

Question 12 Que vaut Sé xsin(2z)dz ?

(cos2)/2 — (sin2)/4 (sin2)/4 (sin2)/4 — (cos2)/2

Question 13  Que vaut Sé arctan xdx ?

In 2
z_ a2 T _In2 “In2 I
Question 14  Que vaut Sé xe3®dx ?
Question 15  Que vaut S(l] x cos(mx)dx ?
/7 —1/7 —2/m? 2/m?
Question 16  Que vaut Si z?lnzdx?
_7/9 7/9 81;)12_% 81;’12
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Question 17  Que vaut Sé x cos(3x)dx ?

sin 3 cos 3 sin 3 cos3 _ 1 sin 3 cos3 _ 1
3 + 9 3 + 9 9 3 9

©|

Question 18  Que vaut Sf 23 Inzdx?

15/16 4In2 4In2 - 15/16 —15/16

Question 19  Que vaut Sé xsin(rz)dx ?

—1/x 0 1/m? 1/7

Question 20  Que vaut Sé xe dx?

—e ! 1—et 2¢ 1 —1 1—2¢7!

Sur la représentation matricielle des applications linéaires

Question 21 Soit R3[X] Pespace vectoriel des polynomes réels de degré < 3. Soit f lapplication linéaire :
[ Ra[X] = Ry[X], P(X) > P(X +1) .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, X2, X3?

111 1 11 11
01 2 3 01 1 1
Is 001 3 L 00 1 1
00 0 1 00 0 1

Question 22  Soit Ro[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :
[ Ry[X] — Ry[X], P(X) — P(0) + P(1)X + P(2)X? .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, X(X —1)7

1 00 1 0 0 1 00 1 00
0 2 0 0 2 1 2 3 2 0 2 3
0 3 4 0 3 4 1 2 2 0 4 4

Question 23  Soit Ro[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :

£ Ro[X] - Ro[X], P(X) > XP' ()1() .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, XTQ ?

o O O
O = O
S O N
o O O
o = O
S O =

00 0
01 1 I
00 1
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Question 24  Soit R3[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :
f:R3[X] — R3[X], P(X) — P(0) + P(1)X + P(2)X? .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X — 1, (X —1)27?

3 0 2 1 10 2 00 0 0 O
3 2 2 01 1 0 1 0 01 0
1 11 0 0 1 0 00 0 0 2

Question 25  Soit Ro[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :

P(X)—-P(1
[ R[X] — Ry[X], P(X)— X (X) ()
X -1
Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, X?2?
1 00 010 0 00 0 0 0
0 2 5 0 0 1 0 1 1 010
0 3 4 0 00 0 0 1 0 01

Question 26  Soit Ro[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :
f:Ry[X] = Ry[X], P(X) - X?P"(X) — XP'(X) .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, X??

1 -1 0 0 0 2 0 0 O 0 00
0 -2 0 01 0 0 -1 0 0 1 1
0 -1 1 0 0 O 0 0 O 0 0 1

Question 27  Soit Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 4. Soit f Papplication linéaire :
[ Ry[X] - Ry[X], P(X) — P'(X) .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, (X — 1), (X —1)3, (X —1)*?

o 1 0 0 O 1 0 0 0 O 0 1 0 0 O 0 1 1
0O 0 1 0 O 0 2 0 0 O 0O 0 2 0 O 0 0 1
0O 0 O 1 0 0O 0 3 0 O 0 0 0 3 0 0 0 O
0O 0 0 0 1 0O 0 0 4 O 0O 0 O 0 4 0 0 O
0O 0 0 0 o0 0O 0 O 0 ©O 0O 0 O 0 O 0o 0 O

=N N
o=+~ OO

Question 28  Soit R3[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré < 3. Soit f Papplication linéaire :

P(X)—-P(1
[ Rg[X] — Rg[X], P(X) — % :
Quelle est la matrice de f dans la base 1, X, X2, X3?
01 00 0 1 1 1 01 1 0
I 0 01 0 0 0 1 1 0 0 1 1
4 00 01 00 01 0001
0 0 0O 0 0 0O 00 0 O
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Question 29  Soit Ro[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré < 2. Soit f Papplication linéaire :

f:Ry[X] = Ry[X], P(X) — X?P (;) .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X — 1, (X —1)2?

0 0 0 100 0 0 2 1 0 0
01 1 0 2 5 010 2 -1 0
0 01 0 3 4 0 00 1 -1 1

Question 30  Soit R4[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 4. Soit f Papplication linéaire :
[ Ry[X] - Ry[X], P(X) — P'(X) .

Quelle est la matrice de f dans la base 1, X X2 X° X'

72076 0 24
0 1 1 1 1 0 0 0 O 0 1 0 0 O 0 1 0 0 O
0 0 1 1 0 2 0 0 O 0 0 2 0 O 0O 0 1 0 O
0o 0 o0 1 0 0 3 0 O 0 0 O 3 0 0 0 0 1 O
0 0 0 0 0O 0 0 4 O 0 0 O 0 4 0 0 0 o0 1
0O 0 O 0 O 0 0 O 0 O 0 0 0O 0 O

Sur les applications linéaires

Question 31  Soit f: R® - R3, (2,9, 2) — (22 + 6y + 42,3z + 9y + 62z, 5z + 15y + 102).
Alors

dimker f = 2. f est un isomorphisme. ker f =Imf.
f est surjective mais non injective. rgf = 2.

Question 32  Soit f: R* - R3, (2,y,2,t) — (x +y+22+3t,y + 2 +1t,2r+y+ 52+ Tt).
Alors

f est surjective. rgf = 1. f est un isomorphisme. f est injective.
dimker f = 2.

Question 33  Soit f: R3 - R* (2,y,2) — (v + 2y + 2,3z + 4y + 32,2 + 2, —2y).
Alors

f est un isomorphisme. dimker f = 1. f est surjective. rgf =1.
f est injective.

Question 34  Soit f: R* - R3, (z,y,2,t) — Bx +9y — 32 +6t,y + 2 +t,2 —t).
Alors

f est injective. f est un isomorphisme. dimker f = 2. f est surjective.
rgf = 1.

Question 35  Soit f: R3 - R* (2,y,2) — (z + 2y + 32,42 + 5y + 62, Tz + 8y + 9z, 7w + 8y).
Alors

f est injective. dimker f = 1. rgf =1. f est surjective.
f est un isomorphisme.
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Question 36  Soit f: R3 - R* (2,9,2) — (22 + 4y + 62,3z + 6y + 9z, 52 + 10y + 15z, 7o + 14y + 212).
Alors

f est surjective. f est injective. dimker f = 1. f est un isomorphisme.
rgf = 1.

Question 37  Soit f:R?® - R3, (z,y,2) — (y + z,2 + 2,7 + y).
Alors

f est surjective mais non injective. ker f =Imf. rgf = 2.
f est un isomorphisme. dimker f = 2.

Question 38  Soit f: R3 — R3, (2,y,2) — (z + 2y + 32,42 + 5y + 62, Tz + 8y).
Alors

ker f = Imf. dimker f = 2. rgf = 2. f est surjective mais non injective.
f est un isomorphisme.

Question 39  Soit f: R* —» R3, (2,9, 2,t) — (3x + 9y — 3z + 6t,2z + 6y — 22 + 4t, —5x — 15y + 5z — 10t).
Alors

f est surjective. f est un isomorphisme. dimker f = 2. rgf = 1.
f est injective.

Question 40  Soit f: R3 — R3, (2,9,2) — (z + 2y + 32,42 + 5y + 62, Tz + 8y + 92).
Alors

dimker f = 2. ker f = imf. f est surjective mais non injective. rgf = 2.
f est un isomorphisme.

Sur la formule de Taylor-Lagrange
Question 41  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :
frx—sinz,

on peut démontrer que pour tout x > 0 :

2 2

x < f(z). 1-% > f(x). 1 - % < f(x). x> f(x).

Question 42  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
fix—In(l+z),

on peut démontrer que pour tout 0 <z < 1:

x—”‘—;éf(x)‘ m—%?f(x). w+§<f(x). 1+z< f(z)
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Question 43  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
frx—A14x,
on peut démontrer que pour tout —1 < x <1:

1+z = f(o). 1+ 35 = f(x). 1+ 3 < f(x). 1+ 2z < f(x).

Question 44  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :
frax—arctanz,
on peut démontrer que pour tout x > 0 :

1—z < f(z). z < f(z). 1+ 2 < f(z). x> f(x).

Question 45  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
f:ix—cosx,
on peut démontrer que pour tout x > 0 :

2 2

1-% < f(z). z < f(z). 1-% > f(x). x> f(x).

Question 46  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :

frx— e
on peut démontrer que pour tout x = 0 :
L+z+2 < f(x). L+z+2 > f(x). 1+z+22> f(z).
L+ + 2% < f(z).

Question 47  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :

1

Tx
/ 1+

b

on peut démontrer que pour tout x > 0 :

1+ 22 < f(x). 1—2+ 322> f(x). r+ 5= fx). 1—%+ 222 < f(a).

Question 48  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
fiz—tanx,

on peut démontrer que pour tout 0 <z < 3 :

2 2

1+z+ %5 = f(x). 1-% < f(=). x> f(z). @ < f(2).

Question 49  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :

frx—

3

1+z

on peut démontrer que pour tout x > 0 :

145 < f(@). 1—a+2? > f(o). =5 < /(@) tmesat < /().
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Question 50  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :

fram :

1—=x
on peut démontrer que pour tout —1 <x <1 :

1+ 2z < f(z). L+z+2%> f(a). 1+z+2%< f(o). r+ 5= f(x).

Sur les formules de Taylor

Question 51 Soit f(z) = —5%f pour z €] — 2,0[ et n € N. Alors,
feM(=1) =0et fCHD(=1) = (2n 4 1)! f(=1)=0cet fM(=1)=n!sin>1
(1) =n! f(=1)=0et fM(-1)=1sin>1 e (1) =0et fCrHD(1) =1

Question 52 Soit f(x) = ;=% pour z €] — 1,1[ et n € N. Alors,

f@0) =0 et fCrD(0) = (2n + 1)! fO)=0et fMO0)=1sin>1
f(0)=0et fM(0)=nlsin=>1 f™(0) = n! fe0) =0et fFE+D(0) =1

Question 53  Soit f € C*(R,R) telle que f(0) = 1, f(1) = 0, f/(0) = f'(1) = 1, f7(0) = f"(1) = 2, f”(0) =
(1) = 6 et |f¥(z)] < 24 pour tout x € R. Toutes les assertions suivantes sont nécessairement fausses, sauf une.
Laquelle ?

£(0,1) = 0,111 £(1,1) = 0,1109 f(1,1) = 0,126 £(0,1) = 0,126
£(1,1) =0,1112

Question 54  Soit f € C*(R,R) telle que f(1) = 0, f(0) = 1, f/(0) = f(1) = 1, f7(0) = f"(1) = 2, f”(0) =
(1) = 6 et |f¥(2)] < 24 pour tout = € R. Toutes les assertions suivantes sont nécessairement fausses, sauf une.
Laquelle 7

£(0,1) =0,1112 £(1,1) = 0,111 £(0,1) = 0,1109 £(0,1) = 0,126
£(1,1) = 0,126

Question 55  Soit f(r) = 521 pour z €]0,2[ et n € N. Alors,

2z —x2

feI (1) =0et fCH(1) =1 f(l)y=0et fM(1)=nlsin=>1
fy=0et fMA)=1sin>1 FeI(1) =0et fCHU(1) = (2n + 1)! ™) =n!
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