Chapitre XI. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

A. EQUATIONS DE DEGRE 1

1) Définition.

Une équation différentielle (de degré 1) est une équation de la forme

(E) y'=F(z,y)

ot F' est une fonction continue, et y est une fonction dérivable (en la variable z) .

Les solutions de (£) sur un intervalle I de IR sont les fonctions y dérivables sur
I telles que :

Vel , y'(z)=F(x, y(x)).
Exemples.

y' =0« y=C constante.

y' = f< y=une primitive de f.

Si aeR, | y'=ay< y(x)=Ce™ | ou C est une constante.

axr

y(@).
On voit que : u/(z) = —ae™*y(z) + e~ *y'(z) = e “(y'(z) — ay(x)).

Démonstration. On pose u(x)=e"

Donc y'=ay<u' =0 u=Cs y(x) =Ce™ ou C = contante.

Exemple non linéaire. y' = y*>+ 1 n’a pas de solution définie sur R.
Rk 5['
(en effet y' =y*+ 1< (arctan(y))' =1 < arctan(y)=r +C....)

Mais il y a des solutions par exemple y =tan(z) sur }

2) Equations différentielles linéaires homogénes de degré 1

Ce sont les équations de la forme y' = a(x)y ol a est une fonction continue.

Théoréeme.

Si a est continue sur un intervalle I de R, alors :
y' =a(x)ye Veel , y(r) = CeA@ o Al = a.

y(aj) _ Cefa(x)d:r

De plus, si zgel, si ypelR, alors il existe une unique solution de y'=a(x)y telle
que y(zo) = yo-




Démonstration.

A(z)

On introduit la fonction u(x) =e™**y(x) ot A est une primitive de a.

u'(x) = e A (= A(2)y(z) + ¢/ (2) = e DY/ (2) — ale)y(x))
donc : y'=a(z)y< u'(r) =04 u(x) =C constante sur 'intervalle 1.

Justification du «de plus »...:

Si y(z) = Cet® alors y(x) = yo | C = eAl@ly, |

Ezxemples.

a) Reésoudre sur R: y'=zy.

22

y'=xy< y=Ce? ou C = constante.

e) Sur |1, 1[, résoudre : (1—22)y’ +2y=0

oy = @y(x)zceéln(l—w)+%ln(:c+1

T 1—2a2

):C\/l—aj\/l—l—x

fli—;dx = %ln(l — ) —I—éln(:c + 1) + constante

1 1
- _ 3 2
1—22 2z-1 +x—|—1

3) Equations différentielles linéaires de degré 1 non homogénes
Théoréme.

Une équation de la forme :

(E) ¥ =a(r)y+b(r)

ou a,b sont des fonctions continues sur I, intervalle de R
a toujours des solutions définies sur 1.
De plus, si xpel, si yoeR, alors I’équation (E) a une unique solution qui vérifie :

y(ro) = Yo



Démonstration.
(Méthode de variation de la constante)

On considére ’équation homogéne associée :

(Bn) y' = a(z)y < y(x) = Ce)

ou A'=a et C constante.

on cherche une solution de (E) sous la forme y(z) = C(z)eA®),

y'(z) = a(x)y(z) + b(x) < 2@ (a(2)C(x) + C'(z)) = a(z)C(x)eA ™) + b(x)
eC'(z)= e A@p(z)

continue sur [

qui a des solutions ...

Unicité : il suffit de prendre : C' tel que C(zq)ed®) =y,

C-a-d : C(x) :fjoe_A(x)b(x)d:c—i—e‘A(IO)yO.

Si  yi, y2 sont solutions de (E), alors (y1 — y2)' = a(x)(y1 — y2)
St de plus y1(z0) = y2(zo), alors (y1 —y2)(x0) =0=y1 — y2=0.

. a sulvre ...
Rappels.

Si a: I — R est continue alors :

y'=a(zr)ys y(r)=Cexp(A(z))
ou A’=a et C une constante.

Si a,b: I — R sont continues, alors :

(E)y'=a(x)y+b(z) = y(r) = yu(z) + yr(z)

ol yg est solution de ’équation homogene :

(En)y'=a(z)y

et yp est une solution particuliére de (F).
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Pour trouver une solution particuliére de (£), on cherche une solution de la
forme yp(x)=C(x)exp(A(x)) ot A'=a. (Méthode de variation de la constante).

Exemple. (E)y'+ y=sin(x).

On commence par résoudre I’équation homogéne :

(En)y' +y=0sy'=—-yey(x)=Cexp(—1).

On cherche une solution particuliére de (F) de la forme y(z) =C(z)exp(—z).

y(x) = C(x)exp(—x) est solution de (E) < exp(—z)(C'(x) — C(x)) +
exp(—x)C(z) =sin(z) < exp(—2z)C'(x) =sin(z) < C'(x) = exp(x)sin(x).

<=C(x) = [exp(z)sin(z)dz = [exp(z)Im(exp(iz))dz =Im( [exp((1+i)z)dz)
:Im(%ﬂ,exp((l + z)x)) = exp(x)Im( e;;pff) >

exp()lin( L= ) = exp(a)

Donc y(x) :w est une solution particuliére de (F).

sinx —cosx

Donc |y’ +y=sinz & y(r) = ——5——+ Cexp(—z)

ou C = constante.

B.- EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2 A COEF-
FICIENTS CONSTANTS.

Ce sont les équations de la forme :
y'+ay'+by = f(z)
ou a,beR et f: I — R est continue.
Théoréme. Soient zel, yo y1€R. Alors I'équation :
(E)y"+ay’ +by= f(z)
y(z0) = y0, y'(x0) = 1
a une unique solution y: I — R (deux fois dérivable).
I.— Equations homogénes
(E)y"+ay’+by=0



1) Lemme

Lemme. Soient u,v: R— R deux solutions de (F). On suppose que u,v sont
des solutions indépendantes au sens ot :

(@) @) | L

VxelR, W) ()
ALORS wu, v forment une base de I’ensemble des solutions de (E).

Démonstration. En effet, si Au+ pv =0, Vz, )\( u(x) )—i— ,u( v(z) >=0

u'(x) v'(x)

=A=p=0. Donc les fonctions u, v forment une famille libre. Montrons que
c’estaussiune famille génératrice.

Soit y une fonction deux fois dérivable sur RR.

VzeR, JA(z), B(z)eR, (g,@) )zA(x)( e )+B(a:)( o )

En effet, il suffit de prendre < ég; ): ( ) v(@) >_1( y(w) )

_ @y —v(@)y'(2)
A(I) T u(z)v!(z) —u! (z)v(x)

c-a-d :

B(z) = —2/@() + u@)y'@)

u(z)v!(z) — u'(x)v(x)

En particulier, on voit qu’on peut choisir A, B comme des fonctions dérivables
sur R (car u,u’,v,v’ le sont) et que 'on a :

y=Au+Bv et y' = Au'+ Bv'.

Mais alors :

y=Au+ Bv=y'=Au'+Bv'+ A u+ B v=Au+ Bv=0.

Et y'=Au'+ Bv' = y"=Au"+ Bv"+A'w' + B'v'
=1y"=A(—au' — bu) + B(—av'—bv) + A'u'+ BV’
=—ay' —by+ A'v'+ BV =y"+ay +by=A"u'+ B’

Donc si y est une solution de (F), on a aussi :



A'u'+ B'v' =0.
Mais alors : A’( “ >—|—B’< ;’, ):O:>A’:B’:O:>A, B sont constantes.

Donc yeVect{u, v }[]

u(wo) v(zo)
u'(wo) v'(x0)

u(z) ()
u'(z) v'(x)

#O@HSL’()’ #O

En effet, (uv'—u'v) =uv”" —u"v=u(—av'—bv) — (—au' — bu)v

Remarque. VxelR,

=—a(uv'—u'v) = (uv' —u'v) =Ce . .

On introduit le polynéme caractéristique associé a (E) : 2?4 az +b

a) x?2 4+ ax+b=0 a deux racines réelles r; #+ 7y

(E)y"+ay’+by=0<y(x) = Aexp(rix) + Bexp(rox)

ou A, B constantes (réelles).
Démonstration.

Il suffit de montrer que u(z)=e"" et v(x) =€"" sont des solutions indépen-
dantes de (F).

’I"lCE ’I"2CE

e e
rie"1¥ roe’2”

_ r1x+rox

C’est vrai car dans ce cas : =(ro—r1)e

et on vérifie facilement que (e"*)” 4+ a(e"™)' + be"* =0.

b) 22+ az +b=0 a une racine réelle double r.

(E)y"+ay'+by=0< y(x)=(Ax+ B)exp (rz)

Démonstration.

T

Il suffit de montrer que u(x) =e€"" et v(zr)=xe™ sont des solutions indépen-

dantes de (F).

(C’est vrai car dans ce cas : 2rz




et on vérifie facilement que (ze’™)" 4 a(xe’™) +bxe’™ =0 en utilisant que

?+tar+b=(x—r)?

c¢) 22 +ax +b=0 a deux racines complexes conjuguées non réelles : r £ iw avec
r,w réels.

(E)y"+ay +by=0< y(x)=e""(Acos (wr) + Bsin (wx))

Moyen mnémotechnique : ARe(exp((r +iw)x))+BIm(exp((r +iw)z))

Démonstration. Comme précédemment.

Exemples.

a)

y' =3y +2y=0& ...

1ére étape. 2> —3x+2=0< 2 =1ou?2.

Donc

2éme étape.

y" =3y +2y=0%&y(z) = Ae® + Be**

b) 4" +2y'+y=0<y(x)=(Ax+ B)e™™*

22+ 20 4+ 1= (v +1)>

)y +y' +y=0&y(z) :e_Tm<Acos<£as) + Bsin(@x))

2
1443

?+r+1=0r= 5

II.-Equations non homogénes.
L’équation

(E) y"+ay' +by= f(z)

a pour solution y(x) = yg(x) + yp(z)

ou yy est solution de (En)y”+ay’+by=0 et yp est une solution particuliére
de (E).



Comment trouver une solution particuliére ?
1) cas ou f(x) =P(x)e"™ ou P polynéme et reR
Si r n’est pas racine de z? 4+ az+b=0

on cherche yp(x) de la forme yp(x) = Q(x)e™ ou @ est un polynéme de degré
<deg P.

Si r est une racine simple z?+ax+b=0

on cherche yp(x) de la forme yp(z) =xQ(x)e"™ ou Q) est un polyndéme de degré
<deg P.

Si r est une racine double 22+ ax+b=0

on cherche yp(x) de la forme yp(z) =22 Q(z)e" ott Q est un polyndéme de degré
<deg P.

2) cas ou f(x) = P(x)e"(Acos(wx) + psin(wx)) ot P polynéme et
relR

Si r +iw n’est pas racine de 22 +azx+b=0

on cherche yp(x) de la forme yp(x) =" (Q(x)cos(wz) + R(z)sin (wx))ou Q, R
sont des polyndmes de degrés <deg P.

Si r 4+ iw est une racine de 22+ az+b=0

on cherche yp(z) de la forme yp(x) =z (Q(z)cos(wz) + R(x)sin (wz))ou Q,
R sont des polyndémes de degrés <deg P.

Exemples.

a) (B)y"+2y +y=2e"

Solutions de (F)

lere étape. (En):y"+2y' +y=0<y(x)=(Ax+ B)e ™

2¢ étape. On cherche une solution particuliére

de la forme : | y(z) = 2?Xe™*

(car —1 est racine double de 22+ 2z 4 1=0)
y'(z) = e (20 h—Az?)
y"(z) =e "2\ — 2 z — 22\ + \z?)



=942y +y=e"(—2 2% + A\2® — 4z + 4 T+ 2)\) =277
SA=1.

267 est une solution particuliére.

Donc y(x) ==
Donc (E) & y(z)=2*""+ (Az+ B)e™™

b) y" — 3y’ + 2y = 22> — 62 +4

2 —3r+2=0&(z—1)(z—-2)=0

Solutions de I’équation homogéne : y(x) = Ae® + Be*

On cherche une solution particuliére sous la forme :

y(z) = P(x)e" = P(x) ott P est un polynome de degré <deg P.
(Car 0 n’est pas racine de l’équation caractéristique)
y(r)=cr’+dr+e

y'(x) =2cx+d

y"=2c

y" — 3y 4+ 2y = (c)x® + (—6¢ + 2d)x + (2¢ — 3d + 2¢) = 22% — 62+ 4

c=2
9
& —6c+2d=—6 <:>c=2,d=3,e=§
2c —3d+2e=4

Donc 222 + 3z —i—; est une solution particuliéere.

Donc les solutions de y” — 3y’ + 2y = 22> — 6z + 4 sont les :
y(z) =222+ 32 + g + Ae” + Be*

c) y"+y=sinx....

Rappels.

y'+ay' +by=0

siz?+ax+b=(x—71)% y(x)=(Az+ B)e™

siz?+ax+b=(x —r1)(z —1r2) avec r1 # r2eR, y(z) = Ae"1” + Be"2"
-
siz?+ax+b=(x—2)(z —2)ouz=r+iwavecw#0, y(z) =e"*(A cos (wz) + B sin(wz))

ouA,B=

constantes.

Ezxemple.



(E) y"+ y=sinz=Im(e™®) et i est une racine de 2>+ 1=0

On résout d’abord : y"+y=0< y(x) = Acosx+Bsinx, A, BeR.
Ensuite on cherche une solution particuliére de la forme :

y(x) =x(Acosx + psinx)ou A, pueR.

y'(x) =cosx(A+ px) +sinx(—Ax + )

y'(x)=cosz(p+ p—Ax) +sinz(—A+ px — \)

1

y"+y=cosz(2p) +sinz(—2)) =sinz & p=0, = —.

Donc on a trouvé une solution particuliére de (F) : yp(z) = —%cos .

Dond y"+y=sinzx< y(x)= —%COSIC +Acosz+Bsinz, A, BeRR.

3) Méthode « générale » de variation des constantes

Proposition. Soit f: I — R une fonction continue. Soient a, belR.
Alors 'équation (E) y" +ay’+by=0
sy(r) =+ pv

ol A, . sont des fonctions dérivables sur I telles que :

MNu+ p'v=0
MNu' 4+ p'v'= f

et ol u,v sont des solutions indépendantes (linéairement indépendantes) de
I’équation homogene :

(Ep)y" +ay'+by=0.

Remarques.

a)
. 2 o .
si x4 ax+b=(x —r)(x —ry) avec r1 £ ry, alors on peut prendre :

u=e"" v=e"?*
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si 22+ az 4+ b= (x —r)?, alors on peut prendre :

u=xe", v=e"

siz’+ax+b=(x—2)(z — 2)otz =7 +iwavecw 70, alors on peut prendre :

u=-¢€""cos (wzx), v=-e""sin (wz).

u'(z) v'(x)

D i = (i 70 )0 )= ()

7 0(V)

u, v sont bien indépendantes (exo)c-a-d

)\/: —vf
uv’ —u'v

= o uf
w= 7 7

uv’ —u' v

don con peut toujours trouver des (primitives) A, p.
Ezxemple.

(E)y"+y=sinx

d’apreés la proposition :

(E) < y(x) = Acos x+pusin x avec { Neosw + pu'sinz =0

—Nsinz + p'cosz =sinx
= { N\ = —sin’r

' =cosxsinx

Or f—siandx:f<—Cos(2;)_l)da::—%-l— Sinfx) +A

et fcosxsinxda;zfm%@dxz—w—l—B

conclusion : (E) y" +y=sinz & y(z) = <_§ + Sinfgc) 4 A)cos vt <_008512w)

B)sin T= —%cosx + Acosx + Bsinx + blzx

Démonstration de la proposition.
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Soient u,v deux solutions indépendantes de 1’équation homogéne associée :
(En)y” +ay'+by=0.

Alors pour tout xel,les vecteurs ( 5,((?) ), ( ;’(x) ) forment une base de R?,

donc il existe (Vz), N'(z), p'(x) réels tels que :
/ u(x) / v(r) | _ 0

M@ )@ )= ()

Alors x+— N (z) et '+ p'(x) sont continues.

En effet : N =—2/

wv’' —u'v T

Donc il existe A\, pdérivables . . ..

Supposons que A, i sont des fonctions dérivables qui vérifient :

MNu+ p'v=0
)\/uI+MIUI:f

alors posons y = \u + uv.

On a:y' =Nu+p'v+ '+ po' = "+ po’

=y"=Nu'+ pv'+ "+ " = f 4+ 2"+ po”

Or v”"+au'+bu=0 et v"+av'+bv=0.

Donc 4" +ay'+by= f+ Au"+au' 4+ bu) + p(v" +av’+bv) = f.
Réciproquement soit y solution de (E) c-a-d : y"+ay’+by=0.

Alors il existe A, u dérivables telles que :

(o) )=2@( i) )+ @ 06))




2. ) Nut+p'v=0
c-a-d : {/\'u’—i—u’v’:flj
Ezxemple.

(BE)y" 4+ y=tan’z

. . ™ T
(on cherche les solutions sur //intervalle ] —5 5[ )
On poseu=cosz,v=sinz.

Ce sont des solutions indépendantes de y” + y =0.

Les solutions de (F) sont Acosz + usinz avec :

/ I M = —sinz tan?z = — sin’s
{)\cos:r—l-usmx—o 052z

N (—sinz) + p'cos x = tan’x , 9 sin2z
p'=cosztan‘r = ——
cos T

Or f—cos2 T = f(l_t)d =—%—t—|—A=%—COSQJ+A

12

poser t=cosx , dt =—sinzdx
sinz
et fcos:rd _f0052 dt_fl tht_f<_

——COS T —I—%ln< 1+COS$) + B

L )dt=—t+4in (135) + B

1—cosx

Poser t =sinx, dt =cosxdz.

Donc (E)y" + y = tan’z < y(z) = ( — cos T + A)cos T + (—COS T +

COos T

%ln( 1+COS‘T > + B)sma:
— COS
&y(r)=—1—cos’r —cosxsinz —I—%ln<$) + Acosx+ Bsinz.

4) Existence et unicité des solutions avec conditions initiales.

(E)y"+ay'+by= f(x)

ou a,beR et f: I — IR est continue.

13



Théoréme. Soient xpel, yoy1€R. Alors (E)

a une unique solution y: I — R (deux fois dérivable) telle que :
y(zo) = yo et y'(zo) = y1.

Démonstration.

Unicité. Si y et z sont des solutions de (E).

Alors (y—2)"+a(y—2) +b(y—2) = f — f =0,

Donc w=(y — z) = Au+ Bv ou u, v forment une base des solutions de I’équation
homogeéne y” +ay’+ by =0.

Si de plus y(zg) = z(xo) = yo et y'(x0) = 2’ (x9) = y1, alors :

w(zo) =0=w'(z0) = A( e )+ B( e ): 0=A=B=0

car < u(zo) ) et (:(IO) ) est une base de R>.

u'(xo) (20)
Donc w=0 et z=1y.
Existence.

Soit yp une solution particuliére de (£). (c’est possible d’aprés la proposition
ci-dessus).

Soient u,v base de solutions de (Ep)y" + ay’+ by =0.
Alors on cherche y sous la forme y=yp+ Au+ Bu.
Une telle fonction yest solutionde (E). De plus,

y(zo) =10 u(o) v(zo) \ — [ Yo— yp(wo)
{ y'(wo) =1 < A( u' (o) ) + B( v'(x0) ) - < y1 — ypr(zo) )

A v’ (z0) (yo — yPEﬂCo)) - V(Iwo)(lu — ypr(2q))
o u(zg)v’(zg) — v'(zg)v(zo)

—u’(20) (o — yp(x0)) + u(x0) (y1 — ¥ps(z0))

B= u(zg)v’(wg) — u(z0)v(z0)

Donc on peut trouver une solution yde (E) qui vérifie les conditions :
{ y(zo) =Yo

yl(wo) = '

Fin du chapitre XI.
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