Université Claude Bernard-Lyon 1 Semestre de printemps 2017-2018

Fondamentaux des mathématiques 2

Examen final du 16 mai 2018-durée 2h

Attention a la rédaction, pas de téléphone portable ni de calculatrice, on ne sort que une heure apres le début

de I’examen.

Exercice 1.
1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle f définie par :
2t

f® ="+

2. Pour x > 0. Donner une primitive de
1

xVx+1—x
Indication : on pourra se servir de la question 1 et du changement de variable t = vVx + 1
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Correction exercice 1

1. Il existe trois réels a, b et c tels que :
2t a b c

C-D2c+D -1 G-DZ t+1
On multiplie par (¢t — 1)?, puist = 1

2t

b=|—— =1
t+ 11—
On multiplie par t + 1, puist = —1
[ 2t ] 1
c=|— —_ —
t—121__, 2
On multiplie par t, puis t = +oo
1
0= Sa=—
a+c a >
1 1
2t 2 1 37

(t—1)2(t+1)=t—1+(t—1)2+t+1

2. On pose
1

F(x)_.fx x+1—xdx
t=Vx+1lex=t>—1=dx =2tdt
1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
xWrtl—x @-Dt—(2-1) E-DE-1 @¢+DE-DE-1) ¢+ 1D(—1)2

Donc
1
1 .72

1
_ 2t _ 2
F(x)_j(t+1)(t—1)2dt_f t—1+(t—1)2+t+1 dt

—11 |t — 1] ! 11 [t+1|+K,K€ER

—21 t—1 20 '

1 1 1
=—-Inf[vx+1-1|—-——=-In(vx+1+1)+ K, K€ER
2 | | Vx+1-1 2 ( )



Exercice 2.
Résoudre 1I’équation différentielle, pour tout x € R :
y"=3y'+2y=e*+e* (E)

Correction exercice 2
L’équation homogene est :
y'=3y'+2y=0
Son équation caractéristique est : 2 — 3r + 2 = 0, donc les racines sont les réels r;, = 1 etr, = 2, sa
solution génerale est :
y = A e* + 1,e?*,1;, 1, € R.
D’apres le théoréme de fractionnement des solutions particuliére, si on appelle
yp, Une solution particuliere de y"”" — 3y" + 2y = e* et yp, une solution particuliere de y” — 3y’ + 2y =
e *alors yp = yp, + yp, est une solution particuliere de (E).
On cherche yp_sous la forme yp = Axe™ car 1 est racine de 1’équation caractéristique.
yp, =A(x +1)e* et yp = A(x+2)e”
Yp, = 3yp, + 2yp, = e* & A(x + 2)e* —3A(x + 1)e* + 24Axe* =e* & A= -1
Donc yp, = —xe*
On cherche yp, sous la forme yp, = Ae™ car —1 n’est pas racine de I’équation caractéristique.
yp, = —Ae™* et yp =Ae™”

1
Vb, —3yp, t2yp, = e ¥ © Ae™* +34e™  +24eTF =e* o 6A=1 A= ‘
Donc yp, = %e‘x etalors yp = —xe* + %e‘x. La solution générale de (E) est :

1
y = le* + 1,e?* — xe* + ge‘x,ll,/lz ER

Exercice 3.
1. Donner le développement limité a I’ordre 2, en 0 de X - VX + 1.

2 . Donner le développement limité a 1’ordre 4, en 0, de x — {/cos(x).

3. En déduire
2

Jeos(x) — 1+ xT
lim

x-0 xsin(x) — x?2

Correction exercice 3

1.
1 1 1 1\ X? 1 1
\/1+X=(1+X)7=1+—X+—<——)—+0(X2)=1+—X——X2+o(X2)
2 2 2/ 2! 2 8
2.
x2  x* x2 x* 1 1
= _— —_ 4) = _— —_ 4) = = — ——Xx2 2
v cos(x) \/1 2!+4!+0(x) \/1 2+24+0(x) vi+X 1+2X 8X +o(X*)
Avec
2,4
— - 4
X = 2+24+o(x)
x%  x* x% x* x*
2 | = J— 4 —_— —_ 4 — 4
X ( 2+24+o(x)>< 2+24+0(x)> 4+0(x)

o(X?) =o(x")
Donc



2 4 4
Jeos(x) =1 +%<_x7+32c_4+ o(x‘*)) —é<%+o(x4)>+ o(x*)

1 1 1 1 1
= 1——x2+(———>x4+0(x4)= 1——x?——x*+o0(x*

4 48 32 4 96
3.
cos(x) —1 +XTZ_ 1—%)62 —%x4+o(x4) -1 +xT2_ —%x4+o(x4) ~ —9—16x4 6
*sin(x) - * x<x—x7f+o(x3)>—x2 _%x4+0(x4) ’ _%x4 7
1 1
~ 16016
Exercice 4.
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R, [X].
Soit u I’application linéaire définit par :
u()=-1-X—-X?% u(X)=-2—-X? et u(X? =4+2X+3X?
1. Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
2. Soit P = aX? + bX + ¢ € R,[X]. Montrer que : u(P) = Ba—b —c)X?+ (2a—c)X +4a—2b—c
3. Déterminer une base (P;, P,) de ker(u — Id).
4. Donner une base P; de ker(u).
5. Montrer que B’ = (P4, P,, P3) est une base de R,[X].
6. Déterminer la matrice D de u dans la base S'.
7. Montrer que Im(u) = ker(u — Id)
8. Montrer que ker(u) @ Im(u) = R3.
9. Soit P € R,[X]. Pourquoi existe-t-il un unique triplet (a, 8,y) de réels tels que P = aP; + fP, + yP; ?

10. A I’aide de la question 9, calculer u(P), pour PaP; + BP, + yP; € R,[X], donner une interprétation
géométrique de u.

Correction exercice 4

1.
u(1) uX) u(x?)
-1 -2 41
A= (—1 0 2) X
-1 -1 3/ X?
2.

u(P) = u(aX? + bX + ¢) = au(X?) + bu(X) + cu(1)
=a(4+2X+3X>)+b(-2—-X)+c(-1-X—-X?)
=Ba—-b—0c)X?+2a—c)X+4a—2b—c

3.

Peker(u—id) ou(P)—P=0
©Ba-b—-0)X?+QRa—-c)X+4a—2b—c—(aX?+bX+c)=0
©Ra-b—-0c)X*+QRa-b—-c)X+4a—-2b—-2c=02a—-b—-c=0&c
=2a-—b

DoncP=aX?+bX+2a—b=a(X?+2)+b(X—1).0npose P, =X?+2etP,=X—1
On aker(u — id) = Vect(P,, P,), autrement dit (P;, P,) engendrent ker(u — id) et d’autre part P; et P,
ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre, ils s’agit donc d’une base de ker(u — id).



10.

3a—b—-c=0
Pekerw)eouP)=0 Ba—-b—-0c)X*+QRa—-c)X+4a—-2b—c=0{ 2a—c=0
4a—-2b—c=0

3a—b—c=0 a—b=0 b=a
= c=2a = c=2a @{ B
c=2a
4a—2b—c=0 2a—2b=0

Donc P = aX? + aX + 2a = a(X? + X + 2), par conséquent ker(u) = Vect(P;) ol P; = X?> + X + 2,
et ¢’est bien siir une base de ker(u).
(Py, P,) est libre et P; & ker(u — id) car u(P;) = 0 # P53 donc (Py, P,, P3) est libre, or une famille libre
a trois vecteurs dans un espace de dimension 3 est une base de R, [X].
D’aprés 3. u(P,;) — P; = 0 donc u(P;) = P; de méme u(P,) = P, et bien sir u(P;) = 0, on en déduit
que :

u(Py) u(P) u(P3)

1.0 0\ P
D= (0 1 0) P,
0 0 O Ps
Im(u) = Vect(u(Pl),u(Pz),u(P3)) = Vect(P,, P,,0) = Vect(P,,P,) = ker(u — id)
Autre méthode
Pp=X?>+2=—-ulX) =u(-X) = P, € Im(u)
Pb=X-1=uX)—-u)=ulX-1)> P, € Im(u)
Comme (P;, P,) est libre et que d’apreés le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(R,[X]) =3 = dim(]m(u)) =2
Alors (Py, P,) est une base de Im(u) car une famille libre de deux vecteurs dans un espace de
dimension deux est une base. Par conséquent :
ker(u — id) = im(u)

dim(ker(u)) + dim(im(u)) = dim(R,[X]) d’apreés le théoréme du rang.
Soit P € ker(u) nim(u), u(P) = 0 etu(P) = P carim(u) = ker(u — id), donc P = 0, par
conséquent : ker(u) N Im(u) = {0} et que ’on a bien

ker(u) @ Im(u) = R3
Car (P4, P,, P;) est une base de R, [X].
Dans la base B', P = aP, + BP, + yP;, donc

u(P) = u(aP; + BP, + yP;) = au(P,) + pu(P,) + yu(Ps;) = aP; + P,

L'application linéaire u est donc la projection sur le plan Im(w) parallelement a la droite ker(u).



