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Question 7

Ezercices sur les applications linéaires et les formules de Taylor ...

Question 1 Soit f:R3 - R3, (v,y,2) — (z + 2y + 32,42 + by + 62, 7T + 8y + 92).
Alors

D rgf = 2. D ker f = imf. |:| dimker f = 2. D f est un isomorphisme.

f est surjective mais non injective.

Question 2 Soit f:R* - R3, (1,y,2,t) — (x +y + 22+ 3t,y+2+t,22 +y + 5z + 7).
Alors

|:| dimker f = 2. |:| f est injective. D f est surjective. |:| rgf =1.

f est un isomorphisme.

Question 3 Soit f: R* - R3, (1,y,2,t) — 3z +9y — 32 +6t,y + 2 +t,2 — t).
Alors

|:| f est injective. |:| f est surjective. D dimker f = 2. |:| f est un isomorphisme.
rgf = 1.

Question 4  Soit f:R? —» R*, (1,y,2) — (x + 2y + 2,32 + 4y + 3z, + 2, —2y).
Alors

D rgf =1. D f est un isomorphisme. D f est injective. D f est surjective.
dimker f = 1.

Question 5 Soit f: R — R3, (2,y,2) — (22 + 6y + 42,3z + 9y + 62,52 + 15y + 102).
Alors

|:| f est un isomorphisme. |:| rgf = 2. |:| ker f =Imf.

f est surjective mais non injective. dimker f = 2.

Question 6  Soit f:R? - R3, (1,y,2) — (y + 2z, + z,2 + y).
Alors

D ker f = Imf. D f est surjective mais non injective. D rgf = 2.
f est un isomorphisme. D dimker f = 2.

Question 7 Soit f:R?® - R%, (1,y,2) — (v + 2y + 32,42 + by + 62, 7w + 8y + 9z, Tz + 8y).
Alors

D dimker f = 1. D rgf =1. D f est un isomorphisme. |:| f est injective.
f est surjective.

Question 8  Soit f: R? - R3, (1,y,2) — (x + 2y + 32,42 + 5y + 62, 7w + 8y).
Alors

D ker f = Imf. D f est un isomorphisme. D rgf = 2. D dimker f = 2.

f est surjective mais non injective.
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Question 9 Soit f: R —» R%, (1,y,2) — (27 + 4y + 62,32 + 6y + 92,52 + 10y + 152, Tz + 14y + 212).
Alors

|:| f est un isomorphisme. |:| f est injective. |:| rgf =1. |:| f est surjective.
dimker f = 1.

Question 10 Soit f: R* - R3, (2,9,2,t) — (32 + 9y — 32 + 6t, 22 + 6y — 22 + 4¢, —5x — 15y + 5z — 10¢).
Alors

D dimker f = 2. |:| rgf = 1. D f est surjective. D f est un isomorphisme.
f est injective.

Question 11  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :
fiz—tanx,

on peut démontrer que pour tout 0 <z < 3 :

(1 2> f(a). (] 142+%Z > f(a). O] 1-2 < f(a). (1 z<f(a).

Question 12  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
frax—cosz,

on peut démontrer que pour tout = = 0 :

(] 2> f(a). (] 1-2 > fa). (1 1-2 < f) [ =< fa).

Question 13  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
frx— e
on peut démontrer que pour tout z = 0 :

[] 1+x+§<f(x). [] 1+2+2%2<f(2). L] 14+z+22> f(2)
(] 1+z2+% > fa)

Question 14  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :
f iz — arctanz,

on peut démontrer que pour tout x > 0 :

|:| 1+z< f(z). |:| z = f(x). |:| xz < f(z). |:| 11—z < f(x).

Question 15  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :
frx—sinz,
on peut démontrer que pour tout x = 0 :

[] =< f(2) ] 1-2 > f(a). (] 2> fa). O] 1-2 < f(a).
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Question 16  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :

1
1+

firxzm—

)

on peut démontrer que pour tout x > 0 :

L] 1+2z< f(a). L] 1-2+32%> f(a) [] 1-2+322< f(a). L] z+2> f(a)

Question 17  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
frx—A1+4x,

on peut démontrer que pour tout —1 <z < 1:

(] 1+2<f(a) [ 1+e<f@). [ 1+ > /@) LI 1+e= f).

Question 18  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction :

fiz—

)

1+z

on peut démontrer que pour tout z > 0 :

(] 1-4<f@). (] 14§ < fla). L] 1-2+2*< f(a). ] 1-e+a” > f(a).

Question 19  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :

1
1—x

fixm—

on peut démontrer que pour tout —1 < x <1:

L] 142 < f(). L] 1+z+2%> f(z). L] z+2> f(a) L] 14+z+22<f()

Question 20  En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction :
frx—In(l+z),

on peut démontrer que pour tout 0 <z < 1:

0 e-2>/@ O 2+Z<f@. [ lte<f@. [ % <@

Question 21  Soit f(z) = —2510162 pour z €] — 2,0[ et n € N. Alors,

L] @M@y =0et fE (1) =1 (] f@(=1)=0et f@+(=1) = (2n + 1)!
L] f(=1)=0et fM(-1)=1sin>1 L] ) =n L] f(-1D)=0et fM(=1)=n!sin>1

Question 22 Soit f € C*(R,R) telle que f(1) = 0, f(0) = 1, f/(0) = f(1) = 1, f7(0) = f"(1) = 2, f”(0) =
f"(1) = 6 et |f¥(z)] < 24 pour tout x € R. Toutes les assertions suivantes sont nécessairement fausses, sauf une.
Laquelle ?

[ ] £(0,1)=0,126 [ ] r(1,1)=0,126 [ ] ra,1)=o0,111 [ ] f(0,1)=0,1112
[ ] f(0,1)=0,1109
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Question 23  Soit f(z) = 52=1; pour = €]0,2[ et n € N. Alors,

2x—x?

L] f)=0et fMA)=1sin>1 L] f@a)=0et fFE+D(1) =1 L] ™) =n!
L] £@@1) =0et fCHD(1) = (20 4 1)! L] f)=0et fMA)=nlsin>1

Question 24 Soit f € C*(R,R) et a € R. Laquelle des formules suivantes donne la meilleure approximation de

f"(a)?

|:| f(a+h)*2J;L(2a)+f(a*h) |:| f(a)*i(a*h) |:| f(a+h)2*hf(a*h) |:| f(a+h});f(a)

Question 25  Soit f(z) = 1 —32+22% + (z—1)3 cos(v/3 + 22 —2(e®~ 1)) pour x € R. Laquelle des égalités suivantes
est-elle juste?

(] r@=1 ] 7o) =1 (] s =1 ] ray=-3 ] 7(0)=2

Question 26 Soit f € C*(R,R) et a € R. Laquelle des formules suivantes donne la meilleure approximation de

f'(a)?

|:| f(a)—i(a—h) |:| f(a+h}z—f(a) |:| f(a+h)2—hf(a—h) |:| f(a+h)—2fh(2a)+f(a—h)

Question 27  Soit f(x) = ;=% pour z €] — 1,1[ et n € N. Alors,

L] ™) =n! L] f®9(0) =0et f@+D(0) = (2n +1)! ] 7@™(0)=0et fD(0) =1
F0)=0et FM@O)=1sin>1 L] 700)=0et f™M@O)=n!sin>1

Question 28  Soit f(z) = —1+ 2+ 2(x —1)? + 23 cos(vV4 + 22 — 2e°°5%) pour x € R. Laquelle des égalités suivantes
est-elle juste ?

(] ro=1 (] ra)=-3 ] =2 (] ry=1 ] r©)=-3

Question 29  Soit f € C4(R,R) telle que f(0) = 1, f(1) = 0, f/(0) = f'(1) = 1, f7(0) = f"(1) = 2, f”(0) =
(1) = 6 et |f¥(z)] < 24 pour tout x € R. Toutes les assertions suivantes sont nécessairement fausses, sauf une.
Laquelle ?

[ ] f(0,1)=0,126 [] f(@,1)=0,1112 [ ] f(0,1)=0,111 [ ] f(1,1)=0,1109
[ ] f(1,1)=0,126

Question 30  Soit B = (e, e, e3) la base canonique de R®. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (21 + 2x9,2x9 + T3, 1 — T3)
Le noyau de u est :

D Vect(2e;, —es, 2e3) |:| Vect(2e1 — ea + 2e3) D Vect(eq, ea, e3) |:| Vect(2e1 + ea + 2e3)
Vect(ey + 2eq,2es + e3,e1 — e3)
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Question 31  Soit B = (e, e, e3) la base canonique de R®. Soit
uw:R® > R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
uw(z) = (1 + 22,22 + 23,71 — 23)
Le noyau de u est :

|:| Vect(e; — e + e3) D Vect(er + ea,e0 + €3,61 — €3) |:| Vect (e, —es, e3)
|:| Vect(eq, €2, e3) |:| Vect(ey + e + e3)

Question 32  Soit B = (e, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (z1,z2,23) € R par
u(x) = (x1 + 2x9,2x9 + X3, L1 — T3)
Le noyau de u est :

[] Vect(2e1 — es + 2e3) [] Vect(2e;, —es,2e3) [ ] Vect(er, ez, es)
D VGCt(€1 + 2e5,2eq + 3,61 — 63) D VeCt(261 + €9 + 263)

Question 33  Soit B = (e, ea, e3) la base canonique de R®. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (r1 + 22,209 — 23,21 — T3)
Le noyau de u est :

|:| Vect(e1 + 2e3,2e2 — e3,€1 + €3) |:| Vect(2e1 + e3 + 2e3) |:| Vect(2e; — eg — 2e3)
D Vect(2e1, —ea, —2e3) |:| Vect(eq, €2, e3)

Question 34  Soit B = (e1, e, e3) la base canonique de R?. Soit
u:R > R?
définie pour tout (z1,z2,z3) € R par
u(z) = (221 + ®2, T2 + 2x3, 21 — T3)
Le noyau de u est :

l:, Vect(el, €2, 63) |:| Vect(61 — 2e9 + 63) |:| Vect(el, —2e9, 63)
Vect(2e1 + ea, ea + 2e3,61 — €3) |:| Vect(eg + 2es + e3)
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Question 35  Soit B = (e, e2,¢e3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (x1, 2, 23) € R? par
u(z) = (x1 — @9, T — 3,21 — X3)
Le noyau de u est :

[ ] Vect(er + ez + e3) [ ] Vect(er,eq,e1 — ey + e3) [ ] Vect(e; — ey + e3)
Vect(el — €2,€2 — €3,€1 763) l:, VeCt(€1762,63)

Question 36  Soit B = (e, ea, e3) la base canonique de R®. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (—x1 + 2w, 20 — T3, —T1 + X3)
Le noyau de u est :

|:| Vect(2e1 + ea + 2e3) |:| Vect(2eq, €2, —2e3) |:| Vect(—ej + 2e3,2e5 — e3, —eq + €3)
Vect(eq, €2, e3) |:| Vect(2e1 + ea — 2e3)

Question 37  Soit B = (e1, e, e3) la base canonique de R?. Soit
u:R > R?
définie pour tout (z1,z2,z3) € R par
u(z) = (x1 + 2x2, 209 + T3, 21 — T3)
Le noyau de u est :

|:| VeCt(61 —e2 + 63) |:| VeCt(261 — €9 + 263) |:| Vect(?el, —eq, 263) |:| Vect(el, €9, 63)
D Vect(e; — 2eq,2e5 — e3,61 — €3)

Question 38  Soit B = (e, €2, €3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(x) = (x1 — 2x9,2x9 — X3, 1 — T3)
Le noyau de u est :

D Vect(e; — eg + e3) D Vect(eq, ea, e3) D Vect(e; — 2eq,2e9 — e3,e1 — €3)
Vect(2eq + ez + 2e3) [ ] Vect(2er,es,2es3)
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Question 39  Soit B = (e, e2,e3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (x1, 2, 23) € R? par
u(x) = (—x1 + 229, X9 — T3, 1 — T3)
Le noyau de u est :

[ ] Vect(2e; + es + 2es3) [ ] Vect(—es + 2e5,2e5 —e3,e1 — €3) [ ] Vect(er, e, es)
D Vect(?el, —€g, 263) |:| Vect(261 —e2 + 263)

Question 40  Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R? par
u(x) = (21 + 229,229 + X3, L1 — T3)
L’image de u est :

D Vect(e1 + e3, ea + €3) D Vect(eq, ea, e3) D Vect(e1 + ea,2es + e3,€1 — €3)
Vect(2eq + ea + 2e3) [ ] Vect(er + es,e1 + e2)

Question 41  Soit B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (2x1 + x2, 22 + 223,21 — 3)
L’image de u est :

|:| Vect(ey + ea + e3) |:| Vect(ey + ea,ea + e3,e1 — e3) |:| Vect(ey + e3,ea — e3)
Vect(eq, €2, €3) |:| Vect(e1 + eq, €2 — e3)

Question 42  Soit B = (ey, €2, €3) la base canonique de R3. Soit
u:RY > R?
définie pour tout (z1,z2,23) € R par
u(z) = (—x1 + 229,229 — X3, L1 — T3)
L’image de u est :

D Vect(el, €9, 63) D Vect(el + e3,e2 + 63) D VeCt(261, €1 — ea, 263)
Vect(—el + e3,e2 + 63) |:| Vect(—el + 2e9,2e9 — 3,1 — 63)
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Question 43  Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (x1, 2, 23) € R? par
u(z) = (x1 — @9, T — 3,21 — X3)
L’image de u est :

[ ] Vect(er,es,es) [ ] Vect(e; — ez, e5 —es,e1 — e3) [ ] Vect(er + es,es + e3)
Vect(eq, €2, €1 + €3) [] Vect(er + s + €3, —e1 + €2)

Question 44  Soit B = (ey, es,e3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (21 + 2x9,2x9 — T3, 21 + T3)
L’image de u est :

|:| Vect(e; — e3,ea — e3) D Vect(eg + 2eq,2es — e3,€1 + e3) |:| Vect(ey + e3,ea — e3)
D Vect(eq, €2, e3) |:| Vect(2e1 + ea + 2e3)

Question 45  Soit B = (ey, €2, €3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (z1,z2,z3) € R par
u(z) = (r1 — 2xo, 209 — T3, 21 — T'3)
L’image de u est :

|:| VeCt(61, €9, 63) |:| Vect(el +e3,e1 — 62) |:| VeCt(261, €9, 263) |:| VeCt(261 + ée9 + 263)
Vect(e; — 2eq,2e5 — e3,61 — €3)

Question 46  Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (—x1 + 222,202 — T3, —T1 + T3)
L’image de u est :

D Vect(—eq + 2eq,2e5 — €3, —e1 + €3) D Vect(2e1 + ea + 2e3) |:| Vect(e1 + es, ea + €3)
Vect(eq, ez, €3) [ ] Vect(e; + e3,e5 — e3)
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Question 47  Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (x1, 2, 23) € R? par
u(z) = (x1 + @2, 2 + 3,21 — X3)
L’image de u est :

[ ] Vect(er, e, es) [ ] Vect(e; + e, e3) [ ] Vect(er + e2,e5 + es,e1 — e3)
Vect(ey + ea, €2 — €3) [ ] Vect(er + e3,es — e3)

Question 48  Soit B = (ey, es,e3) la base canonique de R3. Soit
u: R - R?
définie pour tout (x1,z2,23) € R® par
u(z) = (21 + 2x9,2x9 + T3, 1 — T3)
L’image de u est :

|:| Vect(eq, €2, e3) D Vect(2e; — ea + 2e3) |:| Vect(ey + e3,e2 — e3) |:| Vect(2e1 + ea + 2e3)
Vect(ey + 2eq,2es + e3,€1 + e3)

Question 49  Soit B = (ey, €2, €3) la base canonique de R3. Soit
u:R > R?
définie pour tout (z1,z2,z3) € R par
u(z) = (x1 + 2x2, 209 + w3, 21 + T3)
L’image de u est :

D VeCt(2€1 — €9 + 263) |:| Vect(el + 2e9,2e9 + 3,61 — 63) |:| VeCt(61 + ez, e + 62)
D Vect(eq, o, e3) |:| Vect(e1 + e3, e + €3)

Question 50  Soient
e1 = (1,1,0), e2 = (1,0,1), e3 = (0,1,1) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.

b) Soit f : R* — R3, Papplication lindaire telle que f(e;) = (22,-9,3), f(e2) = (3,0,0), f(es) = (11,-3,1).
Déterminer f(z,y, 2).

¢) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f Pimf =R3?

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [[Ja [ Jas [ I5 [ 55 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ J75 [ I8




N NN B +100/10/22+

Question 51  Soient
e1 =(2,1,1),e2 =(1,2,1), e3 = (1,1,2) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.
b) Soit f : R? — R3, Iapplication linéaire telle que f(e1) = (8,5,8), f(e2) = (10,5, 10), f(e3) = (12,5, 12). Déterminer
[y, 2).
c) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f @imf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [Ja [Jas [ I5 [ Is5 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ J75 [ I8

Question 52  Soient
e1 =(1,1,1), eo = (0,1,1), e5 = (1,—2,—-1) .
a) Montrer que (e, ez, e3) est une base de R3.

b) Soit f : R® — R3, l'application lindaire telle que f(e;) = (6,3,9), f(e2) = (5,2,7), f(es) = (—6,—2,-8).
Déterminer f(z,y, 2).

c) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f @imf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [[Ja [ Jas [ I5 [ Is5 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ Jv5 [ I8

Question 53  Soient
er1 =(0,1,1), e2 = (1,0,1), e3 = (1,1,0) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.
b) Soit f : R® — R3, Papplication linéaire telle que f(e1) = (5,5,2), f(e2) = (4,4,1), f(es) = (3,3,1). Déterminer
[y, 2).
¢) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f Pimf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 135 [[Ja [Jas [ I5 [ 55 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ J75 [ I8

Question 54  Soient
e1 = (5,2,0), e2 = (8,5,2), e3 = (3,2,1) .
a) Montrer que (e, ez, e3) est une base de R3.

b) Soit f : R® — R3, Papplication linéaire telle que f(e1) = (7,3,-3), f(e2) = (17,3,-3), f(es) = (7,1,-1).
Déterminer f(z,y, 2).

¢) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f @imf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [[Ja [ Jas [ I5 [ Is5 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ Jv5 [ I8
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Question 55  Soient
e1 = (5,2,0), e2 = (8,5,2), e3 = (3,2,1) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.
b) Soit f: R?® — R?, Papplication linéaire telle que f(e1) = (3,5,5), f(e2) = (2,10,10), f(e3) = (0,4,4). Déterminer
[y, 2).
c) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f @imf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [Ja [Jas [ I5 [ Is5 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ J75 [ I8

Question 56  Soient
e1 = (1,-1,-1),es = (—1,1,-1), e3 = (—1,-1,1) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.
b) Soit f: R3 — R3, I'application linéaire telle que f(e1) = (4,7,10), f(ea) = (2,5,8), f(es) = (0,3,6). Déterminer
[y, 2).
c) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f @imf = R3?

(o [Jr [J2 [ 3 [ 035 [[Ja [ Jas [ I5 [ Is5 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ Jv5 [ I8

Question 57  Soient
e1 =(2,1,1),e2 =(1,2,1), e3 = (1,1,2) .
a) Montrer que (e, e, e3) est une base de R3.
b) Soit f: R® — R3, I'application lindaire telle que f(e1) = (5,1, —1), f(e2) = (5,—1,1), f(e3) = (6,0,0). Déterminer
f(z,y,2).
¢) Déterminer une base de ker f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
d) Déterminer une base de imf.
e) A-t-on ker f Pimf = R??

(o [Jr [J2 [ 3 [ 135 [[Ja [Jas [ I5 [ 55 [ J6 [ J6.5 [ ]7 [ J75 [ I8




